
KMA/MAT1 Přednáška a cvičeńı

Lineárńı algebra 1

9. a 14. ř́ıjna 2014

1 Vektory

• n-rozměrný vektor x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n, n ∈ N, xi ∈ R, i =

1, . . . , n (uspořádaná n-tice reálných č́ısel)

• xi, i = 1, . . . , n — i-tá složka vektoru x

• Součet dvou vektor̊u z R
n (muśı mı́t stejný rozměr):

x+y = (x1, x2, . . . , xn)+(y1, y2, . . . , yn) = (x1+y1, x2+y2, . . . , xn+yn) ∈ R
n.

Výsledkem součtu dvou n-rozměrných vektor̊u je tedy opět n-rozměrný
vektor.

• Násobeńı vektoru x ∈ R
n reálným č́ıslem (skalárem) α ∈ R:

αx = α(x1, x2, . . . , xn) = (αx1, αx2, . . . , αxn) ∈ R
n.

Úloha 1.1. Vypočteme

a) (5, −3, 9) + (2, 8, −13) = (7, 5, −4),

b) −1
4
(4, 8, −1) =

(

−1, −2, 1
4

)

.

• o = (0, 0, . . . , 0) ∈ R
n — n-rozměrný nulový vektor:

x + o = (x1, x2, . . . , xn) + (0, 0, . . . , 0) = (x1, x2, . . . , xn) = x.

• −x — opačný vektor k vektoru x = (x1, x2, . . . , xn), tedy

−x = (−x1, −x2, . . . , −xn), x + (−x) = o.
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2 Lineárńı závislost a nezávislost vektor̊u

• Lineárńı kombinace (n-rozměrných) vektor̊u

x1, x2, . . . , xk, k ∈ N,

s reálnými koeficienty
α1, α2, . . . , αk,

je (n-rozměrný) vektor

u = α1x1 + α2x2 + · · · αkxk.

Úloha 2.1. Lineárńı kombinaćı tř́ı vektor̊u (2, 3, 4), (1, 0, 4), (1, 1, 1) s
koeficienty −1, 2, 5 je vektor

−1(2, 3, 4)+2(1, 0, 4)+5(1, 1, 1) = (−2, −3, −4)+(2, 0, 8)+(5, 5, 5) = (5, 2, 9).

• Řekneme, že množina vektor̊u {x1, x2, . . . , xk} je lineárně závislá,
jestliže alespoň jeden z nich je lineárńı kombinaćı ostatńıch. V opačném
př́ıpadě řekneme, že je lineárně nezávislá.

• Lineárńı (ne)závislost se dá také vyjádřit pomoćı vektorové rovnice

α1x1 + α2x2 + · · · αkxk = o,

kde neznámými jsou koeficienty α1, . . . , αk. Tato rovnice má vždy tzv.
triviálńı řešeńı

α1 = α2 = · · · = αk = 0.

– Pokud má pouze toto triviálńı řešeńı, potom jde o množina vek-
tor̊u {x1, x2, . . . , xk} lineárně nezávislá,

– pokud existuje i netriviálńı řešeńı (alespoň jedno αi 6= 0), potom
je lineárně závislá.

Úloha 2.2. Rozhodněte, zda množina vektor̊u {(1, 0, 1), (−3, 2, −1), (2, 1, 3)}
lineárně závislá nebo nezávislá.

Řešeńı. Budeme zkoumat rovnici

α1(1, 0, 1) + α2(−3, 2, −1) + α3(2, 1, 3) = (0, 0, 0),

(α1, 0, α1) + (−3α2, 2α2, −α2) + (2α3, α3, α3) = (0, 0, 0).
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Rozeṕı̌seme ji po složkách (ve skutečnosti tedy jde o soustavu tř́ı rovnic
o třech neznámých):

α1 − 3α2 + 2α3 = 0,

2α2 + α3 = 0,

α1 − α2 + 3α3 = 0,

Tato soustava má kromě triviálńıho řešeńı

α1 = α2 = α3 = 0

také netriviálńı řešeńı

α1 = 7, α2 = 1, α3 = −2,

a tak jde o lineárně závislou množinu vektor̊u.

3 Matice

• Schéma m × n reálných č́ısel

A =













a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

...
...

...
. . .

...
am1 am2 am3 . . . amn













= (aij)

nazýváme matićı typu (m, n).

Úloha 3.1.

A =







1 2 1 4
1 6 4 4
1 2 3 0







je matice typu (3, 4).

• Č́ısla aij jsou prvky matice,

• prvky aii se nazývaj́ı diagonálńı a tvoř́ı hlavńı diagonálu.

• Matice typu (m, n) je tvořena m řádky a n sloupci.

• Jestliže jsou v matici typu (m, n), m ≤ n, všechny diagonálńı prvky ne-
nulové a všechny prvky pod hlavńı diagonálou jsou nulové, pak mluv́ıme
o horńı lichoběžńıkové matici (v př́ıpadě m = n o horńı trojúhelńıkové

matici).
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Úloha 3.2. Matice







1 2 1 4
0 6 4 4
0 0 3 0





 je horńı lichoběžńıková a matice







1 2 1
0 6 4
0 0 3





 je horńı trojúhelńıková.

• Matici typu (m, n), která má všechny prvky nulové nazýváme nulová

matice a znač́ıme Omn.

Úloha 3.3. O23 =

(

0 0 0
0 0 0

)

• Jestliže m = n, pak matici nazýváme čtvercovou (pro m 6= n mluv́ıme
o obdélńıkové matici).

• Čtvercovou matici typu (n, n), jej́ıž všechny diagonálńı prvky jsou rovny
jedné a všechny ostatńı prvky rovny nule, nazýváme jednotkovou ma-
tićı a znač́ıme En.

Úloha 3.4. E4 =











1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1











4 Hodnost matice

Hodnost́ı matice A nazýváme maximálńı počet jej́ıch lineárně nezávislých
řádk̊u, znač́ıme h(A).

• Jak určit hodnost matice?

• Najprve si řekneme, že hodnost každé horńı lichoběžńıkové matice typy
(m, n), m ≤ n, je m. (To znamená, že ji tvoř́ı m lineárně nezávislých
řádk̊u.)

Nebudeme to dokazovat obecně, jen si to ukážeme na jednom př́ıkladu:

Úloha 4.1. Určete hodnost horńı lichoběžńıkové matice A =







1 2 1 4
0 6 4 4
0 0 3 0





.
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Řešeńı. Ukážeme, že tato matice je tvořena trojićı lineárně nezávislých
řádk̊u. Řeš́ıme vektorovou rovnici

α1(1, 2, 1, 4) + α2(0, 6, 4, 4) + α3(0, 0, 3, 0) = (0, 0, 0, 0).

Po složkách:

– 1. složka: α1 · 1 + α2 · 0 + α3 · 0 = 0, tedy α1 = 0.

– 2. složka: α1 · 2 + α2 · 6 + α3 · 0 = 0, tedy při α1 = 0 dostáváme
α2 = 0.

– 3. složka: α1 ·1+α2 ·4+α3 ·3 = 0, tedy při α1 = α2 = 0 dostáváme
α3 = 0.

– 4. složka: Rovnice α1 ·4+α2 ·4+α3 ·0 = 0 je při α1 = α2 = α3 = 0
splněna.

Vyšlo nám tedy jen triviálńı řešeńı α1 = α2 = α3 = 0, a tak jde o trojici
lineárně nezávislých řádk̊u (vektor̊u).

• Stejnou vlastnost maj́ı i tzv. horńı stupňovité matice:

– Jestliže v matici má každý následuj́ıćı řádek v́ıce nul na začátku
než řádek předchoźı a posledńı řádek je nenulový, pak tuto matici
nazveme horńı stupňovitou matićı.

– Každá horńı lichoběžńıková matice je současně horńı stupňovitá
matice.

– Hodnost horńı stupňovité matice je rovna počtu jej́ıch

řádk̊u.

Úloha 4.2. Matice







1 2 1 4
0 0 4 4
0 0 0 1





 je horńı stupňovitá matice.

• Hodnost matice se nezměńı, jestliže v ńı provedeme následuj́ıćı úpravy:

1. zaměńıme pořad́ı řádk̊u,

2. vynásob́ıme některý řádek nenulovým č́ıslem,

3. přičteme k některému řádku lineárńı kombinaci zbývaj́ıćıch řádk̊u,

4. vynecháme řádek, který je lineárńı kombinaćı zbývaj́ıćıch řádk̊u
(tedy speciálně i nulový řádek),

5. zaměńıme pořad́ı sloupc̊u.
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Předchoźı úpravy nazýváme ekvivalentńı (zachovávaj́ı hodnost matice).

• Gauss̊uv algoritmus pro určeńı hodnosti matice:

– Danou matici převedeme pomoćı ekvivalentńıch úprav na horńı
lichoběžńıkovou (stupňovitou) matici, jej́ıž hodnost je rovna hod-
nosti výchoźı matice.

– Hodnost horńı lichoběžńıkové (stupňovité) matice je dána počtem
jej́ıch řádk̊u.

Úloha 4.3. Určete hodnost matice A =











1 3 −2 2 4
2 6 3 0 −1

−1 1 3 1 5
−2 2 13 −2 1











.

Řešeńı. Máme vynulovat oblast matice vlevo dole pod diagonálou. Bu-
deme postupovat po sloupćıch od leva do prava.

1. Prvńı řádek ponecháme. Je výhodné, že na prvńı pozici je jednička.
Od druhého řádku odečteme dvojnásobek prvńıho řádku (znač́ıme
2.̌r.−2·1.̌r), ke třet́ımu řádku přičteme prvńı řádek (3.̌r.+1.̌r) a ke
čtvrtému přičteme dvojnásobek prvńıho (4.̌r.+2·1.̌r.). T́ım dosta-
neme matici (se stejnou hodnost́ı):











1 3 −2 2 4
0 0 7 −4 −9
0 4 1 3 9
0 8 9 2 9











.

2. V daľśım kroku zaměńıme druhý a třet́ı řádek:











1 3 −2 2 4
0 4 1 3 9
0 0 7 −4 −9
0 8 9 2 9











.

3. Od 4. řádku odečteme dvojnásobek druhého řádku (4.̌r.-2·2.̌r.):











1 3 −2 2 4
0 4 1 3 9
0 0 7 −4 −9
0 0 7 −4 −9











.
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4. Vynecháme čtvrtý řádek, nebot’ je stejný jako třet́ı řádek (je tedy
lineárńı kombinaćı zbývaj́ıćıch řádk̊u):







1 3 −2 2 4
0 4 1 3 9
0 0 7 −4 −9





 .

Výsledkem je horńı lichoběžńıková matice, která má tři řádky, a tak i
hodnost 3, stejně jako p̊uvodńı matice:

h(A) = 3.

Úloha 4.4. Určete hodnost matice B =











1 −4 5 0 2
2 1 −1 1 −2
5 −2 3 2 −2

−4 −11 13 −3 8











.

Řešeńı. Matici B převedeme na horńı lichoběžńıkovou nebo stupňovitou
matici (to se ukáže až během úprav):

B =











1 −4 5 0 2
2 1 −1 1 −2
5 −2 3 2 −2

−4 −11 13 −3 8











1)
∼











1 −4 5 0 2
0 9 −11 1 −6
0 18 −22 2 −12
0 −27 33 −3 16











2)
∼











1 −4 5 0 2
0 9 −11 1 −6
0 9 −11 1 −6
0 −27 33 −3 16











3)
∼







1 −4 5 0 2
0 9 −11 1 −6
0 0 0 0 −2





 ,

kde v jednotlivých kroćıch byly provedeny následuj́ıćı úpravy:

1) 2.̌r.−2·1.̌r., 3.̌r.−5·1.̌r., 4.̌r.+4·1.̌r.;

2) 3.̌r.·1
2

(třet́ı řádek vynásob́ıme 1
2
, nebo-li děĺıme dvěma);

3) 3. řádek vynecháme (nebot’ je stejný jako druhý řádek), 4.̌r.+3·2.̌r.

Výsledkem je horńı stupňovitá matice o třech řádćıch, a tak

h(B) = 3.
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5 Soustavy lineárńıch rovnic

• Soustava rovnic

a11x1 + a12x2 + · · · a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · · a2nxn = b2,
...

...
...

am1x1 + am2x2 + · · · amnxn = bm,

kde aij, bi, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n, jsou reálná č́ısla a xj neznámé,
se nazývá soustava m lineárńıch rovnic o n neznámých.

• Matice












a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

...
...

...
. . .

...
am1 am2 am3 . . . amn













se nazývá matice soustavy a matice













a11 a12 a13 . . . a1n b1

a21 a22 a23 . . . a2n b2
...

...
...

. . .
...

...
am1 am2 am3 . . . amn bm













se nazývá rozš́ı̌rená matice soustavy.

• Řešeńım soustavy nazýváme každý vektor u = (u1, u2, . . . , un) ∈ R
n,

jehož složky uj (dosazené za xj) přeměńı soustavu rovnic na soustavu
rovnost́ı.

• Frobeniova věta: Označme hodnost matice soustavy h a hodnost
rozš́ı̌rené matice soustavy k.

1. Jestliže h < k, pak soustava nemá řešeńı.

2. Jestliže h = k = n, pak soustava má právě jedno řešeńı.

3. Jestliže h = k < n, pak soustava má nekonečně mnoho řešeńı
závislých na (n − k) parametrech.

• Gaussova metoda řešeńı soustav lineárńıch rovnic:

1. Naṕı̌seme rozš́ı̌renou matici soustavy.
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2. Pomoćı ekvivalentńıch úprav ji převedeme na horńı stupňovitou
matici (pokud budeme zaměňovat sloupce, dodrž́ıme následuj́ıćı
zásady:

a) posledńı sloupec pravých stran z̊ustane vždy na mı́stě,

b) při záměně sloupc̊u zaměńıme odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem také
proměnné).

3. K źıskané matici naṕı̌seme odpov́ıdaj́ıćı soustavu lineárńıch rov-
nic, kterou už snadno vyřeš́ıme.

Úloha 5.1. Vyřešte soustavu rovnic:

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 1,

2x1 + 4x2 + 2x3 − x4 = 0.

Řešeńı. Zaṕı̌seme rozš́ı̌renou matici soustavy a tu dále uprav́ıme na
horńı stupňovitou matici:

(

1 2 −1 4 1
2 4 2 −1 0

)

∼

(

1 2 −1 4 1
0 0 4 −9 −2

)

.

Výslednou matici přeṕı̌seme zpět na soustavu:

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 1,

4x3 − 9x4 = −2.

Ve druhé rovnici při volbě x4 = t dostaneme:

4x3 − 9t = −2, x3 = −
1

2
+

9

4
t.

Dále z prvńı rovnice, při volbě x2 = s, dostaneme:

x1 + 2s −
(

−
1

2
+

9

4
t

)

+ 4t = 1, x1 + 2s +
7

4
t =

1

2
, x1 =

1

2
− 2s −

7

4
t.

Řešeńım je tedy každý vektor tvaru
(

1

2
− 2s −

7

4
t, s, −

1

2
+

9

4
t, t

)

, s, t ∈ R,

např́ıklad
(

1
2
, 0, −1

2
, 0
)

(pro s = t = 0).

Výsledek odpov́ıdá tvrzeńı Frobeniovy věty: hodnost matice soustavy i
rozš́ı̌rené matice soustavy je dva (h = k = 2). Vzhledem k tomu, že dále
počet neznámých je čtyři (n = 4), tak soustava má nekonečně mnoho
řešeńı závislých na n − k = 4 − 2 = 2 parametrech (s a t).
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Úloha 5.2. Vyřešte soustavu rovnic:

x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = −5,

2x1 − 3x2 + x3 − 2x4 = −7,

x1 + x2 + x3 + x4 = 3,

3x1 + 2x2 + 5x3 − x4 = 1.

Řešeńı. Zaṕı̌seme rozš́ı̌renou matici soustavy a převedeme ji na horńı
stupňovitou matici:










1 −2 3 1 −5
2 −3 1 −2 −7
1 1 1 1 3
3 2 5 −1 1











∼











1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 3 −2 0 8
0 8 −4 −4 16











∼

∼











1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 3 −2 0 8
0 2 −1 −1 4











∼











1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 0 13 12 −1
0 0 9 7 −2











∗)
∼

∗)
∼











1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 0 13 12 −1
0 0 0 −17 −17











∼











1 −2 3 1 −5
0 1 −5 −4 3
0 0 13 12 −1
0 0 0 1 1











∗) 4. řádek vynásob́ıme 13 a odečteme od něho 9-ti násobek 3. řádku
(13 · 9 − 9 · 13 = 0, 13 · 7 − 9 · 12 = −17, 13(−2) − 9(−1) = −17).

Výsledná horńı stupňovitá (dokonce lichoběžńıková) matice má čtyři
řádky, takže hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy i matice soustavy je
h = k = 4. Počet neznámých je také 4 = n. Podle Frobeniovy věty má
soustava právě jedno řešeńı. Nyńı ho najdeme:

x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = −5
x2 − 5x3 − 4x4 = 3

13x3 + 12x4 = −1
x4 = 1

13x3 + 12x4 = −1
13x3 + 12(1) = −1

13x3 = −13
x3 = −1

x2 − 5x3 − 4x4 = 3
x2 − 5(−1) − 4(1) = 3

x2 + 1 = 3
x2 = 2

x1 − 2x2 + 3x3 + x4 = −5
x1 − 2(2) + 3(−1) + (1) = −5

x1 − 6 = −5
x1 = 1

Řešeńı je tedy skutečně právě jedno, a to vektor (1, 2, −1, 1).
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Úloha 5.3. Vyřešte soustavu rovnic:

x − 2y + 4z = 2,

2x − 4y + 8z = 1.

Řešeńı. Zaṕı̌seme rozš́ı̌renou matici soustavy a převedeme ji na horńı

stupňovitou matici:

(

1 −2 4 2
2 −4 8 1

)

∼

(

1 −2 4 2
0 0 0 −3

)

Zpětně přeṕı̌seme na soustavu:

x − 2y + 4z = 2,

0 = −3.

Zřejmě druhá rovnice nemá řešeńı, a tak ani celá soustava nemůže mı́t
řešeńı.

Z pohledu Frobeniovy věty: hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy je k = 2,
ale hodnost matice soustavy je jen h = 1. Máme tedy situaci, kdy h 6= k,
z čehož podle Frobeniovy věty plyne neexistence řešeńı.

Daľśı úlohy

Úloha 5.4. Vyřešte soustavu rovnic:

−4x1 + 4x2 − x3 + x4 − 7x5 = −11,

2x1 − 2x2 + x3 + 3x5 = 4,

4x1 − 4x2 + 5x3 + x4 + 7x5 = −3,

−6x1 + 6x2 − 4x3 + x4 − 12x5 = −7.

Řešeńı. • Rozš́ı̌renou matici soustavy převedeme na horńı stupňovitou
matici:










−4 4 −1 1 −7 −11
2 −2 1 0 3 4
4 −4 5 1 7 −3

−6 6 −4 1 −12 −7











∼











2 −2 1 0 3 4
−4 4 −1 1 −7 −11
4 −4 5 1 7 −3

−6 6 −4 1 −12 −7











∼

∼











2 −2 1 0 3 4
0 0 1 1 −1 −3
0 0 3 1 1 −11
0 0 −1 1 −3 5











∼











2 −2 1 0 3 4
0 0 1 1 −1 −3
0 0 0 −2 4 −2
0 0 0 2 −4 2











∼
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∼











2 −2 1 0 3 4
0 0 1 1 −1 −3
0 0 0 −2 4 −2
0 0 0 0 0 0











∼







2 −2 1 0 3 4
0 0 1 1 −1 −3
0 0 0 −2 4 −2







• Přeṕı̌seme zpět na soustavu:

2x1 − 2x2 + x3 + 3x5 = 4,

x3 + x4 − x5 = −3,

x4 − 2x5 = 1.

• h = k = 3, n = 5 ⇒ nekonečně mnoho řešeńı závislých na n − k =
5 − 3 = 2 parametrech.

• Při volbě x5 = u a x2 = v je řešeńım každý vektor tvaru

4 − u − v, v, −4 − u, 1 + 2u, u), u, v ∈ R.

Pokud bychom mı́sto x2 volili x1 = w (a současně ponechali volbu
x5 = u), dostali bychom jinou parametrizaci řešeńı:

w, −8 + 2u + 2w, −4 − u, 1 + 2u, u), u, w ∈ R.

Úloha 5.5. Vyřešte soustavu rovnic:

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 1,

2x1 + 4x2 + 7x3 + 7x4 = 4,

x1 + 2x3 = −2,

3x1 + 7x2 + 10x3 + 6x4 = 7.

Řešeńı. • Rozš́ı̌renou matici soustavy převedeme na horńı stupňovitou
matici:










1 2 3 1 1
2 4 7 7 4
1 0 2 0 −2
3 7 10 6 7











∼











1 2 3 1 1
0 0 1 5 2
0 −2 −1 −1 −3
0 1 1 3 4











∼

∼











1 2 3 1 1
0 1 1 3 4
0 −2 −1 −1 −3
0 0 1 5 2











∼











1 2 3 1 1
0 1 1 3 4
0 0 1 5 5
0 0 1 5 2











∼
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∼











1 2 3 1 1
0 1 1 3 4
0 0 1 5 5
0 0 0 0 3











• h = 3, k = 4, tedy h 6= k, a tak soustava nemá ani jedno řešeńı.

• To samé nahlédneme (z posledńı rovnice) při přepisu zpět na soustavu:

x1 + 2x2 + 3x3 + x4 = 1,

x2 + x3 + 3x4 = 4,

x3 + 5x4 = 5,

0 = 3.
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