
KMA/MAT1 Přednáška č. 7,

Posloupnosti a jejich limity

5. listopadu 2013

1 Motivačńı př́ıklady

Prozkoumejme, zat́ım
”
laicky“, následuj́ıćı posloupnosti:

1) Posloupnost 1, 4, 9, . . . , n2, . . . :

Hodnoty rostou nade všechny meze.

2) Posloupnost −1, −2, −3, . . . , −n, . . . :

Hodnoty klesaj́ı pode všechny meze.
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3) Posloupnost 1

1
, 1

2
, 1

3
, . . . , 1

n
, . . . :

Hodnoty lež́ı v intervalu [0; 1) a s rostoućım n se bĺıž́ı nule.

4) Posloupnost 1, −2, 3, −4, 5, . . . , 2n − 1, −2n, . . . :

Hodnoty stř́ıdaj́ı znaménko (osciluj́ı) a rostou (v absolutńı hodnotě) nade
všechny meze.

5) Posloupnost 1, 1

2
, 1, 1

4
, 1 . . . , 1, 1

22n
, . . . :
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2 Pojem posloupnosti

Definice 2.1. Každé zobrazeńı N do R nazýváme č́ıselná posloupnost.
Zápis:

(

an

)+∞

n=1
nebo jen

(

an

)

;

an se nazývá n-tý člen posloupnosti.

Definici č́ıselné posloupnosti lze založit i na pojmu (reálné) funkce; pak
je to funkce definovaná na množině N všech přirozených č́ısel.

Zp̊usoby zadáńı posloupnosti

Č́ıselná posloupnost bývá zadána několika prvńımi členy (tak, aby bylo pa-
trné pravidlo, jak vytvářet daľśı členy, n-tým členem nebo rekurentně.

Úloha 2.2. Je dána posloupnost

1

1 · 4
,

3

4 · 7
,

5

7 · 10
,

7

10 · 13
, · · ·

Určete jej́ı n-tý člen.

Řešeńı. an =
2n − 1

(3n − 2) · (3n + 1)

Při zadáńı n-tým členem zase naopak lze z př́ıslušného vzorce poč́ıtat
jednotlivé členy posloupnosti.

Úloha 2.3 (Př́ıklady č́ıselných posloupnost́ı zadaných n-tým členem).

(

n

n + 1

)+∞

n=1

,
(

(−1)n·n
)+∞

n=1

,
((

1 +
1

n

)n)+∞

n=1

,
(

a·qn−1

)+∞

n=1

,
(

a+(n−1)d
)+∞

n=1

.

Vypočtěte členy a1, a2, a3, a4.

Rekurentńı definice obsahuje zpravidla 1. člen (nebo několik prvńıch člen̊u)
a pravidlo, jak vytvořit daľśı člen ze člen̊u předcházej́ıćıch.

Rekurentńı definice aritmetické posloupnosti:

a1 = a, an+1 = an + d.

Rekurentńı definice geometrické posloupnosti:

a1 = a, an+1 = an · q (q /∈ {0, 1, −1}).

3



Úloha 2.4. Posloupnost
(

an

)+∞

n=1

je zadána rekurentně takto:

a1 = 1, an+1 =
1

2

(

an +
10

an

)

;

je to posloupnost aproximaćı č́ısla
√

10. Vypočtěte prvńı čtyři aproximace.

Úloha 2.5. Fibonacciova posloupnost
(

bn

)+∞

n=1

je definována takto:

b1 = 1, b2 = 1, bn+2 = bn+1 + bn.

Vypočtěte prvńıch 10 člen̊u této posloupnosti.

Definice 2.6. Posloupnost
(

bn

)+∞

n=1

se nazývá vybraná z posloupnosti
(

an

)+∞

n=1

(nebo též podposloupnost), právě když existuje posloupnost přirozených
č́ısel

k1 < k2 < k3 < · · ·
taková, že pro každé n z N je

bn = akn
.

Jinými slovy: Z posloupnosti
(

an

)+∞

n=1

vybereme nekonečně mnoho jej́ıch

prvk̊u a zachováme jejich pořad́ı.

Úloha 2.7. Např. posloupnost všech prvoč́ısel je vybraná z posloupnosti
(

n
)+∞

n=1

všech č́ısel přirozených:

(

an

)+∞

n=1

=
(

n
)+∞

n=1

: 1 , 2 , 3 , 4, 5 , 6, 7 , 8, 9, . . .

(

bn

)+∞

n=1

: b1 = a1 = 1, b2 = a2 = 2, b3 = a3 = 3, b4 = a5 = 5, b5 = a7 = 7, . . . .

3 Rozš́ı̌rená reálná osa

Definice 3.1. Rozš́ıřenou reálnou osou nazýváme množinu

R
∗ = R ∪ {−∞, +∞} ,

kde −∞ a +∞ jsou nevlastńı č́ısla, přičemž pro každé x ∈ R plat́ı

−∞ < x < +∞.
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Početńı operace s nevlastńımi č́ısly:

• Sč́ıtáńı a odč́ıtáńı: ∀x ∈ R definujeme

±x+(+∞) = (+∞)±x = ±x−(−∞) = (+∞)+(+∞) = (+∞)−(−∞) = +∞,

±x+(−∞) = (−∞)±x = ±x−(+∞) = (−∞)+(−∞) = (−∞)−(+∞) = −∞.

• Nedefinujeme

(+∞) − (+∞), (+∞) + (−∞), (−∞) + (+∞), (−∞) − (−∞).

• Násobeńı: ∀x ∈ R, x > 0 definujeme

x · (+∞) = (+∞) · x = (+∞) · (+∞) = (−∞) · (−∞) = +∞,

x · (−∞) = (−∞) · x = (+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞.

Podobně pro x < 0.

• Nedefinujeme

0 · (+∞), (+∞) · 0, 0 · (−∞), (−∞) · 0.

• Děleńı: ∀x ∈ R definujeme

x

(+∞)
=

x

(−∞)
= 0.

Pro x > 0 je
+∞

x
= +∞,

−∞
x

= −∞,

pro x < 0 je
+∞

x
= −∞,

−∞
x

= +∞.

• Nedefinujeme

+∞
+∞ ,

+∞
−∞ , atd.,

x

0
pro žádné x ∈ R, tj. ani

0

0
nebo

±∞
0

.

• Mocniny: ∀n ∈ N definujeme

(+∞)n = +∞, (+∞)−n = 0, (−∞)n = (−1)n · (+∞).

• Nedefinujeme

(+∞)0, (−∞)0, 00, 1+∞, 1−∞.
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4 Limita posloupnosti

Definice 4.1. Řı́káme, že posloupnost
(

an

)

má vlastńı limitu L ∈ R,

jestlǐze pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı

|an − L| < ε.

Ṕı̌seme
lim

n→+∞

an = L.

Úloha 4.2. lim
n→∞

1

n
= 0.

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . . −→ 0

Např́ıklad pro ε = 1

10
m̊užeme volit n0 = 11.

Úloha 4.3 (Podrobněji). Dokažte z definice, že lim
n→+∞

1

n
= 0.

Řešeńı. Definice limity posloupnosti:

lim
n→+∞

an = a ⇔ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ |an − a| < ε.

Uprav́ıme pro naši situaci (an = 1

n
, n ∈ N):

lim
n→+∞

1

n
= 0 ⇔ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒

∣

∣

∣

∣

1

n
− 0

∣

∣

∣

∣

< ε,

tedy

lim
n→+∞

1

n
= 0 ⇔ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀n ∈ N : n ≥ n0 ⇒ 1

n
< ε.

Řeš́ıme tedy nerovnost
1

n
< ε ⇔ n >

1

ε
.

Z podstaty nerovnosti n > 1

ε
lze vyvodit, že pro dané ε > 0 je splněna od

určitého n0, např́ıklad:

ε =
1

10
dostaneme n >

1
1

10

= 10, a tedy n0 = 11,

ε =
1

1000
dostaneme n >

1
1

1000

= 1000, a tedy n0 = 1001.

T́ım je dáno, že 0 je skutečně limitou posloupnosti
{

1

n

}

.
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Definice 4.4. Řı́káme, že posloupnost
(

an

)

má nevlastńı limitu +∞,

jestlǐze pro každé K ∈ R (K > 0) existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ∈ N,
n ≥ n0 plat́ı

an > K.

Ṕı̌seme
lim

n→+∞

an = +∞.

Úloha 4.5. lim
n→∞

n = +∞.

1, 2, 3, 4, . . . −→ +∞

Např́ıklad pro K = 1 000 m̊užeme volit n0 = 1 001.

Definice 4.6. Řı́káme, že posloupnost
(

an

)

má nevlastńı limitu −∞,

jestlǐze pro každé K ∈ R (K < 0) existuje n0 ∈ N tak, že pro každé n ∈ N,
n ≥ n0 plat́ı

an < K.

Ṕı̌seme
lim

n→+∞

an = −∞.

Úloha 4.7. lim
n→∞

−n2 = −∞.

−1, −4, −9, −16, . . . −→ −∞

Např́ıklad pro K = −10 000 m̊užeme volit n0 = 101.

Definice 4.8. Řekneme, že posloupnost
(

an

)

je konvergentńı, jestlǐze má

vlastńı limitu.

Řekneme, že posloupnost
(

an

)

je divergentńı, jestlǐze má nevlastńı limitu

nebo limitu nemá.

Posloupnost tedy bud’ konverguje nebo diverguje. V tomto druhém př́ıpadě
bud’ diverguje k +∞ nebo k −∞ nebo osciluje (tj. nemá limitu vlastńı ani
nevlastńı).

Např. posloupnost
(

n

n+1

)

je konvergentńı, má limitu 1, stacionárńı po-

sloupnost
(

c
)

je konvergentńı a má limitu c, posloupnost
(

n

100

)

je diver-

gentńı, má nevlastńı limitu +∞, posloupnost
(

qn

)

je pro q ≤ −1 divergentńı,

nemá limitu (osciluje).
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Věty o limitách:

Věta 4.9. Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.

Věta 4.10. Má-li posloupnost
(

an

)

limitu, pak každá posloupnost
(

bn

)

vybraná z posloupnosti {an} má tutéž limitu.

Limita posloupnosti se tedy nezměńı, vynecháme-li nebo pozměńıme-li
libovolný konečný počet člen̊u posloupnosti.

Při výpočtu limit využ́ıváme také tohoto postupu:

1) zjist́ıme, že daná posloupnost je konvergentńı a

2) najdeme limitu a nějaké vhodné vybrané posloupnosti. Pak toto a je i
limitou dané posloupnosti.

– Když naopak zjist́ıme, že nějaká vybraná posloupnost je divergentńı,
znamená to podle předchoźı věty, že je divergentńı i daná posloupnost.

– Podobně zjist́ıme-li, že dvě vybrané posloupnosti maj́ı r̊uzné limity, je
daná posloupnost divergentńı.

Věta 4.11 (o limitách součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu). Necht’ lim an = a,
lim bn = b. Pak plat́ı, pokud výrazy na pravých stranách maj́ı v R

∗ smysl:

1) lim(an + bn) = a + b, lim(an − bn) = a − b,

2) lim(an · bn) = a · b,

3) pro bn 6= 0, b 6= 0 je lim(an/bn) = a/b,

4) lim |an| = |a|.

Konkrétńı výpočty limit

Budeme použ́ıvat předchoźı věty a znalosti následuj́ıćıch limit posloupnost́ı:

1) lim
n→+∞

nα =











+∞ , α > 0;
1 , α = 0;
0 , α < 0.
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2) lim
n→+∞

qn =



















0 , q ∈ (−1, 1);
1 , q = 1;

+∞ , q > 1;
neexistuje , q ≤ −1.

3) Pro q > 0 plat́ı lim
n→+∞

n

√
q = 1.

4) lim
n→+∞

n

√
n = 1.

Úloha 4.12. lim
n→+∞

(n2 + 5n) =
[

+∞ + (+∞)
]

= +∞.

Úloha 4.13.

lim
n→+∞

(n2 − 5n) =
[

+∞ − (+∞)ND

]

= lim
n→+∞

n(n − 5) =

=
[

+∞ · (+∞)
]

= +∞.

Úloha 4.14.

lim
n→+∞

3n2 − 4n + 5

4n2 + n − 3
=

[

+∞
+∞ND

]

= lim
n→+∞

n2(3 − 4

n
+ 5

n2 )

n2(4 + 1

n
− 3

n2 )
=

= lim
n→+∞

3 − 4

n
+ 5

n2

4 + 1

n
− 3

n2

=
[

3 − 0 + 0

4 + 0 − 0

]

=
3

4
.

5 Cvičeńı

Úloha 5.1. Vypočtěte

a = +∞ · 5 − (−∞)

3
+ (−∞)3 · (100 − ∞) − 1200!

+∞ .

5.1 Posloupnost aritmetická a posloupnost geometrická

Aritmetická posloupnost je (definována jako) posloupnost, která je dána
svým prvńım členem a1, konstantńı diferenćı d a rekurentńım pravidlem

∀n ∈ N : an+1 = an + d.

Aritmetickou posloupnost lze rovněž definovat jako posloupnost, u ńıž rozd́ıl
libovolných dvou po sobě jdoućıch člen̊u je konstantńı. Z rekurentńıho pra-
vidla dostaneme vzorec pro n-tý člen:

an = a1 + (n − 1)d.
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Vid́ıme, že aritmetická posloupnost má pro d > 0 limitu +∞, pro d < 0
limitu −∞.

Úloha 5.2. V posledńıch třech měśıćıch činil celkový objem zakázek přiblǐzně
a1 = 325 tiśıc Kč, a2 = 354 tiśıc Kč a a3 = 383 tiśıc Kč. Jaký objem lze
očekávat ve 4. měśıci?

Řešeńı. Lze vyslovit hypotézu, že objem zakázek tvoř́ı aritmetickou posloup-
nost, kde a1 = 325, d = 29 (tiśıc Kč). Pak a4 = a3 + d = 412 (tiśıc Kč). Lze
očekávat objem zakázek za 412 tiśıc Kč. (Samozřejmě korektnost vysloveńı
takové hypotézy záviśı na praktických okolnostech.)

Praktický význam může mı́t i součet sn prvńıch n člen̊u aritmetické
posloupnosti. Vzorec pro sn lze odvodit např. takto: Vyjádř́ıme sn dvěma
zp̊usoby:

sn = a1 + (a1 + d) + (a1 + 2d) + · · · + (a1 + (n − 1)d),

sn = an + (an − d) + (an − 2d) + · · · + (an − (n − 1)d).

Po sečteńı máme

2sn = n · (a1 + an), takže sn =
n

2
(a1 + an).

Úloha 5.3. Na skládce jsou uloženy roury tak, že v dolńı vrstvě jich je 26 a
každá roura v každé vyšš́ı vrstvě vždy zapadá mezi dvě roury ve vrstvě nǐzš́ı;
vrstev je celkem 12. Kolik je na skládce rour?

Řešeńı. Polož́ıme a1 = 26; pak d = −1. V horńı vrstvě je a12 = 26 + 11 ·
(−1) = 15 rour a celkem s12 = 6 · (26 + 15) = 246 rour.

Geometrická posloupnost je (definována jako) posloupnost, která je
dána svým 1. členem a1, konstantńım kvocientem q 6= 0 a rekurentńım pra-
vidlem

∀n ∈ N : an+1 = an · q.

Geometrickou posloupnost lze tedy rovněž definovat jako posloupnost, u ńıž
pod́ıl libovolných dvou po sobě jdoućıch člen̊u je konstantńı. Z rekurentńıho
pravidla dostaneme vzorec pro n-tý člen:

an = a1 · qn−1.

Úloha 5.4. V prvńım měśıci roku činil obrat 300 000 Kč a v každém daľśım
měśıci byl o 5% věťśı než v měśıci předchoźım. Určete předpokládaný listo-
padový obrat.
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Řešeńı. Jde o geometrickou posloupnost, kde a1 = 300 000, q = 1, 05, n = 11.
Pak

a11 = 300 000 · 1, 0510 ≈ 300 000 · 1, 629 = 489 000 Kč.

Viz poznámku za úlohou 5.2.

Je-li a1 > 0, pak geometrická posloupnost {a1 · qn−1} má limitu 0 (pro
|q| < 1) nebo a1 (pro q = 1) nebo +∞ (pro q > 1) a nebo nemá limitu (pro
q < −1).

Praktický význam může mı́t opět součet prvńıch n člen̊u geometrické
posloupnosti (tj. n-tý částečný součet geometrické řady).

Vzorec pro sn lze odvodit takto: Vyjádř́ıme sn a q · sn:

sn = a1 + a1 · q + a1 · q2 + · · · + a1 · qn−1,

q · sn = a1 · q + a1 · q2 + · · · + a1 · qn−1 + a1 · qn.

Po odečteńı je sn · (1 − q) = a1 · (1 − qn), takže

sn = a1

1 − qn

1 − q
tj. též sn = a1

qn − 1

q − 1
.

Úloha 5.5. Vynálezce šachové hry požadoval podle pověsti odměnu za každé
ze 64 poĺı šachovnice takto: za 1. pole jedno obilńı zrno, za 2. pole 2 zrna,
za 3. pole 4 zrna, atd., za každé daľśı vždy dvojnásobek. Kolik zrnek obiĺı měl
dostat?

Řešeńı. Jde o geometrickou posloupnost, kde a1 = 1, q = 2, n = 64. Proto

s64 = 1
264 − 1

2 − 1
= 264 − 1 ≈ 1, 845 · 1019

a to je v́ıce obiĺı, než se kdy na Zemi urodilo.

5.2 Limity pod́ılu dvou polynomů

Úloha 5.6.

lim
n→+∞

2n2 − n + 5

5n4 − 2n + 1
=

[

+∞ − ∞ + 5

+∞ − ∞ + 1

]

nedef.

= lim
n→+∞

n2(2 − 1

n
+ 5

n2 )

n4(5 − 2

n3 + 1

n4 )

= lim
n→+∞

2 − 1

n
+ 5

n2

n2(5 − 2

n3 + 1

n4 )
=

[

2 − 0 + 0

+∞(5 − 0 + 0)

]

= 0.
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Úloha 5.7.

lim
n→+∞

2n4 − n + 5

5n2 − 2n + 1
=

[

+∞ − ∞ + 5

+∞ − ∞ + 1

]

nedef.

= lim
n→+∞

n4(2 − 1

n3 + 5

n4 )

n2(5 − 2

n
+ 1

n2 )

= lim
n→+∞

n2(2 − 1

n3 + 5

n4 )

5 − 2

n
+ 1

n2

=

[

+∞(2 − 0 + 0)

5 − 0 + 0

]

=
[

2

5
(+∞)

]

= sgn
2

5
(+∞) = +∞.

Úloha 5.8. Vypočtěte lim
n→+∞

1 + 3 + 5 + · · · (2n − 1)

n2 + 1
.

Řešeńı. V čitateli máme součet prvńıch n lichých č́ısel. Lichá č́ısla tvoř́ı arit-
metickou posloupnost s diferenćı 1 a prvńım členem také 1. Jedná se tedy o
součet prvńıch n člen̊u aritmetické posloupnosti:

sn =
1

2
n(a1 + an) =

n

2

(

1 + (2n − 1)
)

= n2.

Výraz v limitě tedy můžeme přepsat a dopoč́ıtat:

lim
n→+∞

1 + 3 + 5 + · · · (2n − 1)

n2 + 1
= lim

n→+∞

n2

n2 + 1
= 1.

5.3 Limity s n-tými odmocninami

Použ́ıváme
”
tabulkové“ limity (pro a > 0) lim

n→+∞

n

√
a = 1 a lim

n→+∞

n

√
n = 1.

Úloha 5.9. Vypočtěte lim
n→+∞

2 n

√

1

10
− n

√
2n

5 n

√
10

.

Řešeńı. Nejprve vypočteme d́ılč́ı limity:

1. lim
n→+∞

n

√

1

10
= 1,

nebot’ (a) = 1

10
> 0.

2. lim
n→+∞

n

√
2n = lim

n→+∞

n

√
2 · n

√
n = [1 · 1] = 1.

3. lim
n→+∞

n

√
10 = 1.
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Dohromady tedy dostáváme:

lim
n→+∞

2 n

√

1

10
− n

√
2n

5 n

√
10

=
[

2 · 1 − 1

5 · 1

]

=
1

5
.

5.4 Limity s využit́ım vzorce a2 − b2 = (a − b)(a + b)

Úloha 5.10. S využit́ım vzorce a2 − b2 = (a − b)(a + b) vypočtěte

a) lim
n→+∞

(√
n + 1 −

√
n − 1

)

;

b) lim
n→+∞

1

n −
√

n2 − n
.

Řešeńı.

ad a) lim
n→+∞

(
√

n + 1 −
√

n − 1) = [∞ − ∞, tedy nedef.]

= lim
n→+∞

(
√

n + 1−
√

n − 1)·
√

n + 1 +
√

n − 1√
n + 1 +

√
n − 1

= lim
n→+∞

(
√

n + 1)2 − (
√

n − 1)2

√
n + 1 +

√
n − 1

= lim
n→+∞

(n + 1) − (n − 1)√
n + 1 +

√
n − 1

= lim
n→+∞

2√
n + 1 +

√
n − 1

=
[

2

∞ + ∞ = 0
]

=

0.

ad b) lim
n→+∞

1

n −
√

n2 − n
= [

1

∞ − ∞ , tedy nedef.]

= lim
n→+∞

1

n −
√

n2 − n
· n +

√
n2 − n

n +
√

n2 − n
= lim

n→+∞

n +
√

n2 − n

n2 − (n2 − n)

= lim
n→+∞

n +
√

n2 − n

n
= lim

n→+∞

(

1 +

√
n2 − n√

n2

)

= lim
n→+∞



1 +

√

1 − 1

n



 =



1 +

√

1 − 1

∞ = 1 + 1 = 2



 = 2.
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