KMA /MAT1 Prednéaska ¢. 7,
Posloupnosti a jejich limity

5. listopadu 2013

1 Motivacni priklady

Prozkoumejme, zatim ,, laicky*, nasledujici posloupnosti:

1) Posloupnost 1,4,9,...,n% ...:
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Hodnoty rostou nade vSechny meze.

2) Posloupnost —1,—2,-3,...,—n,...:

0

2

44

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Hodnoty klesaji pode vSechny meze.



3) Posloupnost %, %, %, St
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Hodnoty lezi v intervalu [0;1) a s rostoucim n se blizi nule.

4) Posloupnost 1,—2,3,—4,5,...,2n—1,—2n,...:
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Hodnoty sttidaji znaménko (osciluji) a rostou (v absolutni hodnoté) nade

vSechny meze.

5) Posloupnost 1,3,1,4,1...,1, 57, ...
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2 Pojem posloupnosti

Definice 2.1. KaZdé zobrazeni N do R nazijvdme ¢iselnd posloupnost.

Zapis:
+o0 .
(a”)n1 nebo jen (an>,
a, se nazyva n-ty clen posloupnosti.
Definici ¢iselné posloupnosti lze zalozit i na pojmu (redlné) funkce; pak
je to funkce definovand na mnoziné N vSech prirozenych cisel.
Zpuisoby zadani posloupnosti

Ciselna posloupnost byvé zadana nékolika pronimi cleny (tak, aby bylo pa-
trné pravidlo, jak vytvaret dalsi cleny, n-tym ¢lenem nebo rekurentné.

Uloha 2.2. Je ddna posloupnost

1 3 ) 7
1-474-777-107 10-13°

Urcete jeji n-ty clen.

. 2n—1
Resent. a,, = O
csem. a (Bn—2)-(3n+1)

Pti zadani n-tym clenem zase naopak lze z prislusného vzorce pocitat
jednotlivé ¢leny posloupnosti.

Uloha 2.3 (Priklady ¢iselnych posloupnosti zadanych n-tym ¢lenem).

() () 2o (0 2)) 2 (o), 2 (o)

Vypocteéte cleny aq, as, as, ay.

Rekurentni definice obsahuje zpravidla 1. ¢len (nebo nékolik prvnich ¢lent)
a pravidlo, jak vytvorit dalsi ¢len ze clenti predchazejicich.

Rekurentni definice aritmetické posloupnosti:
ay =a, Qpi1 = a,+d.

Rekurentni definice geometrické posloupnosti:

a1 = a, Gpgy1 = 0an- g (Q¢ {0717_1})'



. +oo
Uloha 2.4. Posloupnost (an> je zaddna rekurentné takto:

n=1

1 10
CL1:17 an+1:2<an+>;

Qp

je to posloupnost aproximaci cisla +/10. Vypoctéete pruni ctyri aprorimace.

—+00

Uloha 2.5. Fibonacciova posloupnost (bn) je definovdna takto:
1

n=

bl = 17 b2 = 17 bn+2 = bn+1 + bn-

Vypoctete pruonich 10 cleni této posloupnosti.

—+00 “+o00

Definice 2.6. Posloupnost (bn) se nazyvd vybrand z posloupnosti (an>

n=1 n=1

(nebo téZ podposloupnost), pravé kdyz existuje posloupnost prirozenich
cisel
ki < ko <ks<---

takovd, Ze pro kazZdé n z N je

bn = Qg,,-
+oo
Jinymi slovy: Z posloupnosti an> vybereme nekonecné mnoho jejich
n=1

prvki a zachovdme jejich poradsi.

. +oo
Uloha 2.7. Napr. posloupnost vsech prvocisel je vybrand z posloupnosti (n)

n=1
vsech cisel prirozenych:

+oo 400
(CLn> - (n) : 7 7 747767,8,9, [P
1 n=1

n—

+oo
(bn) :b1:a1:1,bgza2:2,bgza3:3,b4:a5:5,b5:a7:7,....

n=1
3 Rozsirena realna osa
Definice 3.1. Rozsirenou redlnou osou nazgyvdme mnoZinu
R* =R U {00, +o0},
kde —o0 a 400 jsou nevlastni cisla, pricemz pro kazdé x € R plati

—o0 < x < 400.



Pocetni operace s nevlastnimi Cisly:

e Scitani a odcitani: Vr € R definujeme

+z+(+00) = (+00)+x = +r—(—00) = (+00)+(+00) = (+00)—(—00)

ta+(—00) = (—o0)tzr = to—(400) = (—00)+(—00) = (—00)—(+00) = —0.

e Nedefinujeme

(+00) = (+00),  (+00) + (=00), (=00) + (+00), (—00) = (-00).

e Nasobeni: Vx € R, x > 0 definujeme

x - (+00) = (+00) -z = (+00) - (+00) = (—00) - (—00) = 00,

7+ (=00) = (=00) - = (+0) - (=00) = (=00) - (+00) = —o%.

Podobné pro x < 0.
e Nedefinujeme
0-(+00), (+00):0, 0-(—00), (—o00)-0.

e Deleni: Vo € R definujeme

T X

= = 0_
(+o0)  (—o0)
Proz > 0 je
+00 —00
—— =100, —— = —0q,
x x
pro xz < 0 je
+00 —00
_ = —m’ _ = +OO
x x
e Nedefinujeme
0
ﬁ, ﬁ, atd., d pro zadné x € R, tj. ani — nebo
+o0’  —o0 0 0

e Mocniny: VYn € N definujeme

(+00)" = 400, (+00) " =0, (—00)" = (=1)""(400).

e Nedefinujeme



4 Limita posloupnosti

Definice 4.1. I%z/kcime, ze posloupnost (an> md vlastni limitu L € R,

jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro kazZdé n € N, n > ng plati
la, — L| < e.

Piseme
lim a, = L.
n—-+oo

Uloha 4.2. lim 1_ 0.

n—oo n,

b1l
7273747"'

Napriklad pro € = % muzZeme volit ng = 11.

1

. 1
Uloha 4.3 (Podrobnéji). Dokazte z definice, Ze lim — = 0.

n—-+oo n,
Reseni. Definice limity posloupnosti:

lim a,=a<Ve>0 IngeN tak,ze YVneN: n>nyg = |a, —al <e.

n—-400

’ e . . 1 .
Upravime pro nasi situaci (a, = -, n € N):

1 1
Iim —=0&Ve>0 dnge N tak, ze VneN: nZno:’—O’<8,
n

n——+oo n,

tedy

1 1
lim —=0&Ve>0 dngeN tak,ze VneN: n>ny = —<e.
n

n—-+oo n

Resime tedy nerovnost

1 1
—<een> —.
n €

7 podstaty nerovnosti n > % lze vyvodit, ze pro dané € > 0 je splnéna od
urcitého ng, napriklad:

1 1
€ = — dostaneme n > — = 10, a tedy ng = 11,
10 )

1
dostaneme n > —— = 1000, a tedy ny = 1001.
1000

© = 1000

Tim je dano, zZe 0 je skutecné limitou posloupnosti {%} [l
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Definice 4.4. sz//fcime, ze posloupnost (an) md nevlastni limitu +oo,

jestlize pro kazdé K € R (K > 0) existuje ng € N tak, Ze pro kazdé n € N,
n > ng plati
a, > K.

Piseme

lim a, = +o0.
n—+oo

Uloha 4.5. Jgr&n = +00.
1,2,3,4,... — 4+

Napriklad pro K = 1000 mizZeme volit ng = 1001.

Definice 4.6. ﬁ{kdme, ze posloupnost (an> md nevlastni limitu —oo,

jestlize pro kazdé K € R (K < 0) existuje ng € N tak, Ze pro kazdé n € N,
n > ng plati

a, < K.
Piseme
lim a, = —o0.
n—-+4oo
Uloha 4.7. lim —n? = —oo.
n—0o0

—-1,—-4,-9,-16,... — —
Napriklad pro K = —10000 muzeme volit ng = 101.

Definice 4.8. Rekneme, Ze posloupnost <an> je konvergentni, jestlize ma

vlastni limitu.
Rekneme, Ze posloupnost (an> je divergentni, jestlize ma nevlastni limitu

nebo limitu nemd.

Posloupnost tedy bud konverguje nebo diverguje. V tomto druhém pifpadd
bud’ diverguje k +00 nebo k —oo nebo osciluje (tj. nem4 limitu vlastni ani
nevlastni).

_n_

] Jje konvergentni, md limitu 1, staciondrni po-

Napt. posloupnost <
) je diver-

sloupnost <c> je konvergentni a ma limitu ¢, posloupnost <180
gentni, ma nevlastni limitu +oo, posloupnost (q”) je pro g < —1 divergentni,

nemé limitu (osciluje).



Veéty o limitach:
Véta 4.9. KazZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Veéta 4.10. Ma-li posloupnost

limitu, pak kazZdd posloupnost
(v,
vybrand z posloupnosti {a,} mad tutéz limitu.

Limita posloupnosti se tedy nezméni, vynechame-li nebo pozménime-li
libovolny koneény pocet ¢lenti posloupnosti.

Pti vypoctu limit vyuzivame také tohoto postupu:
1) zjistime, Ze dand posloupnost je konvergentni a

2) najdeme limitu a néjaké vhodné vybrané posloupnosti. Pak toto a je i
limitou dané posloupnosti.

— Kdyz naopak zjistime, ze néjaka vybrana posloupnost je divergentni,
znamend to podle predchozi véty, Ze je divergentni i dana posloupnost.

— Podobné zjistime-li, ze dvé vybrané posloupnosti maji rizné limity, je
dana posloupnost divergentni.

Véta 4.11 (o limitach souctu, rozdilu, soucinu a podilu). Nechf lima, = a,
lim b, = b. Pak plati, pokud vyrazy na pravych strandch maji v R* smysl:

1) lim(a, + b,) = a+ b, lim(a, — b,) = a — b,
2) lim(ay, - b,) = a-b,

3) pro b, # 0, b# 0 je lim(a,/b,) = a/b,

4) lim |ap| = |a].

Konkrétni vypocty limit
Budeme pouzivat predchozi véty a znalosti nasledujicich limit posloupnosti:

+oo , a>0;
1) Erf n® = 1, a=0;
e 0 , a<0.



0 , g€ (_171);

Con 1 o a4=1
2) n1—1>I—ir-looq o +0o0 , q> 1;
neexistuje g < —1.

3) Pro g > 0 plati nginoo Vg =1.
4) lim Yn=1.

n—-4o0o

Uloha 4.12. lim (n2 +5n) = [4—00 + (—{—oo)] = +00.

n—+o0o
Uloha 4.13.
- 2 _ B o e
nl_l&loo(n bn) = [—i—oo (—f-OO)ND} = nngn(n 5) =
= [+oo : (+OO)] = +00.
Uloha 4.14.
3n? —4n+5 +00 o3 -443)
im ———— = { } = lim L —
oo dn? +n —3 +oonpl  moteen?(4+ - — %)
. 3—4435 30407 3
= lim & = [ ] = -,
”H+°O4+E—ﬁ 44+0-0 4

5 Cviéeni

Uloha 5.1. Vypocteéte

(=0)

+ (—00)? - (100 — c0) — 1200

a=-+00-5— .
3 +00

5.1 Posloupnost aritmeticka a posloupnost geometricka

Aritmetickad posloupnost je (definovana jako) posloupnost, ktera je dana
svym prvnim ¢lenem a;, konstantni diferenci d a rekurentnim pravidlem

VneN: a1 =a,+d.

Aritmetickou posloupnost 1ze rovnéz definovat jako posloupnost, u niz rozdil
libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lenti je konstantni. Z rekurentniho pra-
vidla dostaneme vzorec pro n-ty ¢len:

a, =a; + (n —1)d.

9



Vidime, ze aritmetickd posloupnost ma pro d > 0 limitu +oo, pro d < 0
limitu —oo.

Uloha 5.2. V poslednich trech mésicich c¢inil celkovy objem zakdzek priblizné
a1 = 325 tisic K¢, ay = 354 tisic K¢ a ag = 383 tisic K¢. Jaky objem lze
ocekdvat ve 4. mésici?

Resend. Lze vyslovit hypotézu, ze objem zakazek tvori aritmetickou posloup-
nost, kde a; = 325, d = 29 (tisic K¢). Pak a4 = a3 + d = 412 (tisic K¢). Lze
ocekavat objem zakdzek za 412 tisic Ké. (Samoziejmé korektnost vysloveni
takové hypotézy zdvisi na praktickych okolnostech.) O]

Prakticky vyznam miize mit i soucet s, prvnich n ¢lentt aritmetické
posloupnosti. Vzorec pro s, lze odvodit napt. takto: Vyjadiime s, dvéma
zpusoby:

Sy, = ar+ (a1 +d)+ (a1 +2d)+ -+ (a1 + (n — 1)d),
Sp = ap+ (a, —d) + (a, —2d) + -+ + (a, — (n — 1)d).

Po seéteni mame

2s, =n- (a1 +a,), takze s, = g(al + ay).

Uloha 5.3. Na sklddce jsou uloZeny roury tak, Ze v dolni vrstvé jich je 26 a
kazdd roura v kaZdé vyssi vrstveé vidy zapadd mezi dvé roury ve vrstve nizsi;
vrstev je celkem 12. Kolik je na sklddce rour?

Reseni. Polozime a; = 26; pak d = —1. V horni vrstvé je a;p = 26 + 11 -
(—1) = 15 rour a celkem s19 = 6 - (26 + 15) = 246 rour. O

Geometricka posloupnost je (definovdna jako) posloupnost, kterd je
dana svym 1. ¢lenem a;, konstantnim kvocientem g # 0 a rekurentnim pra-
vidlem

VneN:a, 1 =a,-q.

Geometrickou posloupnost lze tedy rovnéz definovat jako posloupnost, u niz
podil libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lent je konstantni. Z rekurentniho
pravidla dostaneme vzorec pro n-ty ¢len:

Uloha 5.4. V' pronim mésici roku c¢inil obrat 300000 K¢ a v kaZdém dalsim
mésici byl o 5% vétsi nez v mésici predchozim. Urcete predpoklddany listo-
padovy obrat.

10



Resend. Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 300000, ¢ = 1,05, n = 11.
Pak
a;r = 300000 - 1,05 ~ 300000 - 1,629 = 489 000 K¢.

Viz poznamku za tlohou 5.2. O]

Je-li a; > 0, pak geometrick4d posloupnost {a; - ¢" "'} m4 limitu 0 (pro
lg| < 1) nebo a; (pro ¢ = 1) nebo +oo (pro ¢ > 1) a nebo nema limitu (pro
g <-1).

Prakticky vyznam muze mit opét soucet prvnich n clent geometrické
posloupnosti (tj. n-ty ¢asteény soucet geometrické rady).

Vzorec pro s, lze odvodit takto: Vyjadiime s, a q - s,:

Sn = arta-qta @+ ta-q"
q-sn = a1-q+a-¢+--+a-¢"+a-q"
Po odecteni je s, - (1 —q) = ay - (1 — ¢"), takze
_.n n_ 1
S, = aq q tj. téz sn:alq
1—gq qg—1

Uloha 5.5. Vyndlezce sachové hry poZadoval podle povésti odménu za kazdé
ze 64 poli sachovnice takto: za 1. pole jedno obilni zrno, za 2. pole 2 zrna,
za 3. pole 4 zrna, atd., za kaZdé dalsi vidy dvojndasobek. Kolik zrnek obili mel
dostat?

Resend. Jde o geometrickou posloupnost, kde a; = 1, ¢ = 2, n = 64. Proto

204 1
Ser = 1 =20 _1~1,845-10"
2—-1
a to je vice obili, nez se kdy na Zemi urodilo. O]

5.2 Limity podilu dvou polynomii

Uloha 5.6.
2n> —n+5 +o0o—00+5 . n2(2—%+%)
m = = [] = lim 5 .
n—+o0 hnt — 2n + 1 +00 — 00 + Llpeger.  ntoont(5 — & + &)
L 2- gt 2-0+0
lim 5 —~ = =
n—toon?(5 — 5 4+ 5) | +oo(5—-0+0)

11



Uloha 5.7.
con'(2— s+ )
] = lim & 1
400 —00+1 nedef. n—+00 n2(5 - + ﬁ)

n(2— 5+ ) _ l+oo(2—o+0)]

n*—n+5 {+oo—oo+5
m -—— = |————
n—+oo hn2 — 2n + 1

= lim 5 T
_) —_ = —_
norheo 5 n + n?

5—0+0

= [2(o0)] = sem £ (00) = +oo.

. 1+345+---2n—1
Uloha 5.8. Vypoctéte lim ro —2’_ (2n )
n—-+oo n?4+1

Resend. V Citateli mame soucet prvnich n lichych ¢isel. Licha ¢isla tvori arit-
metickou posloupnost s diferenci 1 a prvnim ¢lenem také 1. Jedna se tedy o
soucet prvnich n ¢lenti aritmetické posloupnosti:

1
Sp = in(al +a,) = Z(l + (2n — 1)) = n?.

Vyraz v limité tedy muzeme prepsat a dopocitat:

. 1+3+5+~'-(2TL—1) . n?
lim = lim =1
n—+00 nZ+1 n—+oo n2 4+ 1

5.3 Limity s n-tymi odmocninami

Pouzivame , tabulkové“ limity (pro a > 0) 1_1}111 Va=1a lim /n=1

n—-4o0o
, 20/ — 3/2n
Uloha 5.9. Vypoctéte — lim ——2
n—+oo  5/10

Resent. Nejprve vypocteme diléi limity:

1
1. lim {([—=1

n—+oco \ 10 ’

nebot (a) = 5 > 0.

2. lim {2n= lim V2 - n=1[1-1=1.

n—-+0o
3. lim Vv10=1.
n——+oo

12



Dohromady tedy dostavame:

2/ — ”Qn_[g.l_l}_1

nstoo  53/10 5-1 1 5

5.4 Limity s vyuZitim vzorce a®> — b* = (a — b)(a + b)

Uloha 5.10. S vyuZitim vzorce a> — b* = (a — b)(a + b) vypoctéte

a) nl_l)r}rloo (\/n—l—l —Vn — 1);

b) i !
im ———.
n_H'OOTL—*/?’LQ—n
Resend.
ad a) lim (Vn+1—+/n—1) = [oo — oo, tedy nedef]
— 2 _ EERY)
— lim (\/n+1_\/n_1)_\/n+1+\/n 1 lim (Vn+1)*—(vn—1)
n—+o0 vVn+l+yn—1 note n+1l+yn—1
. (n+1)—(n-1) , 2 2
= lim = lim :[ = }:
OnHJrOO\/n—i-l—i-\/n—l n—too \/n+1++n—1 00 + 00
db) Il ! = ! tedy nedef
& )nirllmn_m_[oo—oo’eynee']

y 1 n+vn2—n Y n+vn2—n

= lm . = lim —

”—>+°°n—«/n2—n n+,/n2_n n_>+oon2_(n2_n)
7 7 _

o TV on <1+n">

Vn2

1
1+\/1—:1+1:2] =2
oo

n—400 n n——+oo

) 1
= lim (1 +4/1— ) =
n—-+0o00 n
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