
KMA/MAT1 Cvičeńı č. 13,

10. a 14. prosince 2015

1 Pr̊uběh funkce

Poznámka 1.1. Uvažujme množinu M ⊂ R. Bod x ∈ M je vnitřńım bodem
množiny M , jestlǐze existuje ε > 0 tak, že (x − ε, x + ε) ⊂ M (tedy takové ε-ové
okoĺı bodu x, které je podmnožinou M).

Vnitřńı body interval̊u 〈a, b〉, (a, b〉, 〈a, b) a (a, b), kde a < b, tvoř́ı vždy
otevřený interval (a, b).

Věta 1.2 (ryźı monotonie na intervalu). Jestlǐze funkce f je spojitá na intervalu
J a jestlǐze pro každý vnitřńı bod x intervalu J plat́ı f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0), potom
funkce f je na J rostoućı (klesaj́ıćı).

Úloha 1. Určete intervaly ryźı monotonie funkce f(x) = x3 − 3x (tj. určete, na
kterých intervalech je funkce f rostoućı a na kterých je klesaj́ıćı).

Definice 1.3 (Lokálńı extrémy). Řekneme, že funkce f má v bodě c lokálńı
minimum (lokálńı maximum), jestlǐze existuje nějaké ε-ové okoĺı bodu c, tedy
(c − ε, c + ε), tak, že plat́ı

f(x) ≥ f(c) (f(x) ≤ f(c)) pro každé x ∈ (c − ε, c + ε).

Definice 1.4 (Ostré lokálńı extrémy). Řekneme, že funkce f má v bodě c ostré
lokálńı minimum (ostré lokálńı maximum), jestlǐze existuje nějaké prstencové ε-
ové okoĺı bodu c, tedy (c − ε, c + ε) \ {c}, tak, že plat́ı

f(x) > f(c) (f(x) < f(c)) pro každé x ∈ (c − ε, c + ε) \ {c}.

Věta 1.5 (Nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému). Jestlǐze funkce f má
v bodě c lokálńı extrém a má v tomto bodě derivaci, pak nutně f ′(c) = 0.

Definice 1.6 (Stacionárńı bod). Bod c, pro který je f ′(c) = 0, budeme nazývat
stacionárńı bod (nebo bod podezřelý z extrému) funkce f .

Věta 1.7 (postačuj́ıćı podmı́nka existence ostrého lokálńıho extrému). Jestlǐze
f ′(c) = 0 a f ′′(c) > 0 (f ′′(c) < 0, pak funkce f má v bodě c ostré lokálńı minimum
(ostré lokálńı maximum).

Úloha 2. Najděte ostré lokálńı extrémy funkce f(x) = x3 − 3x.
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Poznámka 1.8. Ostré lokálńı extrémy je možné určovat také z interval̊u ryźı
monotonnosti.

Věta 1.9. Jestlǐze funkce f je spojitá na intervalu J a jestlǐze pro každý vnitřńı
bod x intervalu J plat́ı f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0), pak funkce f je na J ryze konvexńı
(
⋃

) (ryze konkávńı (
⋂

)).

Úloha 3. Najděte intervaly ryźı konvexity a ryźı konkavity funkce f(x) = x3−3x.

Definice 1.10 (inflexe). Řekneme, že funkce f má v bodě c inflexi, jestlǐze má v
bodě c derivaci a jestlǐze pro nějaké ε > 0 je funkce f na intervalu 〈c − ε, c〉 ryze
konvexńı (ryze konkávńı) a na intervalu 〈c, c + ε〉 ryze konkávńı (ryze konvexńı).

Věta 1.11. Jestlǐze f ′′(c) = 0 a f ′′′(c) 6= 0, pak funkce f má v bodě c inflexi.
(Také ř́ıkáme, že bod [c, f(c)] je inflexńım bodem grafu funkce f .)

Úloha 4. Najděte body inflexe funkce f(x) = x3 − 3x.

Definice 1.12 (asymptoty grafu funkce). 1) Př́ımka x = c se nazývá ver-
tikálńı (svislá) asymptota grafu funkce f , jestlǐze funkce f má v bodě c

alespoň jednu jednostrannou nevlastńı limitu.

2) Př́ımka y = kx + q se nazývá asymptotou se směrnićı (šikmou asymptotou)
grafu funkce f , jestlǐze plat́ı

lim
x→+∞

f(x)

x
= k ∈ R, lim

x→+∞

[f(x) − kx] = q ∈ R,

nebo

lim
x→−∞

f(x)

x
= k ∈ R, lim

x→−∞

[f(x) − kx] = q ∈ R.

Úloha 5. Najděte asymptoty grafu funkce f(x) =
x3

4 − x2

Řešeńı. 1) Vertikálńı:

D(f) = R\{∓2}, f je spojitá na D(f), možnými kandidáty jsou tedy pouze
př́ımky x = −2 a x = 2.

lim
x→−2−

x3

4 − x2
=

[

−8

0−

]

= +∞,

což je nevlastńı limita, a tak je př́ımka x = −2 vertikálńı asymptotou grafu
funkce f .

lim
x→2−

x3

4 − x2
=

[

8

0+

]

= +∞,

což je opět nevlastńı limita, a tak i př́ımka x = −2 je vertikálńı asymptotou
grafu funkce f .
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2) Asymptoty se směrnićı:

Pro x → +∞ máme

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x
3

4−x
2

x
= lim

x→+∞

x2

4 − x2
= −1 = k ∈ R,

a tak můžeme přikročit k výpočtu q

lim
x→+∞

[f(x) − kx] = lim
x→+∞

[

x3

4 − x2
− (−1)x

]

= lim
x→+∞

x3 + 4x − x3

4 − x2
=

= lim
x→+∞

4x

4 − x2
= 0 = q ∈ R.

Obě limity vyšly vlastńı, a tak př́ımka y = −1x + 0, tedy y = −x, je
asymptotou se směrnićı grafu funkce f pro x → +∞.

Na druhou stranu, pro x → −∞ máme

lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

x
3

4−x
2

x
= lim

x→−∞

x2

4 − x2
= −1 = k ∈ R,

a tak můžeme opět přikročit k výpočtu q

lim
x→−∞

[f(x) − kx] = lim
x→−∞

[

x3

4 − x2
− (−1)x

]

= lim
x→−∞

x3 + 4x − x3

4 − x2
=

= lim
x→−∞

4x

4 − x2
= 0 = q ∈ R.

Ukázalo se, že př́ımka y = −x je asymptotou se směrnićı grafu funkce f též
pro x → −∞.

Celkové vyšetřeńı pr̊uběhu funkce

Můžeme postupovat vyšetřováńım následuj́ıćıch vlastnost́ı:

1) Definičńı obor, pr̊useč́ıky s osami x a y, intervaly, kde je funkce kladná a
kde záporná.

2) Zvláštnosti funkce: parita, periodičnost, spojitost, omezenost.

3) (Jednostranné) limity v
”
krajńıch“ (vlastńıch i nevlastńıch) bodech de-

finičńıho oboru a v bodech nespojitosti.

4) Intervaly ryźı monotonie.

5) Ostré lokálńı extrémy a jejich funkčńı hodnoty.
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6) Intervaly ryźı konvexnosti a konkávnosti.

7) Inflexni body grafu funkce.

8) Asymptoty grafu funkce.

9) Nakresĺıme grafy podle předchoźıch informaćı a urč́ıme obor hodnot.

Úloha 6. Vyšetřete pr̊uběh funkce f : y =
x3

4 − x2
.

Cvičeńı:

Úloha 7 (opakováńı z přednášky + dodělat). Vyšetřete pr̊uběh funkce f : y =
x3

4 − x2
.

Úloha 8. Vyšetřete pr̊uběh funkce f : y =
x2

x − 1
.

Úloha 9. Vyšetřete pr̊uběh funkce f : y = x − arctg x.
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