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KMA/MAT1 Prednéska a cviceni

Linearni algebra 1

8. a 12. ¥{jna 2015

Vektory

n-rozmérny vektor x = (r1,%2,...,2,) € R". n € N, x; € R, i =
1,...,n (usporddand n-tice redlnych Cisel)

;1 =1,...,n — i-ta slozka vektoru x
Soucet dvou vektort z R (musi mit stejny rozmeér):
x+y = (z1,%2, ., Tn)+ (Y1, Y2, - - -, Yn) = (T1+Y1, T2+Y2,s - -, Tptyn) € R™.

Vysledkem souctu dvou n-rozmérnych vektort je tedy opét n-rozmérny
vektor.

Néasobeni vektoru x € R™ redlnym ¢islem (skaldrem) o € R:
ax = a(ry, xa, ..., 1) = (1, axe, . .., ax,) € R".
Uloha 1.1. Vypocteme

a) (5,—3,9) + (2,8, —13) = (7,5, —4),
b) —1(4,8,—-1) = (—1,—2, i).

o=1(0,0,...,0) € R" — n-rozmérny nulovy vektor:

X+ 0= (x1,22,...,2,) + (0,0,...,0) = (x1,22,...,2,) = X.

—x — opacny vektor k vektoru x = (x1, o, ..., x,), tedy

—x = (—x1,—T9, ..., —Tp), x + (—x) = o.



2 Linearni zavislost a nezavislost vektoru
e Linearni kombinace (n-rozmérnych) vektort
X1,X2,...,XKx, k€EN,

s redlnymi koeficienty
1,09, ...,0,

je (n-rozmérny) vektor
U = 1X1 + QoXg + - - Xy

Uloha 2.1. Linedrni kombinaci 77 vektori (2,3,4),(1,0,4),(1,1,1) s
koeficienty —1,2,5 je vektor

C1(2,3,4)42(1,0,4)45(1,1,1) = (=2, =3, —4)+(2,0,8)+(5,5,5) = (5,2,9).
e Rekneme, %e mnoZina vektort {x1,X2,...,Xx} je linedrné zavisla,

jestlize alespon jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich. V opa¢ném
pripadé fekneme, zZe je linearné nezavisla.

e Linedrni (ne)zavislost se da také vyjadiit pomoci vektorové rovnice
Xy + QeXg + - X = O,
kde neznamymi jsou koeficienty «q, ..., a;. Tato rovnice ma vzdy tzv.
trivialni reseni
ap =09 =---=qy =0.

— Pokud mé pouze toto trividlni feseni, potom jde o mnozina vek-
tort {x1,Xa, ..., X} linedrné nezavisla,

— pokud existuje i netrividlni feseni (alespon jedno «; # 0), potom
je linearné zavisla.

Uloha 2.2. Rozhodnéte, zda mnoZina vektori {(1,0,1),(=3,2,-1),(2,1,3)}
linedarné zdvisld nebo nezavisla.

Reseni. Budeme zkoumat rovnici
ap(1,0,1) + az(—=3,2,—-1) + a3(2,1,3) = (0,0, 0),

(01,0, 1) + (=3, 200, —a2) + (2a3, asz, a3) = (0,0,0).



Rozepiseme ji po slozkach (ve skutecnosti tedy jde o soustavu tii rovnic
o tfech neznamych):

oy — 30(2 + 20[3 = 0,
200 + a3
ap —as+3ag = 0,

I
o

Tato soustava ma kromé trivialniho reseni
] = Qg = Qg3 = 0
také netrividlni reseni
aq :7, 062:1, Oé3:—2,

a tak jde o linearné zavislou mnozinu vektort. O]

Matice

Schéma m x n realnych ¢isel

apix a2 aiz ... Qip
ag1 Q22 A23 ... (Q2p

A= (aiy)
Am1 Gm2 Am3 ... Amn

nazyvame matici typu (m,n).

Uloha 3.1.

N O DN
W =~
O = =~

je matice typu (3,4).

Cisla a;; jsou prvky matice,
prvky a;; se nazyvaji diagonalni a tvori hlavni diagonalu.
Matice typu (m,n) je tvorena m tadky a n sloupci.

JestliZe jsou v matici typu (m, n), m < n, vSechny diagonalni prvky ne-
nulové a vSechny prvky pod hlavni diagonalou jsou nulové, pak mluvime

o horni lichobéznikové matici (v ptipadé m = n o horni trojihelnikové
matici).



Uloha 3.2. Matice je hornt lichobéznikovd a matice

OO =
S O N
W B =
O = &~

je horni trojuhelnikouvad.

o O =
S O N
W B =

e Matici typu (m,n), kterd mé vSechny prvky nulové nazyvame nulova
matice a znacime O,,,.

Uloha 3.3. O3 = ( 8 8 8 )

e Jestlize m = n, pak matici nazyvame ¢tvercovou (pro m # n mluvime
o obdélnikové matici).

e Ctvercovou matici typu (n, n), jejiz viechny diagonaln{ prvky jsou rovny
jedné a vSechny ostatni prvky rovny nule, nazyvame jednotkovou ma-
tici a znac¢ime E,,.

1000
Uloha 3.4. E, = 8 (1) (1) 8
00 01

4 Hodnost matice

Hodnosti matice A nazyvame maximalni pocet jejich linedrné nezavislych
radki, znacime h(A).

e Jak urcit hodnost matice?

e Najprve si fekneme, ze hodnost kazdé horni lichobéznikové matice typy
(m,n), m < n, je m. (To znamend, ze ji tvori m linedrné nezavislych
radki.)

Nebudeme to dokazovat obecné, jen si to ukdzeme na jednom prikladu:

Uloha 4.1. Urcete hodnost horni lichobéinikové matice A =

o O =
S O N
(SO

S =



Reseni. Ukazeme, ze tato matice je tvorena trojici linedrné nezavislych
radki. Resime vektorovou rovnici

a1(1,2,1,4) + a2(0,6,4,4) + «3(0,0,3,0) = (0,0,0,0).
Po slozkach:

— 1.slozka: ay - 14+ s -0+ a3 -0 =0, tedy a; = 0.

— 2.slozka: oy -2+ g -6+ az -0 =0, tedy pii a; = 0 dostavame
Qg = 0.

— 3.slozka: ay-1+as-4+a3-3 =0, tedy pii a3 = as = 0 dostavame
g3 = 0.
— 4. slozka: Rovnice ay-4+as-4+a3-0=0jeplia; =as =a3 =0

splnéna.

Vyslo nam tedy jen trivialni feseni ay = ap = a3 = 0, a tak jde o trojici
linedrné nezavislych radku (vektort). O

e Stejnou vlastnost maji i tzv. horni stupnovité matice:

— Jestlize v matici ma kazdy nasledujici fadek vice nul na zac¢atku
nez radek predchozi a posledni radek je nenulovy, pak tuto matici
nazveme horni stupnovitou matici.

— Kazd4a horni lichobéznikova matice je soucasné horni stupnovita
matice.

— Hodnost horni stupnovité matice je rovna poctu jejich
radki.

1
Uloha 4.2. Matice | 0
0

O O N
o

4
4 | je horni stupnovitd matice.
1

e Hodnost matice se nezméni, jestlize v ni provedeme nasledujici tpravy:
1. zaménime poradi radki,
2. vynasobime néktery radek nenulovym cislem,
3. pricteme k nékterému radku linedrni kombinaci zbyvajicich radki,
4. vynechame tadek, ktery je linearni kombinaci zbyvajicich radka
(tedy specidlné i nulovy radek),

5. zaménime poradi sloupcii.



Ptedchozi upravy nazyvame ekvivalentni (zachovavaji hodnost matice).

— Danou matici prevedeme pomoci ekvivalentni

e Gaussuv algoritmus pro urceni hodnosti matice:

ch tprav na horni

lichobéznikovou (stupnovitou) matici, jejiz hodnost je rovna hod-

nosti vychozi matice.

— Hodnost horni lichobéZnikové (stupriovité) matice je ddna poctem

jejich Fadki.

1
2
-1
-2

3
Uloha 4.3. Urcete hodnost matice A = (13
2

-2 2 4
3 0 -1
3 1 5

13 -2 1

Reseni. Mame vynulovat oblast matice vlevo dole pod diagonalou. Bu-

deme postupovat po sloupcich od leva do prava.

1. Prvnirtadek ponechame. Je vyhodné, Ze na prvni pozici je jednicka.
Od druhého fadku odec¢teme dvojnasobek prvniho fadku (znacime
2.1.—2-1.7), ke tretimu radku pri¢teme prvni radek (3.F.4+1.1) a ke
¢tvrtému pricteme dvojnasobek prvniho (4.7.42-1.7.). Tim dosta-

neme matici (se stejnou hodnosti):

13 -2 2 4
o0 7 -4 -9
04 1 3 9
08 9 2 9

13 -2 2 4
04 1 3 9
00 7 -4 -9
08 9 2 9

3. Od 4. tddku odecteme dvojnasobek druhého fadku (4.7.-2-2.1.):

13 -2 2 4
04 1 3 9
00 7 -4 -9
00 7 -4 -9



4. Vynechame ¢tvrty fadek, nebot je stejny jako tieti faddek (je tedy
linearni kombinaci zbyvajicich radku):

13 -2 2 4
04 1 3 9
00 7 -4 -9

Vysledkem je horni lichobéznikova matice, kterd ma tri radky, a tak i

hodnost 3, stejné jako ptivodni matice:

Uloha 4.4. Urcete hodnost matice B =

Reseni. Matici B prevedeme na horni lichobéznikovou nebo stupnovitou
matici (to se ukdze az béhem tprav):

1 -4 5 0 2 1 -4 5 0 2
B_| 2 1 -1 1 -2|ny[0 911 1 —6]2
5 -2 3 2 -2 0 18 —22 2 —I2
-4 —11 13 -3 38 0 —27 33 -3 16
Lo o0z 1 -4 50 2
0 9 —11 1 —6 |3
0 9 -1 1 -6 |~ (Y 2oL 0
0 0 00 -2

0 —27 33 -3 16
kde v jednotlivych krocich byly provedeny nasledujici ipravy:

1) 25218, 3.6.-5 1.0, 454415
2) 3.1 (tfeti Fddek vyndsobime 3, nebo-li délime dvéma);

3) 3. tadek vynechdme (nebot je stejny jako druhy fadek), 4.F.+3-2.1.
Vysledkem je horni stupnovitd matice o trech radcich, a tak

h(B) = 3.



5

Soustavy linearnich rovnic

Soustava rovnic

anTi + appTe + - - a1T, = by,
2171 + Qg% + -+ - 2Ty, = o,
A1 T1 + Amaa + - Ty, = by,
kde a;;, b, i = 1,...,m, 7 = 1,...,n, jsou realna cisla a x; nezname,
se nazyva soustava m linearnich rovnic o n neznamych.
Matice
aix; a2 s A1n
(21 Q22 A23 (57
Am1 Am2 Gm3 Amn
se nazyva matice soustavy a matice
ail; a2 Az ain | b
G21 Q22 423 Aoy | b2
Um1 Qm2 Am3 Amn bm

se nazyva rozsirena matice soustavy.

Resenim soustavy nazyvame kazdy vektor u = (uq, ua, ..., u,) € R",
jehoz slozky u; (dosazené za x;) pfemeéni soustavu rovnic na soustavu
rovnosti.

Frobeniova véta: Ozna¢me hodnost matice soustavy h a hodnost
rozsitené matice soustavy k.

1. Jestlize h < k, pak soustava nema feseni.

2. Jestlize h = k = n, pak soustava ma prave jedno feseni.

3. Jestlize h = k < n, pak soustava ma nekoneéné mnoho feseni
zavislych na (n — k) parametrech.



e Gaussova metoda resSeni soustav linearnich rovnic:

1. Napiseme rozsitenou matici soustavy.

2. Pomoci ekvivalentnich tprav ji prevedeme na horni stupnovitou
matici (pokud budeme zaménovat sloupce, dodrzime nasledujici
zasady:

a) posledni sloupec pravych stran zistane vzdy na misté,
b) pfi zdméné sloupci zaménime odpovidajicim zpisobem také
proménné).

3. K ziskané matici napiseme odpovidajici soustavu linedrnich rov-
nic, kterou uz snadno vytesime.

Uloha 5.1. Vyreste soustavu rovnic:

1+ 2 = 1,
2$1+4I‘2 = 2.

Reseni. Zapiseme rozsifenou matici soustavy a tu dale upravime na
horni stupnovitou matici:

1 21 1 2|1
(2 42>N<0 00)““(1 2[1).
Vyslednou matici prepiSeme zpét na , soustavu“ (v tomto pripadé jen

jednu rovnici):
xr, + QZEQ = 1.

Méame tedy (podle znaceni z Frobeniovy véty) h = k = 1, pricemz
n = 2. Tedy soustava ma nekoneé¢né mnoho feseni zavislych na jednom
parametru (n —h=2-1=1).

a) Jako tento parametr muzeme volit naptiklad piimo z,. Zapiseme
tedy
To =1, kde teR.

Tuto volbu pouzijeme v rovnici:
$1+2J}2:1, .T1+2t:1, $1:1—2t.
ReSenim nasi soustavy je tedy kazdy vektor tvaru

(x1,22) = (1 — 2t, 1), kde t je libovolné redlné ¢islo.



Napriiklad pro ¢t = 0 dostaneme feseni (1 —2-0,0) = (1,0), pro
t=1zase (1—-2-1,1)=(—1,1) atd.

Pro ilustraci muzeme provézt zkousku, napiiklad pro feseni (1,0):

o420, = 1, 1+2.0 = 1, 1 = 1,
%y + 4dzy = 2. 2.144.0 = 2, 2 = 2
nebo obecné pro (1 — 2¢,t):
ZE1—|—2Z‘2 = ]., (1—2t)+2t = 1, 1 = ].,
20y + 4wy = 2. 2. (1—20)+4t = 2, 2 = 2

pro vSechna t € R.
Pokud bychom na poc¢atku volili naopak z1, tedy

T =1t, kde t e R,
tak dostavame:
1
$1+2l‘2:1, t—f-QIQZL $2:§(1—t)
Regenim nasf soustavy je tedy kazdy vektor tvaru
1 - TR
(r1,x9) = (t, 5(1 - t)) : kde t je libovolné reélné ¢islo.

Napriklad pro ¢t = 0 dostaneme TeSeni (O, %(1 — O)) = (0, %), pro
t =1 zase (1, s(1- 1)) = (1,0), tedy Teseni, které jsme ziskali pti
predchozi parametrizaci pro ¢t = 0. Jde o stejnou mnozinu feseni,
jen zapsanou jinym zpusobem. Pridejme jesté obecny dukaz, ze
(t, s(1— t)) je Tfesenim pro kazdé redlné t:

x1 421 = 1, t+2-

N[—= N
—~
—
|
~
N—
I
\.}—‘
—_
|
[a—y

pro vsechna t € R.
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Uloha 5.2. Vyreste soustavu rovnic:

x1+2x2—x3+4x4 = 1,
2$1+4$2+2[E3—CL’4 =

Reseni. Zapiseme rozsifenou matici soustavy a tu dale upravime na

horni stupnovitou matici:

12 -1 41 12 -1 4|1

24 2 —-110 00 4 —-9]-2/"°
Mame tedy h = k = 2 a n = 4. Soustava ma tedy nekone¢né mnoho

feseni zavislych na dvou parametrech. Budeme tedy pii vyjadrovani
reseni postupné volit dvé slozky. Ukazme si, jak se to vétsinou déla:

Vyslednou matici prepiSeme zpét na soustavu:

T1+ 209 — w3 +4xy = 1,
dxs — 9y = —2.

Ve druhé rovnici pri volbé x4 = t dostaneme:

1 9
41’3—9{::—2, wgz—i—f‘zt

Déle z prvni rovnice, pti volbé zo = s, dostaneme:

1 9 7 1 1 7
x1+25—(—2+4t)+4t:1, x1—|—25+1t:§, x1:§—25—1t.

Resenim je tedy kazdy vektor tvaru

1 7 1 9
S 25— ot s, —= 4 “tt teR

(2 S 4 787 2 —"_ 4 ) ) Y 87 E Y
napriklad (%, 0, —%, O) (pro s =t =0).

Vysledek odpovida tvrzeni Frobeniovy véty: hodnost matice soustavy i
rozsitené matice soustavy je dva (h = k = 2). Vzhledem k tomu, zZe déle
pocet neznamych je ¢tyfi (n = 4), tak soustava méa nekone¢né mnoho
feseni zavislych na n — k = 4 — 2 = 2 parametrech (s a t). O

11



Uloha 5.3. Vyreste soustavu rovnic:

1 —2x9+ 33 +1x4 = —5,
200 — 3x9 + 13 — 2004 = —T,
.Z‘1+l’2+.7)3+l’4 = 3,

3$1+2$2+5[E3 — Ty = 1.

Reseni. Zapiseme rozsifenou matici soustavy a prevedeme ji na horni
stupnovitou matici:

1 -2 3 1 |=5 1 -2 3 1/|-=5
2 -3 1 —2|-7 0 1 -5 —4]| 3
1 1 1 113 |[71o 3 =2 o8 |~
3 2 5 —1]1 0 8 —4 —4]|16
1 -2 3 1|-=5 1 -2 3 1|-=5
(0 1 -5 —4]| 3 0 1 -5 —4] 3 |4
10 3 —2 0|8 |70 0 13 12]-1
0 2 —1 —1]| 4 00 9 7 |-2
1 -2 3 1| -5 1 -2 3 1/|-5
9l 0 1 -5 —4| 3 0 1 -5 —4]| 3
N(o 0 13 12| -1 |7 lo o 13 12]-1
0 0 0 —17|-17 00 0 1]1

) 4. Tddek vynésobime 13 a odec¢teme od ného 9-ti nasobek 3. radku
(13-9-9-13=0,13-7—-9-12=—17, 13(—=2) — 9(—1) = —17).

Vysledna horni stupniovita (dokonce lichobéznikovd) matice ma ¢tyti
radky, takze hodnost rozsitené matice soustavy i matice soustavy je
h =k = 4. Pocet nezndmych je také 4 = n. Podle Frobeniovy véty ma
soustava praveé jedno feseni. Nyni ho najdeme:

r1 — 21’2 + 31‘3 + 14 = -5 131‘3 + 121’4 = -1
To — 5.2133 — 4%‘4 = 3 13.’173 + 12(1) = -1
18323+ 1224 = —1 1323 = —13

- =

ZL’Q—5$3—4I4 = 3 ZE1—2JI2+3JI3+ZL’4 = =5

ro —H(—1)—4(1) = 3 r1—22)+3(-1)+ (1) = =5

To+1 = 3 1 —6 = =5

= 2 -
Resen{ je tedy skutetné pravé jedno, a to vektor (1,2, —1,1). O
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Uloha 5.4. Vyreste soustavu rovnic:

rT—2y+4z = 2
2 —4dy+ 8z = 1.

Reseni. Zapiseme rozsifenou matici soustavy a prevedeme ji na horni

1 -2 4|2 1 =2 4] 2
1 0 0 0|3

2 —4 8
Zpétné prepiseme na soustavu:

r—=2y+4z = 2
0 = -3

stupnovitou matici: (

Ziejmé druhd rovnice nema Teseni, a tak ani celd soustava nemuiize mit
reseni.
7 pohledu Frobeniovy véty: hodnost rozsitené matice soustavy je k = 2,

ale hodnost matice soustavy je jen h = 1. Mame tedy situaci, kdy h # k,
z ¢ehoz podle Frobeniovy véty plyne neexistence reseni.

O
Dalsi tlohy
Uloha 5.5. Vyreste soustavu rovnic:
—4$1+4$2—I3+[L’4—7ZL‘5 = —11,
21 — 219 + 13+ 315 = 4,
41’1 — 41’2 + 51‘3 + T4+ 71’5 = —3,
—6x1 + 6x9 — 4drs + x4 — 12225 = —T.
Resent. e Rozsifenou matici soustavy prevedeme na horni stupnovitou
matici:
-4 4 -1 1 -7 |-11 2 -2 1 0 3 4
2 -2 1 0 3 4 -4 4 -1 1 -7 |-11
4 —4 5 1 7 | =3 4 —4 5 1 7 | =3
-6 6 -4 1 —12| -7 -6 6 -4 1 —12| -7
2 =2 1 0 3 4 2 =21 0 3|4
0o 0 1 1 —-1| -3 0o 0 1 1 —-1|-3
0O 0 3 1 1]-11 0 0 0 -2 4 |-=-2
0 0 -1 1 =3| 5 0 0 0 2 —4| 2

13



2 21 0 3|4 5 91 0 3|4
00 1 1 -1|-3
00 0 =2 42 00 0 -2 4 |-2
00 0 0 0]0

e Prepiseme zpét na soustavu:

201 — 229 + 23+ 315 = 4,
T3+ Ty — Ty
Ty — 2[)’25 = 1.

I
|
w

e h =k =3, n =5 = nekoneéné mnoho feseni zavislych na n — k =
5 — 3 = 2 parametrech.

e Pii volbé x5 = u a x5 = v je TeSenim kazdy vektor tvaru
(4—u+v, v, =4 —u, 14 2u, u), u,v € R.

Pokud bychom misto z5 volili ;1 = w (a soucasné ponechali volbu
x5 = u), dostali bychom jinou parametrizaci feSeni:

(w, 84 2u+ 2w, —4—u, 1+ 2u, u) u,w € R.

O
Uloha 5.6. Vyreste soustavu rovnic:
$1+2ZE2+3I3+$4 = 1,
21’1 + 4$2 + 7LL’3 + 7I4 = 4,
T —f- 2[)’23 = —2,
3ZE1 + 7!132 + 101’3 + 6I4 = 7.
Resen. e Rozsifenou matici soustavy prevedeme na horni stupnovitou
matici:
12 3 1|1 12 3 1|1
24 7 7|4 0 0 1 5|2
10 2 0|-=2 0 -2 -1 —-1|-3
3 7 10 6| 7 0o 1 1 3|4
1 2 3 1|1 12 3 1|1
0O 1 1 3|4 011 34
0 -2 -1 —1(-3 00155
0O 0 1 5|2 0 01 52

14



123 1]1
011 34
100155
00003

e h =23, k=4, tedy h # k, a tak soustava nemé ani jedno reseni.
e To samé nahlédneme (z posledni rovnice) pri prepisu zpét na soustavu:

$1+2I2+3$3+$4 =
J]2+ZE3+3I4
T3 + Oy

0 =

I
W Ut
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