KMA /MAT1 Prednéaska a cvicent,

Linearni algebra 2

Reseni soustav linearnich rovnic se ¢tvercovou matici soustavy

(Cramerovo pravidlo, determinanty, inverzni matice)

15. a 19. ¥{jna 2015

e V dnesni prednasce se vratime k soustavam linearnich rovnic. Obecnou
(Gaussovu) metodu jejich FeSeni jsme si uvedli minule.

e Dnes se zamérime na soustavy n rovnic o n neznamych,

anzry + -+ apx, = by,

A1 T1 + -+ AppTy, = bn

se (¢tvercovou) matici soustavy

ay; a2 ... Qin
91 Ao2 ... Aon
Ap1 Ap2 ... Qpp

o plné hodnosti (takové matice budeme nazyvat regularni).
e 7 Frobeniovy véty vime, Ze v tomto pripadé, kdy
h=k=n,

méame zajisténu existenci pravé jednoho teseni (z1,...,xz,).

(Otazka: Pro¢ ma rozsifena matice soustavy také hodnost n?)

e Ukazeme si dva pristupy, jak toto feseni ziskat:

1) pomoci Cramerova pravidla, kdy jsou jednotlivé slozky feseni vyjadreny
jako podily dvou determinanti,



2) pomoci inverznich matic.

K obojimu budeme pottebovat definice potiebnych pojmii a navod, jak
se s nimi pocita. Tim také zac¢neme.

1 Determinanty a Cramerovo pravidlo

, Podnéty ke vzniku a rozvoji teorie determinanti davalo studium soustav
linearnich rovnic, linearnich transformaci, riaznych eliminacnich postupt apod.
Jiz koncem 18. stoleti determinanty intenzivné pronikaly do geometrie, teorie
¢isel a dalsich disciplin.

Za zrod teorie determinanti muzeme povazovat zvefejnéni monografie
svycarského matematika Gabriela Cramera z roku 1750, v niz bylo otisténo
tzv. Cramerovo pravidlo pro feSeni soustavy linearnich rovnic se ¢tvercovou
regularni matici a popsan vyraz sestaveny z koeficientii této soustavy, kterému
dnes fikdme determinant. Zvefejnénad metoda se pomérné rychle ujala, po-
zornost matematikt se po kratké dobé obratila ke studiu takovychto kombi-
natorickych vyrazi sestavenych z koeficienti rovnic.“!

Motivacni priklad:

Uloha 1.1. Vyreste soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamiych pro
obecné koeficienty a1, ai2, ao1, G, by, by :

a1121 + ajprs = by,
a21x1+a22x2 = bQ.

Reseni. Naptiklad z prvni rovnice vyjadiime

by — a2
T = ————T9
an
a dosadime do druhé rovnice:
by — aio b
Q91— T2 + G222 = bo.
ail

Odtud (po upraveé a také po vyjadieni ):

biage — baais ay11by — az1b;
Ty = ) Ty =
11022 — Q21021

b
11022 — Q21021

ziejmé za predpokladu ajjass — asias # 0. O

'http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/400926/DejinyMat_35-2007-1_
7.pdf



Pro vyssi pocet rovnic (se ¢tvercovou matici soustavy, tedy m = n) se
ukazuje, ze vysledky maji podobnou strukturu, ale s rostoucim n rychle
roste i délka zépisu jednotlivych slozek Teseni zq, ..., z,. Ke stru¢néjsimu a
prehlednéjsimu zapisu se zacaly vyuzivat zminéné determinanty (podle také
jiz zminéného Cramerova pravidla, které si presné vyslovime az pozdéji).

Napriklad predchozi vysledky se daji symbolicky (pomoci determinantu
¢tvercovych matic) zapsat takto:

by ai a; by
by ag as  bo
T =7 —1» Ty =71 — -
ailr aig a1 a2
A1 Q22 Q21 A22

e Determinant: Kazdé (pouze) ¢tvercové matici

a;r aig ... A1n

91 QA2 ... Aoy,
A =

Ap1 Gp2 ... dApp

typu (n,n) lze prifadit jisté Cislo, kterému rikdme determinant ma-
tice A a znacime det A, |A| nebo i pfimo

ai; aiz2 ... QA1np
a91 A29 ... Ao,
Ap1 Ap2 ... Apn

Pro vypocet determinantu budeme potrebovat nasledujici definice a
pravidla:

e Subdeterminant prvku a,;; v matici A je determinant matice, ktera
vznikne z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce (matice
typu (n — 1,n — 1): znaéime A7;.

Uloha 1.2. Subdeterminantem proku aio v matici

a1 a19 e QA1

921 929 Ce QAon,
A .

QAn1 (07%)) oo Qpp



je determinant

21 Q23 ... Q2

A* a3y asz ... a3n
12 —

Ap1 Ap3 ... Apn

(vynechali jsme proni rdadek a druhy sloupec).

Subdeterminantem proku 3 v matici

1 2 2
B=|5 6
0 2 =2
je determinant
. 1 2
B22:|0 —2‘

(vynechali jsme druhy radek a druhy sloupec).

e Doplnék prvku a;; v matici A: A;; = (—1)"* A7,

Uloha 1.3. Doplnkem prvku ais v matici

a1l a19 Ce QA1n
921 929 Ce Qon,
A =
QAn1 (07%) e QApn
je
21 @23
az1 ass

Ap = (1)1 A}, = -
An1  Gn3

Subdeterminantem prvku 3 v matici

1 2 2
B=|5 [3] 6
0 2 =2
je

Q2n
a3n

Qnn



e Krizové pravidlo pro vypocet determinanti matic typu (2,2):

a b
d

‘ = ad — be.
e Laplaceova véta: Necht je dédna ¢tvercovd matice A = (a;;) typu
(n,n). Potom plati vzorec pro tzv.
— rozvinuti determinantu podle prvki i-tého radku
det A = a;1 At + @iz + -+ + @i Ain,
— rozvinuti determinantu podle prvku j-tého sloupce
det A = a1 A1 + agjAgj + -+ + ay Anj.
Uloha 1.4. Pomoci rozvinuti podle prvki druhého radku vypoctete

1 2 1
detA=12 1 0
1 -1 -1

Resent.
det A = a9 Ay + axAsg + agzAsz =

2 1
-1 -1

= —2(-1)+1(=2)+0=0.

— 2(_1)2+1

’ + 1(_1)2+2

Uloha 1.5. Pomoci rozvinuti podle prvku tretiho sloupce vypoctéte

1 2 1
detA=12 1 0
1 -1 -1

Redent.
det A = CL13A13 + a23A23 + CL331433 =

1 2
1 -1

2 1

_ _1)1+3
= =0T

' —1(—1)3+3

12
2 1

‘ +0(=1)*+?

= 1(=3)+0—1(=3) =0.
0



e Jisté jste si vsimli, Ze je vyhodné pro rozvinuti pouzit radek nebo slou-
pec, ve kterém je co nejvice nul. V extrémnim pripadé samych nul
(nulovy radek nebo sloupec) ndm pak okamzité vyjde nulovd hodnota
determinantu.

e Vlastnosti determinantu:

— Jestlize k nékterému fadku (sloupci) matice pri¢teme linearni kom-
binaci zbyvajicich Fadka (sloupcil), potom se hodnota determi-
nantu nezmeéni.

Uloha 1.6.
1 2 3 1 2 3
3 2 0 =13 2 0.
2 1 6 0 -3 0

(Od tretiho rddku jsme odecetli dvojndsobek pruniho radku.)
— Jestlize néktery fadek (sloupec) je linedrni kombinaci zbyvajicich
radku (sloupci), potom je hodnota determinantu nula.
(Specialni pripady: nulovy radek (sloupec), dva stejné radky (sloupce).)
— Vynésobime-li néktery radek (sloupec) redlnym c¢islem «, deter-
minant vysledné matice bude a-nasobkem determinantu ptivodni
matice.

Uloha 1.7.
3 6 9 1 2 3
3 2 0=33 20
216 216
(Pruni matice md oproti druhé trojndsobny proni rddek.)

— Vyménime-li v matici A dva faddky (sloupce) a ozna¢ime novou
matici pismenem B, potom plati:

detB = —det A.
Uloha 1.8.
1 2 3 320
3 2 0l=—-11 2 3.
21 6 21 6

e Postup pri vypoctu determinantu: Pomoci vyse uvedenych tprav
se snazime upravit determinant matice typu (n,n) tak, aby mél v
nekterém radku (sloupci) co nejvice nul. Pokud jsme nedosli k samym



nuldm (nulovy determinant), tak podle tohoto radku (sloupce) pro-
vedeme rozvinuti determinantu, ¢imz se snizi o jednicku jeho rozmeér.
Tento postup opakujeme tak dlouho, az dojdeme k determinanttim ma-
tic typu (2,2), které jiz vypocteme pomoci kiizového pravidla.

Uloha 1.9. Vypocteme
1 0 1 -1 3

1 1 -1 3
o023 11) si0|—1 2 3 =12
1 2 -2 1| =10 7 =
1 0 1 -1 —1 90 -3 1
-2 0 0 -3 1
000 -1 2 3
I A TR S I B
1 1 -1 -1 9 0 _3
-2 0 -3 1
1) -3 0 55) 9io|—3 5|6
=41 —1 =410 T =494 10) = T6.
-2 0 -3

Popis uprav:

1) Rozvinuti podle druhého sloupce.

2) 1.7.—38.1.
3) Rozvinuti podle pruniho rddku.
4) 1.7.—2-2.1-

5) Rozvinuti podle druhého sloupce.

6) KriZové pravidlo.

e Cramerovo pravidlo:

Necht je ddna soustava n rovnic o n nezndmych

1171 + ajpxe + - -+ apT, = by,
211 + Q22%o + -+ + ATy, = bo,
Ap1T1 + GpaZo + - + App®y, = bn

Jestlize pro matici (této) soustavy A = (a;;) plati det A # 0, pak dana

soustava ma praveé jedno feseni (x1, o, ..., x,), pfiCemz plati:
det B; s
xi:m, pro kazdé i€ {1,2,...,n},



kde B; je matice, ktera vznikne z matice A tak, Ze i-ty sloupec v matici
A nahradime sloupcem pravych stran a ostatni sloupce ponechame beze
zmeny.

Uloha 1.10. Uzitim Cramerova pravidla vyreste soustavu

I1+21’2—ZL‘3 = —3,
2xy +x3 = T,
Ty —2x9+23 = 7.
Resent.
1 2 -1 3 2 -1 3 9
detA = 2 0 1|=[0 0 1]|=1(-1)*7 y _2’2—(—6+2):47£0,
1 -2 1 -1 -2 1
-3 2 -1
detB; = |7 0 1|=---=8,
7T =2 1
1 -3 -1
detB; = 12 7 1|=---=—4,
1 7 1
1 2 =3
detBs; = |2 0 7T=---=12.
1 -2 7
x:detB1:§:2 x:dethzj:_l x:detB:s:B:g
P odetA 4 7 7 detA 4 ’ T detA 4 7
ReSeni soustavy je vektor (2, —1,3). O

Uloha 1.11. UZitim Cramerova pravidla vyreste soustavu

201 + 2o+ 23 = 1,
xr + 21’2 +x3 = 6,
1+ 2(132 — T3 = 2.
Resend. |ReSeni (—2,3,2) O



Uloha 1.12. UZitim Cramerova pravidla vyreste soustavu

T+ QZL’Q + 3+ 21’4 = 0, T+ 2%2 + 3+ 21’4 = 1,

o) 3r1+x3—x4 = 0, b) 3T1 + T3 — 24 2,
ZL‘1—|—$2—|—2$3—|—1‘4 = 0, l‘1+$2+2$3+1‘4 1,
To+2x4 = 0, To+2xy = 2.

Resend. Ulohy a) a b) se lisi pouze pravymi stranami, a tak maji shod-
nou matici soustavy:

2
-1

O = W =
= = O N
O = =

1

2

Pro dalsi feseni bude rozhodujici, zda determinant matice A je nenu-
lovy.

121 2 121 =2 L1 o
B0 =1 301 =1 g -
detA_1121_112—1_1(1)i’;_1
010 2 010 0
11 =2 0 10 5 1
= 113 1 —1]=]2 11:1-(—1)1+2_1 3|
12 -1 |-1 2 3

= —1-(6+1)=-T#0.

V obou pripadech tedy ptijde pouzit Cramerovo pravidlo.

021 2
001 —1 ) . ,

ad a) det By = 012 1|° 0, nebot B; obsahuje nulovy sloupec
010 2

(viz Vlastnosti determinantii). Stejné to dopadne i pro matice B,
B3 a B4. Mame tedy

0
1'121'221'3:‘%‘4:7:0.

-7

Jediné tesenti je tedy (0,0,0,0).



ad a)

121 2| |-1 213 s
2ot <1 o 010, sl
detBr =y 19 17|31 2 [T 2313
210 2 |2 102
13 -3 3 -3 1
1 1yt _1)1+2 _1)1+3
— 1< (=1 2‘+2( N2 2’+3( DSl I
13 -3 3, .,]-31
S S AP AP
13 ,|-3 3 ,|-31
ph AP AP
= 12-3)+2(-6-6)—3(-3-2) = —1— 24+ 15 = —10.
detB, = --- =16,
detBy = ---=1,
detBy = ---=—15.

Slozky jediného TeSeni (xy, x9, x3,x4) jsou tedy

X1

X2

€3

Lyg

Soustava mé reseni <

10

, —

det B, —10
det A~ —7
detBy 16
det A -7
det B; 1
detA -7
detB, —15
detA ~ —7
16 1 15

A

10

)

10
A
16
A

1
7
15
-



2 Zakladni operace s maticemi
e Necht A = (a;;), B = (b;;) jsou matice typu (m,n) a a € R.
— Soucin ¢isla o a matice A:
aA = (aai;)

(kazdy prvek matice A vynasobime ¢islem «, vysledkem je opét
matice typu (m,n)).

Uloha 2.1 (Nésobeni matice &fslem).

1 -1 2.1 2-(-1) 2 -2
2lo 1 |={2.0 21 |=|0 2],
3 -2 2.3 2.(-2) 6 —4

— Soucet matic A a B:
A + B = (a; + by)

(s¢itdme podle pozic po prveich (jako u souctu vektort), vysledkem
je opét matice typu (m, n), matice A a B musi byt stejného typu).

Uloha 2.2 (S¢itan{ matic).
6.2 7T\ (2 5 —1)\_(6+22+5 7-1)_ (87 6
14 —2/"\3 -8 0) \1+3 4-8 —2+0) \4 4 -2/

e Promatice A, B, které jsou typu (m, n), nulovou matici O,,, a o, 5 € R
plati

1) A+B=B+A,

2) A+0O,, =A,

3) a(BA) = (aB)A.

e Nasobeni matic: Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) a B = (b;;)
je typu (n, p).
Potom matici C = (¢;;) typu (m,p), pro kterou plati
Cij = @by + aigbaj + -+ - + Qinbyj,

oznacujeme A - B a nazyvame sou¢inem matice A a matice B (v tomto

poradi).

11



— Prvek ¢;; vznikd vyndsobenim i-tého radku matice A s j-tym
sloupcem matice B.

— K tomu je potieba, aby tento i-ty fadek a tento j-ty sloupec mély
stejny pocet prvki.

— Proto musi platit, ze matice B ma tolik fadkt, kolik ma matice
A sloupcu.

— Vysledna matice ma pak tolik radki, kolik jich ma matice A, a
tolik sloupci, kolik jich mé matice B.

Uloha 2.3 (Nésobeni matic). Vypoctéte A - B pro matice

2 3 1 0 -1
A_<1 —1) . B_<3 —1 2)'

Reseni. Matice A m4 dva sloupce a matice B dva radky, soucin
A - B tedy existuje. Vysledna matice bude mit dva faddky (=pocet
radka matice A) a tfi sloupce (=pocet sloupcti matice B).

SRR

2-1+3- 2:043-(—1) 2-(—1)+3-
Lol4+ (=13 104+ (=1)-(=1) 1-(—1)+(=1)-

(11 =3 4
-\ 1 =3)

— V predchozim pifpadé nelze vypocitat B - A, nebot matice B mé
jiny pocet sloupct (3) nez méa matice A radka (2).
— Necht A, B, C jsou matice a E je jednotkovd matice (vhodného
rozméru). Potom kazdd z rovnosti
1) AA-E=A,
2) E-A=A,
3) ( A+B)-C=A-C+B-C,
4) AB+C)=A-B+A-C,
5 A-(B-C)=(A-B)-C,

plati, pokud maji prislusné operace smysl.

12



3 Inverzni matice

e Necht A a X jsou ¢tvercové matice typu (n,n). Jestlize plati

AX =E,,

potom X nazyvame inverzni matici k matici A a znac¢ime ji A~L.

e Necht A je ¢tvercova matice typu (n,n).

— Jestlize h(A) = n, pak A nazyvame regularni matici.

— Jestlize h(A) < n, pak A nazyvame singuldrni matici.

e Necht je ddna ¢étvercovd matice A typu (n,n). Potom jsou nésledujici

3.1

podminky ekvivalentni:

1) A je regularni (h(A) = n),

2) det A #£0,

3) k matici A existuje inverzn{ matice A~

4) matici A lze prevést pomoci konetné mnoha ekvivalentnich uprav

na jednotkovou matici E,,.

Adjungovana matice

Necht je ddna ¢tvercova matice

a;pr a2 ... QA1

21 Q29 ... Ao,
A= .

ap1 Ap2 ... Ay,

(Pfipomenme, ze A;; zna¢i doplnék prvku a;; v matici A.)
Potom matici doplik

A A 0 A
A12 A22 .. ATL2
Ay, Asn ... Ann

nazyvame adjungovanou matici k matici A a znac¢ime ji Adj A.

13



Uloha 3.1 (Vypocet adjungované matice). K matici

1 2 -1
A=12 0 1
1 -2 1
urcete adjungovanou matici Adj A.
Resent. Vypocteme jednotlivé dopliky:
All — (_1>1+1 _02 i’ — 27 A12 — (_1)1+2
Az = (—1)1+3 ? _02‘ = —4, Ay = (_1)2+1
Agy = (—1)*"? 1 _11’ =2, Agy = (—1)**
A31 — (_1)3+1 (2) —11‘ o 27 A32 — (_1)3+2
1 2
Aszg = (_1)3+3 2 0‘ =—4
Ap Ay Az 2 0
AdJA: A12 AQQ A32 =1-1 2
Az Az Ass -4 4

14

2 1
1 1‘:_1’
2 -1
—2 1| 0
1 2
1 —2‘ 4
-1
1‘ =3
2
-3
—4



3.2 Vypocet inverzni matice pomoci adjungované

Jestlize A je regularni (det A # 0) matice, potom plati

1
1 _ = AdiA.
det A Y

Uloha 3.2 (Uréeni inverzni matice pomoci adjungované matice). Urcete
inverzni matici k matici A z predchoziho prikladu 3.1.

Resend. Adjungovanou matici jiz zname. Nynf je potieba vypocitat det A a
tim také zjistit, zda A je regularni (det A # 0):

1 2 -1 3 2 -1 3 9
detA=2 0 1[|=[0 0 1 :1(—1)2+3<_1 _2>:4#0-
1 -2 1 -1 -2 1
Odtud
1 1
. (2 0 2 2 U 2
A= ——AdjA=-|-1 2 -3|=|-%+ L -3
det A A\_y 4 4 4 2 4
- o -1 1 -1
Jesté provedeme zkousku:
1 1
1 2 -1\[2 0 2 100
A-A1tT=1(2 0 1 —i%—%zzOlO
=2 1/1211 4 00 1
Zkusme jesté opacné:
1 1
2 0 2\ /1 o2 1 100
—1
A7 A= —i % —% 2 0 1 |=---=]010
11 —1) \b 2 00 1
Tim jsme ukdzali, Ze A je zde na oplatku inverzni k A~L. O]

Vlastnost ukazana na konci predchoziho prikladu plati obecné:

Je-li A=t inverzni k A, potom je i A inverzni k A™1, tj.

AA'=AT'A=E,.

15



3.3 Vypocet inverzni matice pomoci ekvivalentnich Gprav

e ZapiSeme danou (reguldrni) matici A ve dvojici se stejné rozmérnou
jednotkovou matici E,:

ay; a2 ... Qip 1 0 . 0
ag1 Q22 ... QA2p 01 . 0
(A[E,) = :
Anl Qp2 -+ Gpp |0 0 ... 1

e Nyni pomoci ekvivalentnich iprav (kromé prehazovéni sloupcti) prevedeme
A na jednotkovou matici E,,, pficemz stejné tpravy budeme vzdy apli-
kovat i na pravou ¢ast matice (za svislou ¢arou).

e V okamziku, kdy se vlevo objevi E,,, vpravo ziskdme A~!:

aij; a2 ... Qip 10 ... 0

o1 Q@922 ... Qop 01 ... 0 _
(AE,) = : Do N N”'N(EnlA 1)’

Apl Qp2 .. Gup |0 0 ... 1

Uloha 3.3 (Vypocet inverzni matice pomoci ekvivalentnich tprav). Timto
zpusobem naleznéte inverzni matici k matici z prikladu 3.1.

Reseni.
1 2 —1[1 00 1 2 —1]1 00
(AJEs)=|2 0 1]/010|~[0 -4 3]-210]~
1 =2 1]00 1 0 -4 2 |-10 1
1 2 —1/1 0 0 1 2 010 1 -1
~[0 -4 3]-2 1 0|~|0 -4 0]1 -2 3 |~
0 0 —-1/1 —-11 0 0 —1|1 -1 1
1200 1 -1 1003 0 3
~lo o] 3 -3~ 0 1053 =% =(EsA).
00 1/-1 1 -1 00 1/-11 —
Tedy
L g 1
2 2 2 0 2
A= -1 3 3= -12 =3
11 1 —4 4 —4



Provedeme zkousku:

12—11 2 0 2
A Al = 2011—12—3
1 -2 1 —4 4 —4

(12 -1 2 0 2

= 2 0 1 -1 2 -3

1 -2 1 —4 4 —4

1400 100
21040:010:E3.

00 4 00 1

O

3.4 Reseni soustav lin. rovnic pomoci inverznich matic

Necht je ddna soustava n rovnic o n nezndmych

a11%1 + a12%2 + -+ apnT, = by,
2171 + Ag2%o + -+ + ATy, = by,
) : (*)
Ap1%1 + 2o + -+ - + AppTy = bn
Oznacme:

a1 Aaig A1n X1 by
Q21 A22 Q2n, X2 by
A= , x=1 . b= .
An1  Ap2 Ann Tp bn

Soustavu (x) lze nyni zapsat pomoci maticové rovnice (x a b jsou tzv.

sloupcové vektory):

Ax =Db.

Jestlize A je reguldrni matice, pak podle Frobeniovy véty existuje praveé
jedno TeSeni soustavy (x). Vyndsobime-li pfedchozi rovnici matici A~ zleva,

dostaneme
A TAx
E, x

X

coz dava dalsi moznost ur¢ovani feseni soustavy (x).

A'b,
71b’

A
A'b,

17



Uloha 3.4 (Reseni soustavy lin. rovnic pomoci inverzni matice). Pomoci
inverzni matice vyreste soustavu rovnic

T+ 2$2 — T3 = —37
221 + r3 = 7,
ry — 21’2 +x3 = 7.
Reseni. Mame
1 2 -1 T1 -3
A=12 0 1], X= |22, b=|7
1 -2 1 T3 7

Dale z ptedchozich ptiklad zndme inverzni matici

L g 1
2 2 1 2 0 2
-1
A:—%%—%:Z—12—3
11 -1 —4 4 —4
Podle vzorce mame
L g 1
2 2 -3 2 0 2 -3 2
-1
Xx=A""b= —i%—% 7 1=-1 -1 2 -3 7T 1=1-1
11 -1 7 —4 4 —4 7 3
Tedy
T 2
X=|x| =1]-1
T3 3
O
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