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Řešeńı soustav lineárńıch rovnic se čtvercovou matićı soustavy

(Cramerovo pravidlo, determinanty, inverzńı matice)

17. ř́ıjna 2016

• V dnešńı přednášce se vrát́ıme k soustavám lineárńıch rovnic. Obecnou
(Gaussovu) metodu jejich řešeńı jsme si uvedli minule.

• Dnes se zaměř́ıme na soustavy n rovnic o n neznámých,

a11x1 + · · · + a1nxn = b1,
...

...
...

an1x1 + · · · + annxn = bn

se (čtvercovou) matićı soustavy













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann













o plné hodnosti (takové matice budeme nazývat regulárńı).

• Z Frobeniovy věty v́ıme, že v tomto př́ıpadě, kdy

h = k = n,

máme zajǐstěnu existenci právě jednoho řešeńı (x1, . . . , xn).

(Otázka: Proč má rozš́ı̌rená matice soustavy také hodnost n?)

• Ukážeme si dva př́ıstupy, jak toto řešeńı źıskat:

1) pomoćı Cramerova pravidla, kdy jsou jednotlivé složky řešeńı vyjádřeny
jako pod́ıly dvou determinant̊u,
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2) pomoćı inverzńıch matic.

K oboj́ımu budeme potřebovat definice potřebných pojmů a návod, jak
se s nimi poč́ıtá. T́ım také začneme.

1 Determinanty a Cramerovo pravidlo

”
Podněty ke vzniku a rozvoji teorie determinant̊u dávalo studium soustav

lineárńıch rovnic, lineárńıch transformaćı, r̊uzných eliminačńıch postup̊u apod.
Již koncem 18. stolet́ı determinanty intenzivně pronikaly do geometrie, teorie
č́ısel a daľśıch discipĺın.

Za zrod teorie determinant̊u můžeme považovat zveřejněńı monografie
švýcarského matematika Gabriela Cramera z roku 1750, v ńıž bylo otǐstěno
tzv. Cramerovo pravidlo pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic se čtvercovou
regulárńı matićı a popsán výraz sestavený z koeficient̊u této soustavy, kterému
dnes ř́ıkáme determinant. Zveřejněná metoda se poměrně rychle ujala, po-
zornost matematik̊u se po krátké době obrátila ke studiu takovýchto kombi-
natorických výraz̊u sestavených z koeficient̊u rovnic.“1

Motivačńı př́ıklad:

Úloha 1.1. Vyřešte soustavu dvou lineárńıch rovnic o dvou neznámých pro
obecné koeficienty a11, a12, a21, a22, b1, b2:

a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2.

Řešeńı. Např́ıklad z prvńı rovnice vyjádř́ıme

x1 =
b1 − a12

a11

x2

a dosad́ıme do druhé rovnice:

a21
b1 − a12

a11

x2 + a22x2 = b2.

Odtud (po úpravě a také po vyjádřeńı x1):

x1 =
b1a22 − b2a12

a11a22 − a21a21

, x2 =
a11b2 − a21b1

a11a22 − a21a21

,

zřejmě za předpokladu a11a22 − a21a21 6= 0.

1http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/400926/DejinyMat_35-2007-1_

7.pdf
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Pro vyšš́ı počet rovnic (se čtvercovou matićı soustavy, tedy m = n) se
ukazuje, že výsledky maj́ı podobnou strukturu, ale s rostoućım n rychle
roste i délka zápisu jednotlivých složek řešeńı x1, . . . , xn. Ke stručněǰśımu a
přehledněǰśımu zápisu se začaly využ́ıvat zmı́něné determinanty (podle také
již zmı́něného Cramerova pravidla, které si přesně vyslov́ıme až později).

Např́ıklad předchoźı výsledky se daj́ı symbolicky (pomoćı determinant̊u
čtvercových matic) zapsat takto:

x1 =

∣

∣

∣

∣

∣

b1 a12

b2 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

, x2 =

∣

∣

∣

∣

∣

a11 b1

a21 b2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

.

• Determinant: Každé (pouze) čtvercové matici

A =













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann













typu (n, n) lze přǐradit jisté č́ıslo, kterému ř́ıkáme determinant ma-
tice A a znač́ıme det A, |A| nebo i př́ımo

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Pro výpočet determinantu budeme potřebovat následuj́ıćı definice a
pravidla:

• Subdeterminant prvku aij v matici A je determinant matice, která
vznikne z matice A vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupce (matice
typu (n − 1, n − 1): znač́ıme A∗

ij.

Úloha 1.2. Subdeterminantem prvku a12 v matici

A =













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann
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je determinant

A∗

12 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a23 . . . a2n

a31 a33 . . . a3n

...
...

. . .
...

an1 an3 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(vynechali jsme prvńı řádek a druhý sloupec).

Subdeterminantem prvku 3 v matici

B =







1 2 2

5 3 6
0 2 −2







je determinant

B∗

22 =

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

(vynechali jsme druhý řádek a druhý sloupec).

• Doplněk prvku aij v matici A: Aij = (−1)i+jA∗

ij.

Úloha 1.3. Doplňkem prvku a12 v matici

A =













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann













je

A12 = (−1)1+2A∗

12 = −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a21 a23 . . . a2n

a31 a33 . . . a3n

...
...

. . .
...

an1 an3 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Subdeterminantem prvku 3 v matici

B =







1 2 2

5 3 6
0 2 −2







je

B22 = (−1)2+2B∗

22 =

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

.
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• Kř́ıžové pravidlo pro výpočet determinant̊u matic typu (2, 2):
∣

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

∣

= ad − bc.

• Laplaceova věta: Necht’ je dána čtvercová matice A = (aij) typu
(n, n). Potom plat́ı vzorec pro tzv.

– rozvinut́ı determinantu podle prvk̊u i-tého řádku

det A = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin,

– rozvinut́ı determinantu podle prvk̊u j-tého sloupce

det A = a1jA1j + a2jA2j + · · · + anjAnj.

Úloha 1.4. Pomoćı rozvinut́ı podle prvk̊u druhého řádku vypočtěte

det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
2 1 0
1 −1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Řešeńı.

det A = a21A21 + a22A22 + a23A23 =

= 2(−1)2+1

∣

∣

∣

∣

∣

2 1
−1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

+ 1(−1)2+2

∣

∣

∣

∣

∣

1 1
1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

+ 0(−1)2+3

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

=

= −2(−1) + 1(−2) + 0 = 0.

Úloha 1.5. Pomoćı rozvinut́ı podle prvk̊u třet́ıho sloupce vypočtěte

det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
2 1 0
1 −1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Řešeńı.

det A = a13A13 + a23A23 + a33A33 =

= 1(−1)1+3

∣

∣

∣

∣

∣

2 1
1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

+ 0(−1)2+3

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

− 1(−1)3+3

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
2 1

∣

∣

∣

∣

∣

=

= 1(−3) + 0 − 1(−3) = 0.
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• Jistě jste si všimli, že je výhodné pro rozvinut́ı použ́ıt řádek nebo slou-
pec, ve kterém je co nejv́ıce nul. V extrémńım př́ıpadě samých nul
(nulový řádek nebo sloupec) nám pak okamžitě vyjde nulová hodnota
determinantu.

• Vlastnosti determinantu:

– Jestliže k některému řádku (sloupci) matice přičteme lineárńı kom-
binaci zbývaj́ıćıch řádk̊u (sloupc̊u), potom se hodnota determi-
nantu nezměńı.

Úloha 1.6.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
3 2 0
2 1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
3 2 0
0 −3 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(Od třet́ıho řádku jsme odečetli dvojnásobek prvńıho řádku.)

– Jestliže některý řádek (sloupec) je lineárńı kombinaćı zbývaj́ıćıch
řádk̊u (sloupc̊u), potom je hodnota determinantu nula.

(Speciálńı př́ıpady: nulový řádek (sloupec), dva stejné řádky (sloupce).)

– Vynásob́ıme-li některý řádek (sloupec) reálným č́ıslem α, deter-
minant výsledné matice bude α-násobkem determinantu p̊uvodńı
matice.

Úloha 1.7.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 6 9
3 2 0
2 1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
3 2 0
2 1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(Prvńı matice má oproti druhé trojnásobný prvńı řádek.)

– Vyměńıme-li v matici A dva řádky (sloupce) a označ́ıme novou
matici ṕısmenem B, potom plat́ı:

det B = − det A.

Úloha 1.8.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
3 2 0
2 1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 0
1 2 3
2 1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

• Postup při výpočtu determinantu: Pomoćı výše uvedených úprav
se snaž́ıme upravit determinant matice typu (n, n) tak, aby měl v
některém řádku (sloupci) co nejv́ıce nul. Pokud jsme nedošli k samým
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nulám (nulový determinant), tak podle tohoto řádku (sloupce) pro-
vedeme rozvinut́ı determinantu, č́ımž se sńıž́ı o jedničku jeho rozměr.
Tento postup opakujeme tak dlouho, až dojdeme k determinant̊um ma-
tic typu (2, 2), které již vypočteme pomoćı kř́ıžového pravidla.

Úloha 1.9. Vypočteme
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 1 −1 3
−1 0 2 3 −1

1 1 2 −2 1
1 0 1 −1 −1

−2 0 0 −3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1)
= 1(−1)3+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1 3
−1 2 3 −1
1 1 −1 −1

−2 0 −3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2)
=

2)
= −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 0 0 4
−1 2 3 −1
1 1 −1 −1

−2 0 −3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3)
= −4(−1)1+4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2 3
1 1 −1

−2 0 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4)
=

4)
= 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−3 0 5

1 1 −1
−2 0 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

5)
= 4 · 1(−1)2+2

∣

∣

∣

∣

∣

−3 5
−2 −3

∣

∣

∣

∣

∣

6)
= 4(9 + 10) = 76.

Popis úprav:

1) Rozvinut́ı podle druhého sloupce.

2) 1.ř.−3.ř.

3) Rozvinut́ı podle prvńıho řádku.

4) 1.ř.−2·2.ř.

5) Rozvinut́ı podle druhého sloupce.

6) Kř́ı̌zové pravidlo.

• Cramerovo pravidlo:

Necht’ je dána soustava n rovnic o n neznámých

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
...

...
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn.

Jestliže pro matici (této) soustavy A = (aij) plat́ı det A 6= 0, pak daná
soustava má právě jedno řešeńı (x1, x2, . . . , xn), přičemž plat́ı:

xi =
det Bi

det A
, pro každé i ∈ {1, 2, . . . , n} ,
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kde Bi je matice, která vznikne z matice A tak, že i-tý sloupec v matici
A nahrad́ıme sloupcem pravých stran a ostatńı sloupce ponecháme beze
změny.

Úloha 1.10. Užit́ım Cramerova pravidla vyřešte soustavu

x1 + 2x2 − x3 = −3,

2x1 + x3 = 7,

x1 − 2x2 + x3 = 7.

Řešeńı.

det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −1
2 0 1
1 −2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 −1
0 0 1

−1 −2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1(−1)2+3

∣

∣

∣

∣

∣

3 2
−1 −2

∣

∣

∣

∣

∣

= −(−6 + 2) = 4 6= 0,

det B1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−3 2 −1
7 0 1
7 −2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= · · · = 8,

det B2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −3 −1
2 7 1
1 7 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= · · · = −4,

det B3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −3
2 0 7
1 −2 7

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= · · · = 12.

x1 =
det B1

det A
=

8

4
= 2, x2 =

det B2

det A
=

−4

4
= −1, x3 =

det B3

det A
=

12

4
= 3.

Řešeńı soustavy je vektor (2, −1, 3).

Úloha 1.11. Užit́ım Cramerova pravidla vyřešte soustavu

2x1 + x2 + x3 = 1,

x1 + 2x2 + x3 = 6,

x1 + 2x2 − x3 = 2.

Řešeńı.
[

Řešeńı (−2, 3, 2)
]
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Úloha 1.12. Užit́ım Cramerova pravidla vyřešte soustavu

a)

x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 0,

3x1 + x3 − x4 = 0,

x1 + x2 + 2x3 + x4 = 0,

x2 + 2x4 = 0,

b)

x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 1,

3x1 + x3 − x4 = 2,

x1 + x2 + 2x3 + x4 = 1,

x2 + 2x4 = 2.

Řešeńı. Úlohy a) a b) se lǐśı pouze pravými stranami, a tak maj́ı shod-
nou matici soustavy:

A =











1 2 1 2
3 0 1 −1
1 1 2 1
0 1 0 2











.

Pro daľśı řešeńı bude rozhoduj́ıćı, zda determinant matice A je nenu-
lový.

det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1 2
3 0 1 −1
1 1 2 1
0 1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1 −2
3 0 1 −1
1 1 2 −1
0 1 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 · (−1)4+2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −2
3 1 −1
1 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −2
3 1 −1
1 2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 0
2 1 1

−1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 · (−1)1+2

∣

∣

∣

∣

∣

2 1
−1 3

∣

∣

∣

∣

∣

= −1 · (6 + 1) = −7 6= 0.

V obou př́ıpadech tedy p̊ujde použ́ıt Cramerovo pravidlo.

ad a) det B1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 2 1 2
0 0 1 −1
0 1 2 1
0 1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, nebot’ B1 obsahuje nulový sloupec

(viz Vlastnosti determinant̊u). Stejně to dopadne i pro matice B2,
B3 a B4. Máme tedy

x1 = x2 = x3 = x4 =
0

−7
= 0.

Jediné řešeńı je tedy (0, 0, 0, 0).
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ad a)

det B1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1 2
2 0 1 −1
1 1 2 1
2 1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2 1 3
0 0 1 0

−3 1 2 3
2 1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1(−1)2+3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2 3
−3 1 3
2 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −1

(

−1(−1)1+1

∣

∣

∣

∣

∣

1 3
1 2

∣

∣

∣

∣

∣

+ 2(−1)1+2

∣

∣

∣

∣

∣

−3 3
2 2

∣

∣

∣

∣

∣

+ 3(−1)1+3

∣

∣

∣

∣

∣

−3 1
2 1

∣

∣

∣

∣

∣

)

= −

(

−1

∣

∣

∣

∣

∣

1 3
1 2

∣

∣

∣

∣

∣

− 2

∣

∣

∣

∣

∣

−3 3
2 2

∣

∣

∣

∣

∣

+ 3

∣

∣

∣

∣

∣

−3 1
2 1

∣

∣

∣

∣

∣

)

= 1

∣

∣

∣

∣

∣

1 3
1 2

∣

∣

∣

∣

∣

+ 2

∣

∣

∣

∣

∣

−3 3
2 2

∣

∣

∣

∣

∣

− 3

∣

∣

∣

∣

∣

−3 1
2 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 1(2 − 3) + 2(−6 − 6) − 3(−3 − 2) = −1 − 24 + 15 = −10.

det B2 = · · · = 16,

det B3 = · · · = 1,

det B4 = · · · = −15.

Složky jediného řešeńı (x1, x2, x3, x4) jsou tedy

x1 =
det B1

det A
=

−10

−7
=

10

7
,

x2 =
det B2

det A
=

16

−7
= −

16

7
,

x3 =
det B3

det A
=

1

−7
= −

1

7
,

x4 =
det B4

det A
=

−15

−7
=

15

7
.

Soustava má řešeńı
(

10

7
, −

16

7
, −

1

7
,
15

7

)

.
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2 Základńı operace s maticemi

• Necht’ A = (aij), B = (bij) jsou matice typu (m, n) a α ∈ R.

– Součin č́ısla α a matice A:

αA = (αaij)

(každý prvek matice A vynásob́ıme č́ıslem α, výsledkem je opět
matice typu (m, n)).

Úloha 2.1 (Násobeńı matice č́ıslem).

2







1 −1
0 1
3 −2





 =







2 · 1 2 · (−1)
2 · 0 2 · 1
2 · 3 2 · (−2)





 =







2 −2
0 2
6 −4





 ,

– Součet matic A a B:

A + B = (aij + bij)

(sč́ıtáme podle pozic po prvćıch (jako u součtu vektor̊u), výsledkem
je opět matice typu (m, n), matice A a B muśı být stejného typu).

Úloha 2.2 (Sč́ıtáńı matic).
(

6 2 7
1 4 −2

)

+

(

2 5 −1
3 −8 0

)

=

(

6 + 2 2 + 5 7−1
1 + 3 4−8 −2 + 0

)

=

(

8 7 6
4 4 −2

)

.

• Pro matice A, B, které jsou typu (m, n), nulovou matici Omn a α, β ∈ R

plat́ı

1) A + B = B + A,

2) A + Omn = A,

3) α(βA) = (αβ)A.

• Násobeńı matic: Necht’ A = (aij) je matice typu (m, n) a B = (bij)
je typu (n, p).

Potom matici C = (cij) typu (m, p), pro kterou plat́ı

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj,

označujeme A ·B a nazýváme součinem matice A a matice B (v tomto
pořad́ı).
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– Prvek cij vzniká vynásobeńım i-tého řádku matice A s j-tým
sloupcem matice B.

– K tomu je potřeba, aby tento i-tý řádek a tento j-tý sloupec měly
stejný počet prvk̊u.

– Proto muśı platit, že matice B má tolik řádk̊u, kolik má matice
A sloupc̊u.

– Výsledná matice má pak tolik řádk̊u, kolik jich má matice A, a
tolik sloupc̊u, kolik jich má matice B.

Úloha 2.3 (Násobeńı matic). Vypočtěte A · B pro matice

A =

(

2 3
1 −1

)

a B =

(

1 0 −1
3 −1 2

)

.

Řešeńı. Matice A má dva sloupce a matice B dva řádky, součin
A · B tedy existuje. Výsledná matice bude mı́t dva řádky (=počet
řádk̊u matice A) a tři sloupce (=počet sloupc̊u matice B).

A · B =

(

2 3
1 −1

)

·

(

1 0 −1
3 −1 2

)

=

(

2 · 1 + 3 · 3 2 · 0 + 3 · (−1) 2 · (−1) + 3 · 2
1 · 1 + (−1) · 3 1 · 0 + (−1) · (−1) 1 · (−1) + (−1) · 2

)

=

(

11 −3 4
−2 1 −3

)

.

– V předchoźım př́ıpadě nelze vypoč́ıtat B · A, nebot’ matice B má
jiný počet sloupc̊u (3) než má matice A řádk̊u (2).

– Necht’ A, B, C jsou matice a E je jednotková matice (vhodného
rozměru). Potom každá z rovnost́ı

1) A · E = A,

2) E · A = A,

3) (A + B) · C = A · C + B · C,

4) A(B + C) = A · B + A · C,

5) A · (B · C) = (A · B) · C,

plat́ı, pokud maj́ı př́ıslušné operace smysl.
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3 Inverzńı matice

• Necht’ A a X jsou čtvercové matice typu (n, n). Jestliže plat́ı

AX = En,

potom X nazýváme inverzńı matićı k matici A a znač́ıme ji A−1.

• Necht’ A je čtvercová matice typu (n, n).

– Jestliže h(A) = n, pak A nazýváme regulárńı matićı.

– Jestliže h(A) < n, pak A nazýváme singulárńı matićı.

• Necht’ je dána čtvercová matice A typu (n, n). Potom jsou následuj́ıćı
podmı́nky ekvivalentńı:

1) A je regulárńı (h(A) = n),

2) det A 6= 0,

3) k matici A existuje inverzńı matice A−1,

4) matici A lze převést pomoćı konečně mnoha ekvivalentńıch úprav
na jednotkovou matici En.

3.1 Adjungovaná matice

Necht’ je dána čtvercová matice

A =













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann













.

(Připomeňme, že Aij znač́ı doplněk prvku aij v matici A.)
Potom matici doplňk̊u













A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2
...

...
. . .

...
A1n A2n . . . Ann













nazýváme adjungovanou matićı k matici A a znač́ıme ji Adj A.
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Úloha 3.1 (Výpočet adjungované matice). K matici

A =







1 2 −1
2 0 1
1 −2 1







určete adjungovanou matici Adj A.

Řešeńı. Vypočteme jednotlivé doplňky:

A11 = (−1)1+1

∣

∣

∣

∣

∣

0 1
−2 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 2, A12 = (−1)1+2

∣

∣

∣

∣

∣

2 1
1 1

∣

∣

∣

∣

∣

= −1,

A13 = (−1)1+3

∣

∣

∣

∣

∣

2 0
1 −2

∣

∣

∣

∣

∣

= −4, A21 = (−1)2+1

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1
−2 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

A22 = (−1)2+2

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1
1 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 2, A23 = (−1)2+3

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
1 −2

∣

∣

∣

∣

∣

= 4,

A31 = (−1)3+1

∣

∣

∣

∣

∣

2 −1
0 1

∣

∣

∣

∣

∣

= 2, A32 = (−1)3+2

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1
2 1

∣

∣

∣

∣

∣

= −3,

A33 = (−1)3+3

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
2 0

∣

∣

∣

∣

∣

= −4.

Adj A =







A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33





 =







2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4





 .
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3.2 Výpočet inverzńı matice pomoćı adjungované

Jestliže A je regulárńı (det A 6= 0) matice, potom plat́ı

A−1 =
1

det A
Adj A.

Úloha 3.2 (Určeńı inverzńı matice pomoćı adjungované matice). Určete
inverzńı matici k matici A z předchoźıho př́ıkladu 3.1.

Řešeńı. Adjungovanou matici již známe. Nyńı je potřeba vypoč́ıtat det A a
t́ım také zjistit, zda A je regulárńı (det A 6= 0):

det A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −1
2 0 1
1 −2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 −1
0 0 1

−1 −2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1(−1)2+3

(

3 2
−1 −2

)

= 4 6= 0.

Odtud

A−1 =
1

det A
Adj A =

1

4







2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4





 =











1
2

0 1
2

−1
4

1
2

−3
4

−1 1 −1











.

Ještě provedeme zkoušku:

A · A−1 =







1 2 −1
2 0 1
1 −2 1

















1
2

0 1
2

−1
4

1
2

−3
4

−1 1 −1











= · · · =











1 0 0

0 1 0

0 0 1











.

Zkusme ještě opačně:

A−1 · A =











1
2

0 1
2

−1
4

1
2

−3
4

−1 1 −1

















1 2 −1
2 0 1
1 −2 1





 = · · · =











1 0 0

0 1 0

0 0 1











.

T́ım jsme ukázali, že A je zde na oplátku inverzńı k A−1.

Vlastnost ukázaná na konci předchoźıho př́ıkladu plat́ı obecně:

Je-li A−1 inverzńı k A, potom je i A inverzńı k A−1, tj.

AA−1 = A−1A = En.
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3.3 Výpočet inverzńı matice pomoćı ekvivalentńıch úprav

• Zaṕı̌seme danou (regulárńı) matici A ve dvojici se stejně rozměrnou
jednotkovou matićı En:

(A|En) =













a11 a12 . . . a1n 1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 1













.

• Nyńı pomoćı ekvivalentńıch úprav (kromě přehazováńı sloupc̊u) převedeme
A na jednotkovou matici En, přičemž stejné úpravy budeme vždy apli-
kovat i na pravou část matice (za svislou čarou).

• V okamžiku, kdy se vlevo objev́ı En, vpravo źıskáme A−1:

(A|En) =













a11 a12 . . . a1n 1 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 1













∼ · · · ∼
(

En|A−1
)

.

Úloha 3.3 (Výpočet inverzńı matice pomoćı ekvivalentńıch úprav). Tı́mto
zp̊usobem nalezněte inverzńı matici k matici z př́ıkladu 3.1.

Řešeńı.

(A, E3) =







1 2 −1 1 0 0
2 0 1 0 1 0
1 −2 1 0 0 1





 ∼







1 2 −1 1 0 0
0 −4 3 −2 1 0
0 −4 2 −1 0 1





 ∼

∼







1 2 −1 1 0 0
0 −4 3 −2 1 0
0 0 −1 1 −1 1





 ∼







1 2 0 0 1 −1
0 −4 0 1 −2 3
0 0 −1 1 −1 1





 ∼

∼







1 2 0 0 1 −1
0 1 0 −1

4
1
2

−3
4

0 0 1 −1 1 −1





 ∼







1 0 0 1
2

0 1
2

0 1 0 −1
4

1
2

−3
4

0 0 1 −1 1 −1





 =
(

E3|A
−1
)

.

Tedy

A−1 =











1
2

0 1
2

−1
4

1
2

−3
4

−1 1 −1











=
1

4







2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4





 .
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Provedeme zkoušku:

A · A−1 =







1 2 −1
2 0 1
1 −2 1







1

4







2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4







=
1

4







1 2 −1
2 0 1
1 −2 1













2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4







=
1

4







4 0 0
0 4 0
0 0 4





 =







1 0 0
0 1 0
0 0 1





 = E3.

3.4 Řešeńı soustav lin. rovnic pomoćı inverzńıch matic

Necht’ je dána soustava n rovnic o n neznámých

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,
...

...
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn.

(∗)

Označme:

A =













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann













, x =













x1

x2
...

xn













, b =













b1

b2
...

bn













.

Soustavu (∗) lze nyńı zapsat pomoćı maticové rovnice (x a b jsou tzv.
sloupcové vektory):

Ax = b.

Jestliže A je regulárńı matice, pak podle Frobeniovy věty existuje právě
jedno řešeńı soustavy (∗). Vynásob́ıme-li předchoźı rovnici matićı A−1 zleva,
dostaneme

A−1Ax = A−1b,

Enx = A−1b,

x = A−1b,

což dává daľśı možnost určováńı řešeńı soustavy (∗).
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Úloha 3.4 (Řešeńı soustavy lin. rovnic pomoćı inverzńı matice). Pomoćı
inverzńı matice vyřešte soustavu rovnic

x1 + 2x2 − x3 = −3,

2x1 + x3 = 7,

x1 − 2x2 + x3 = 7.

Řešeńı. Máme

A =







1 2 −1
2 0 1
1 −2 1





 , x =







x1

x2

x3





 , b =







−3
7
7





 .

Dále z předchoźıch př́ıklad̊u známe inverzńı matici

A−1 =











1
2

0 1
2

−1
4

1
2

−3
4

−1 1 −1











=
1

4







2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4





 .

Podle vzorce máme

x = A−1b =











1
2

0 1
2

−1
4

1
2

−3
4

−1 1 −1

















−3
7
7





 =
1

4







2 0 2
−1 2 −3
−4 4 −4













−3
7
7





 =







2
−1
3





 .

Tedy

x =







x1

x2

x3





 =







2
−1
3





 .
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