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1 Pr̊uběh funkce

Opět budeme vycházet ze skript

[KS] Jaromı́r Kuben, Petra Šarmanová: Diferenciálńı počet funkćı jedné proměnné.

VŠB-TU Ostrava. Dostupné: http://homel.vsb.cz/˜s1a64/cd/index.htm,

konkrétně jde o kapitolu č. 9 zač́ınaj́ıćı na straně 243.

Nejprve se nauč́ıme určovat d́ılč́ı vlastnosti funkćı, ze kterých posléze po-
skládáme celkový pr̊uběh funkce a budeme moci poučeně načrtnout jej́ı graf.
Jmenovitě p̊ujde o to určit (pomoćı prvńı a druhé derivace funkce):

• maximálńı intervaly ryźı monotonie vyšetřované funkce (co největš́ı inter-
valy, na kterých funkce roste (klesá)),

• lokálńı extrémy funkce,

• maximálńı intervaly konvexity a konkavity vyšetřované funkce,

• inflexńı body grafu funkce,

• asymptoty grafu funkce.

Společně s již ovládanými dovednostmi (definičńı obory, parita, spojitost, li-
mity) nám to umožńı źıskat dostatečné množstv́ı informaćı o vyšetřované funkci.

Maximálńı intervaly ryźı monotonie

Věta 1.1 (ryźı monotonie na intervalu, viz také Věta 9.1 ve skriptech). Jestlǐze
funkce f je spojitá na otevřeném intervalu J = (a, b) a jestlǐze pro každý bod
x intervalu J plat́ı f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0), potom funkce f je na J rostoućı
(klesaj́ıćı).

V praxi tedy budeme hledat maximálńı intervaly, kde je prvńı derivace kladná
(záporná).

Úloha 1. Určete intervaly ryźı monotonie funkce f(x) = x3 − 3x (tj. určete, na
kterých intervalech je funkce f rostoućı a na kterých je klesaj́ıćı).
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Řešeńı. D(f) = R, f je spojitá na R.

f ′(x) = 3x2 − 3, D(f ′) = R.

f ′ je spojitá na R. Měnit znaménko tedy může jen ve svých nulových bodech.
Najdeme je:

f ′(x) = 0, 3x2 − 3 = 0, 3(x2 − 1) = 0, x1,2 = ±1.

Dva nulové body funkce nám rozděluj́ı definičńı obor na tři intervaly: (−∞, −1),
(−1; 1) a (1, ∞). Na těchto intervalech již má f ′ vždy jen jedno znaménko. Vzhle-
dem k tomu, že grafem f ′ je parabola otevřená nahoru, je f ′ kladná na krajńıch
intervalech a záporná na prostředńım intervalu. Pokud bychom takové úvahy (u
složitěǰśı funkce) nebyli schopni, stač́ı dosadit z každého intervalu po jednom
bodu. T́ım źıskáme znaménko pro celý interval:

• Interval (−∞, −1): voĺıme x = −2, tedy f ′(−2) = 3(−2)2 − 3 = 9 > 0.

f ′ je kladná na celém intervalu, a tak f je rostoućı na (−∞, −1).

• Interval (−1; 1): voĺıme x = 0, tedy f ′(0) = 3(0)2 − 3 = −3 < 0.

f ′ je záporná na celém intervalu, a tak f je klesaj́ıćı na (−1; 1).

• Interval (1, ∞): voĺıme x = 2, tedy f ′(2) = 3(2)2 − 3 = 9 > 0.

f ′ je kladná na celém intervalu, a tak f je rostoućı na (1, ∞).

Graficky to znázorńıme pomoćı následuj́ıćıho diagramu:

x

f’ 0 0

fce

-1 1

>0 <0 >0

Řešené př́ıklady ve skriptech:

9.2, 9.3 a 9.5.
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Lokálńı extrémy

Lokálńı extrémy představuj́ı největš́ı (nejmenš́ı) funkčńı hodnotu na nějakém
(malém) okoĺı. Na následuj́ıćım obrázku má funkce f lokálńı maximum v bodě
x0 (o hodnotě f(x0)) a lokálńı minimum v bodě x1 (o hodnotě f(x1)):

y=f(x)

y

x

Můžeme nahlédnout, že v tomto př́ıpadě jde

• u lokálńıho maxima o přechod od r̊ustu k poklesu a

• u lokálńıho minima o přechod od poklesu k r̊ustu.

Podmı́kou ovšem bylo, že funkce je v těchto bodech spojitá. Existence prvńı
derivace toto zaručuje. Všimněte si, že derivace je v této ukázce v těchto bodech
nulová (pokud existuje, muśı to tak být). Lokálńı extrém ale může existovat i v
bodě, kde prvńı derivace neexistuje. Např́ıklad v bodě x = 0 má funkce f : y = |x|
lokálńı minimum a současně v něm nemá derivaci.

Přesněǰśı definice:

Definice 1.2 (Lokálńı extrémy). Řekneme, že funkce f má v bodě c lokálńı
minimum (lokálńı maximum), jestlǐze existuje nějaké ε-ové okoĺı bodu c, tedy
(c − ε, c + ε), tak, že plat́ı

f(x) ≥ f(c) (f(x) ≤ f(c)) pro každé x ∈ (c − ε, c + ε).

Definice 1.3 (Ostré lokálńı extrémy). Řekneme, že funkce f má v bodě c ostré
lokálńı minimum (ostré lokálńı maximum), jestlǐze existuje nějaké prstencové ε-
ové okoĺı bodu c, tedy (c − ε, c + ε) \ {c}, tak, že plat́ı

f(x) > f(c) (f(x) < f(c)) pro každé x ∈ (c − ε, c + ε) \ {c}.

Věta 1.4 (Nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému). Jestlǐze funkce f má
v bodě c lokálńı extrém a má v tomto bodě derivaci, pak nutně f ′(c) = 0.

3



Definice 1.5 (Stacionárńı bod). Bod c, pro který je f ′(c) = 0, budeme nazývat
stacionárńı bod (nebo bod podezřelý z extrému) funkce f .

Věta 1.6 (postačuj́ıćı podmı́nka existence ostrého lokálńıho extrému). Jestlǐze
f ′(c) = 0 a f ′′(c) > 0 (f ′′(c) < 0), pak funkce f má v bodě c ostré lokálńı
minimum (ostré lokálńı maximum).

Poznámka 1.7. Jak jsme jǐz naznačili výše, pro nás bude jednodušš́ı (účelněǰśı)
ostré lokálńı extrémy určovat z maximálńıch interval̊u ryźı monotonnosti.

Úloha 2. Najděte ostré lokálńı extrémy funkce f(x) = x3 − 3x.

Řešeńı. Pro tuto funkci jsme již vyšetřovali maximálńı intervaly ryźı monotonie.
Máme tedy všechny potřebné informace:

• f i f ′ jsou spojité na R.

• Z diagramu vyčteme, že v bodě x = −1 docháźı k přechodu z rostoućı
na klesaj́ıćı. Funkce f tu má (ostré) lokálńı maximum o hodnotě f(−1) =
(−1)3 − 3(−1) = 2.

• Z diagramu vyčteme, že v bodě x = 1 docháźı k přechodu z klesaj́ıćı na
rostoućı. Funkce f tu má (ostré) lokálńı minimum o hodnotě f(1) = (1)3 −
3(1) = −2.

Vid́ıme, že maximálńı intervaly ryźı monotonie a lokálńı extrémy spolu úzce
souviśı. Budeme je tedy vyšetřovat a do diagramu zaznamenávat společně:

x

f’ 0 0

fce

-1 1

>0 <0 >0

LMax

LMin

Řešené př́ıklady ve skriptech:

9.8, 9.12, 9.13, 9.14 a 9.15.
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Maximálńı intervaly ryźı konvexnosti a konkávnosti

Pro základńı představu můžeme ř́ıci, že funkce f : y = x2 je konvexńı na R,
zat́ımco g : y = −x2 je konkávńı na R.

Samozřejmě u složitěǰśıch funkćı to může být komplikovaněǰśı. Stejně jako
funkce může mı́t intervaly na kterých je rostoućı (klesaj́ıćı), tak může mı́t i in-
tervaly, kde je konvexńı (konkávńı).

V jednodušš́ı definici můžeme ř́ıci, že funkce je konvexńı tam, kde je jej́ı prvńı
derivace rostoućı (tedy (f ′)′ = f ′′ > 0), a konkávńı tam, kde je jej́ı prvńı derivace
klesaj́ıćı (tedy (f ′)′ = f ′′ < 0). Samozřejmě tato definice předpokládá existenci
obou derivaćı.

Podobně jako u přechod̊u monotonie jsme uvažovali lokálńı extrémy, zde při
přechodech mezi konvexńımi a konkávńımi úseky (i v opačném pořad́ı) budeme
uvažovat tzv. inflexe (inflexńı body grafu) funkce.

Věta 1.8. Jestlǐze funkce f je spojitá na intervalu J = (a, b) a jestlǐze pro každý
bod x intervalu J plat́ı f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0), pak funkce f je na J ryze konvexńı
(
⋃

) (ryze konkávńı (
⋂

)).

Úloha 3. Najděte intervaly ryźı konvexity a ryźı konkavity funkce f(x) = x3−3x.

Řešeńı. Již v́ıme, že D(f) = D(f ′) = R a f ′(x) = 3x2 − 3. Nyńı vypočteme
f ′′(x) = 6x, přičemž také D(f ′′) = R a f ′′ je na R spojitá.

Jediným nulovým bodem druhé derivace je bod x = 0. Je snadné zjistit, že

• f ′′(x) < 0 pro x ∈ (−∞, 0), je zde tedy konkávńı,

• f ′′(x) > 0 pro x ∈ (0, ∞), je zde tedy konvexńı.

Diagram znázorňuj́ıćı maximálńı intervaly ryźı konvexity a konkavity:

x

f’’ 0 >0<0

fce

0

Definice 1.9 (inflexe). Řekneme, že funkce f má v bodě c inflexi, jestlǐze má v
bodě c derivaci a jestlǐze pro nějaké ε > 0 je funkce f na intervalu 〈c − ε, c〉 ryze
konvexńı (ryze konkávńı) a na intervalu 〈c, c + ε〉 ryze konkávńı (ryze konvexńı).

Věta 1.10. Jestlǐze f ′′(c) = 0 a f ′′′(c) 6= 0, pak funkce f má v bodě c inflexi.
(Také ř́ıkáme, že bod [c, f(c)] je inflexńım bodem grafu funkce f .)
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Opět budeme sṕı̌se vycházet z diagramu vyšetřuj́ıćıho konvexitu a konkavitu,
kde přechody mezi nimi (pokud tam existuje f ′′, zpravidla je rovna nule).

Úloha 4. Najděte body inflexe funkce f(x) = x3 − 3x.

Řešeńı. Opět využijeme předchoźıch výsledk̊u a diagramu. K x = 0 doplńıme
nápis infl, který vyznačuje př́ıtomnost inflexe:

x

f’’ 0 >0<0

fce

0

infl

Také doplńıme souřadnice inflexńıho bodu grafu funkce, tedy v bodě [0; f(0)] =
[0; 0] přecháźı graf funkce z konkávńıho na konvexńı zakřiveńı.

Řešené př́ıklady ve skriptech:

9.30, 9.31 a 9.32.
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Asymptoty grafu funkce

Asymptoty grafu funkce jsou př́ımky, které nám pomáhaj́ı lépe vystihnout—
načrtnout graf funkce.

U asymptot rozlǐsujeme dva druhy:

• Svislé př́ımky (ř́ıkáme jim vertikálńı asymptoty), které nám pomáhaj́ı za-
chytit

”
únik“ grafu do +∞ (−∞) ve vlastńım bodě.

– Např́ıklad př́ımka x = π

2
je vertikálńı asyptotou grafu funkce tg(x)

(jednou z nekonečně mnoha).

– Př́ımka x = 0, tedy osa y je vertikálńı asymptotou grafu funkce 1

x

(jedinou).

• Šikmé př́ımky (mohou být i vodorovné, ř́ıkáme jim asymptoty se směrnićı),
které nám pomáhaj́ı vyjádřit limitně lineárńı (př́ımkový) charakter grafu
funkce pro x jdoućı k +∞ nebo k −∞.

– Např́ıklad osa x (y = 0) je asymptotou se směrnićı grafu funkce ex pro
x → −∞, nebo také v obou směrech pro graf funkce 1

x
.

Definice 1.11 (asymptoty grafu funkce). 1) Př́ımka x = c se nazývá ver-
tikálńı (svislá) asymptota grafu funkce f , jestlǐze funkce f má v bodě c

alespoň jednu jednostrannou nevlastńı limitu.

2) Př́ımka y = kx + q se nazývá asymptotou se směrnićı (šikmou asymptotou)
grafu funkce f , jestlǐze plat́ı

lim
x→+∞

f(x)

x
= k ∈ R, lim

x→+∞

[f(x) − kx] = q ∈ R,

nebo

lim
x→−∞

f(x)

x
= k ∈ R, lim

x→−∞

[f(x) − kx] = q ∈ R.

Úloha 5. Najděte asymptoty grafu funkce f(x) =
x3

4 − x2

Řešeńı. 1) Vertikálńı:

D(f) = R\{∓2}, f je spojitá na D(f), možnými kandidáty jsou tedy pouze
př́ımky x = −2 a x = 2.

lim
x→−2−

x3

4 − x2
=

[

−8

0−

]

= +∞,
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což je nevlastńı limita, a tak je př́ımka x = −2 vertikálńı asymptotou grafu
funkce f .

lim
x→2−

x3

4 − x2
=

[

8

0+

]

= +∞,

což je opět nevlastńı limita, a tak i př́ımka x = −2 je vertikálńı asymptotou
grafu funkce f .

2) Asymptoty se směrnićı:

Pro x → +∞ máme

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x
3

4−x2

x
= lim

x→+∞

x2

4 − x2
= −1 = k ∈ R,

a tak můžeme přikročit k výpočtu q

lim
x→+∞

[f(x) − kx] = lim
x→+∞

[

x3

4 − x2
− (−1)x

]

= lim
x→+∞

x3 + 4x − x3

4 − x2
=

= lim
x→+∞

4x

4 − x2
= 0 = q ∈ R.

Obě limity vyšly vlastńı, a tak př́ımka y = −1x + 0, tedy y = −x, je
asymptotou se směrnićı grafu funkce f pro x → +∞.

Na druhou stranu, pro x → −∞ máme

lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

x
3

4−x2

x
= lim

x→−∞

x2

4 − x2
= −1 = k ∈ R,

a tak můžeme opět přikročit k výpočtu q

lim
x→−∞

[f(x) − kx] = lim
x→−∞

[

x3

4 − x2
− (−1)x

]

= lim
x→−∞

x3 + 4x − x3

4 − x2
=

= lim
x→−∞

4x

4 − x2
= 0 = q ∈ R.

Ukázalo se, že př́ımka y = −x je asymptotou se směrnićı grafu funkce f též
pro x → −∞.

Řešené př́ıklady ve skriptech:

9.35, 9.38, 9.39 a 9.40.
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Celkové vyšetřeńı pr̊uběhu funkce

Můžeme postupovat vyšetřováńım následuj́ıćıch vlastnost́ı:

1) Definičńı obor, pr̊useč́ıky s osami x a y, intervaly, kde je funkce kladná a
kde záporná.

2) Zvláštnosti funkce: parita, periodičnost, spojitost, omezenost.

3) (Jednostranné) limity v
”
krajńıch“ (vlastńıch i nevlastńıch) bodech de-

finičńıho oboru a v bodech nespojitosti.

4) Intervaly ryźı monotonie.

5) Ostré lokálńı extrémy a jejich funkčńı hodnoty.

6) Intervaly ryźı konvexnosti a konkávnosti.

7) Inflexni body grafu funkce.

8) Asymptoty grafu funkce.

9) Nakresĺıme grafy podle předchoźıch informaćı a urč́ıme obor hodnot.

Úloha 6. Vyšetřete pr̊uběh funkce f : y =
x3

4 − x2
.

Cvičeńı:

Úloha 7 (opakováńı z přednášky + dodělat). Vyšetřete pr̊uběh funkce f : y =
x3

4 − x2
.

Úloha 8. Vyšetřete pr̊uběh funkce f : y =
x2

x − 1
.

Úloha 9. Vyšetřete pr̊uběh funkce f : y = x − arctg x.
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Obrázek 1: Graf funkce f : y =
x3

4 − x2
. Vertikálńı asymptoty x = −2 a x = 2,

šikmá asymptota y = −x pro x → −∞ i x → −∞.
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Obrázek 2: Graf funkce f : y = x
2

x−1
.
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Obrázek 3: Graf funkce f : y = arctg x.
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