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Predmluva

Tento ucebni text je urcen studenttim 2. ro¢niku bakalarského studia apliko-
vané matematiky na katedfe matematické analyzy a aplikaci matematiky. Jeho
cilem je predstavit studenttim tohoto studijniho programu, na elementarni arovni,
zékladni pojmy a vypocetni postupy z teorie obycejnych diferencidlnich a dife-
rencnich rovnic.

U obou typt je diraz kladen zejména na tzv. linedrni rovnice a dostatecny
pocet fesenych priklad.

Text vznikal nékolik let jako zaznam prednéasek v predmétu Matematika 3.

P1i zévérecné kompletaci jsem vyuzil v ¢asti Obycejné diferencialni rovnice
publikaci [1] ke zpFesnéni teoretickych partii. Dalsi doporucené studijni zdroje
uvadim v seznamu pouzité literatury (napiiklad [5] a [8]).

Céast Diferencni rovnice ma vyznamny zdroj ve vynikajici knize [2].

V 1vodech jednotlivych kapitol se setkate s nasledujicimi ikonami, které by
mély usnadnit praci s predlozenym textem:

Clile: Na zacatku kazdé kapitoly naleznete konkrétné formulované cile. Je-
@ jich prostiednictvim ziskate pfedstavu o tom, cemu budete po nastudovani
prislusného oddilu rozumét a co budete schopni délat.

Motivace: Odstavec, v némz by mélo byt vysvétleno, proc¢ se danou proble-
-Z:} matikou viibec hodlame zabyvat. Ma vas motivovat k tomu, abyste studo-
vali pravé tuto pasaz.

Na kone¢ném tvaru textu se vyznamné podileli recenzenti, at uz ti oficialni,
Mgr. Bohumil Krajc, Ph.D. a RNDr. Jan Tomecek, Ph.D., tak i prof. RNDr.
Svatoslav Stanék, CSc a prof. RNDr. dr hab. Jan Andres, DSc. Rad bych jim zde
za to vyjadril veliky dik.

V neposledni fadé dékuji za podporu projektu MAPLIMAT - Modernizace
studia aplikované matematiky na PY¥F Univerzity Palackého v Olomouci (¢islo
projektu CZ.1.07/2.2.00/15.0243), ktery je spolufinancovan Evropskym socialnim
fondem a statnim rozpoc¢tem Ceské republiky.

Leden 2013

Jiri Fiser
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Cast I
Obycejné diferencialni rovnice



1 Uvodni motivaéni piiklad

Po prostudovani této kapitoly zjistite, k ¢emu mohou byt diferencialni rov-
@ nice uzite¢né. Jak se pomoci nich d4 modelovat prakticky problém a co nam
prindsi jejich reseni.

3 : E Prakticka motivace je vzdy ta nejlepsi.

Nez si presné nadefinujeme, co to vlastné obycejné diferencialni rovnice jsou,
uvedeme si dva ilustracni priklady.

Priklad 1.1 (Vrh télesem svisle doli) Téleso o hmotnosti m vrhneme svisle dolt
s pocatecni rychlosti vy a budeme zkoumat, jak se méni jeho rychlost v = v(t) v
nasledujicim case t > 0, jestlize pocitame s odporem vzduchu s koeficientem k.

Regeni. Na padajici téleso piisobi zemskd tiZe (urychluje pad) a soucasné od-
por vzduchu (zpomaluje pad). Zatimco zemskou tizi povazujeme za konstantni
(mg), tak odpor vzduchu zavisi pfimo Gmérné na aktudlni rychlosti (kv). Jiné
sily ptisobici na téleso neuvazujeme.

Pocatecéni rychlost v case t = 0 Sily v pribéhu padu

Odpor prostredi: kv

v(0) = vy <>

Tihova sila: mg

Obrazek 1: Grafické znazornéni situace padajiciho télesa.

Pokud na téleso ptisobi néjaka nenulova sila, udéluje mu zrychleni. Zavislost
této sily F', hmotnosti télesa m a jeho zrychleni a popisuje druhy Newtontv
zékon:

m-a=F

Hmotnost télesa m je dana, zrychleni a = % vyjadiime jako derivaci aktualni

rychlosti a F' = mg — kv je soucet uvazovanych sil (sila ptsobici smérem k Zemi



je brana kladné, v opa¢ném sméru zaporné). Po dosazeni do rovnice druhého
Newtonova zakona:

d_ztj =mg — kv. (1.1)

V této rovnici se vyskytuje derivace nezndmé (hledané) funkce v = v(t) a je to
priklad tzv. linearni diferencialni rovnice prvniho fadu. Rovnice tohoto typu se
v pribéhu semestru nau¢ime fesit (=najit funkce, které dané rovnici vyhovuji).
V tuto chvili si ukazeme, k cemu lze pfi feseni takové rovnice dojit. Uvedeme si
jednoparametrickou t¥idu funkei, které vSechny (se svymi derivacemi) vyhovuji
rovnici (1.1) pro ¢ > 0:

m

v:v(t):c-e*£t+%, ceR, tel0,00). (1.2)

Zkusme tuto skutecnost ovéfit. Abychom mohli dosadit feSeni (1.2) do rovnice
(1.1), potifebujeme vypocist derivaci rychlosti

!/

dv _k, Mg
E_[C CTT

Dosadime do levé strany (1.1) a upravime:

k
L=m- (—c—-e_rlfzt) = —c-k-eml,
m

Podobné pro pravou stranu (1.1) po dosazeni dostaneme:

P:mg—k<c~efwt+%> = —c ke m,
Tedy L = P pro libovolné c € R a t € [0, 00).

Jelikoz ¢ € R, existuje nekoneéné mnoho feseni (funkei), které vyhovuji rovnici
(1.1) na intervalu [0, 00). Cim se 1igi? Co predstavuji? Jak mezi nimi rozlisovat?
Klicem bude zatim nezapocitand pocatecni rychlost vy. Mezi vSemi moznymi
feSenimi budeme vybirat jen ta, ktera spliiuji poc¢atecni podminku v(0) = wvy.
Uvidime, ze bude pravé jedno:

v(0) = vy,
_ko Mg
c-e + I = o,
mg
c+ L = o,
myg
cC=1vy— ——.
Tk



Dosadime zpét do (1.2):

v=uo(t) = <vo— @> -e_%t+@, t €1]0,00). (1.3)
k k
Regeni (1.2) nazyvdme obecné (zahrnuje vSechna feSeni), zatimco feseni (1.3)
nazyvame partikularni.
Na z&vér prozkouméme dva limitni stavy partikuldrniho feseni, pro & — 0*
(zanedbani odporu vzduchu)

. mg _ky Mg
1 —_ e m + .
0</iglo+ [(UO k ) k

a pro t — oo (limitni chovéani rychlosti v ¢ase)

. m _k m m
Voo = lim [(”0—79> ¢ ’“79] -5

Zde je vy limitni (konstantni) rychlost, pfi které se odpor vzduchu vyrovna s
tthovym zrychlenim.

Na obrazku 2 je znazornén vyvoj rychlosti padajiciho télesa pii pocatecni
rychlosti vy < V.

= Uo+gt.

Obréazek 2: Graf rychlosti padajiciho télesa v = v(t), kde v(0) = vy znaci poca-
tecni rychlost a v, je rychlost limitni.

]

Dalsim ilustrativnim prikladem, tentokrat z ekonomické oblasti, bude urco-
vani ceny zbozi (jako funkce ¢asu), pii které nastava rovnovaha mezi nabidkou a
poptavkou.



Piiklad 1.2 (Rovnovazna cena, [1]) Oznacime p = p(t) jednotkovou cenu néja-
kého zbozi v Case t, g4 = qq(t) je poptavkova funkce a ¢s = ¢5(t) je nabidkova
funkce.
Ptredpokladame, ze veli¢iny ¢4 a ¢s zavisi linedrné na cené p a rychlosti jeji
zmény (vyjadiené jeji derivaci), tedy na p’
qs = ao + aip + azp’,
qqa = bo + bip + oy,
pritom uvazujeme, Ze ag, a1, as, by, by, bs € R a soucasné a; # by a as # bs.
Rovnovaha nastava, kdyz q; = qs, tedy
ap + ar1p + agp’ = by + bip + bap'.

Po tpravé dostaneme

(ag —b2)p’ + (a1 — b1)p = (bo — ao),
coz je typové tzv. linearni diferencialni rovnice prvniho fadu. Rovnice tohoto typu

budeme umét fesit. Sami tedy budeme schopni zjistit, zZe feSenim této rovnice je
cela trida funkeci

p(t) = Cexp (—al — blt) + by = o C eR. (1.4)

as — by al_bl’

Pokud bychom chtéli, aby cena p(t) na pocatku, tedy v ¢ase t = 0, byla K,
pridame podminku

p(0) = K. (1.5)

p(0) ziskdme z (1.4), kdyz za t dosadime nulu. Takto, po dosazeni do (1.5), do-

stavame rovnici ; ;
a; — —a
Cexp | — ! o) 4+ 22 0 _ K ,
as — by a; — by

tedy
by —a by —a
C+ 2=k — C=K->-2
a, — bl a1 — bl
Ziskané C' dosadime zpétné do (1.4) a dostaneme tzv. partikuldrni feseni, které

splituje podminku p(0)=K:

bg—ao al—bl bo—ag

t)y=| K — e — t .

p() ( Gl—bl) Xp( az — by +&1—b1
Tato funkce predstavuje rovnovahu mezi nabidkou a poptavkou.
bg — Q

a; — bl
, L, G2 —02 y
daného zbozi se limitné blizi k této hodnoté.

0 . ;.
, COZ znamena, ze cena
ay — 01

1) V piipadé, ze > 0, bude 1tlirn p(t) =
—00

a; — b
e a2 _\/ 2
zbozi roste nade vSechny meze.

2) V piipadé, ze < 0, bude 1tlirn p(t) = 00, coz znamend, Ze cena daného
—00

|
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2 Diferencialni rovnice — zakladni pojmy

Jak jsme si ilustrovali na predchozich ukazkach, pii praktickych tlohach casto
potiebujeme nalézt neznamou funkci, jejiz vlastnosti jsou popsany pomoci jejich
derivaci, zasazenych do néjaké rovnice. Takovou rovnici pak nazyvame diferenci-
alni rovnice.

Poznamka 2.1 V matematice i v aplikacich se pracuje

e s obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi, to jsou ty, kde neznama funkce je
funkci jedné nezavisle proménné a derivace neznamé funkce je obycejnou
derivaci,

e ataké s parcidalnimi diferencidalnimi rovnicemi, kde neznama funkce je funkci
vice proménnych a jeji derivace jsou tedy derivacemi parcialnimi.

V tomto textu se budeme zabyvat vyhradné obyc¢ejnymi diferencialnimi rov-
nicemi, a tak si obcas budeme moci dovolit vynechat slovo ,obycejny“ a pouzit
pouze termin ,diferencialni rovnice*.

Rovnici
F(t,y,y,...y™) =0, (2.1)
kde
e [ je dana funkce n + 2 proménnych, definovana na néjaké mnoziné
G=1IxQ, |,
kde I C R je intervall a  Cc R*™!,
e ¢t € [ je nezavisle proménna,
e y = y(t) je nezndmé funkce, a
e ¢/, ...y"™ jsou derivace této neznamé funkce y,

nazyvame obycejna diferencidalni rovnice n-tého radu.

Rddem diferencidlni rovnice (2.1) rozumime Fad nejvyssi derivace, kterd se
v (2.1) vyskytuje.

Specialné, pro n = 1, tedy mame obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu

F(t,y,y') =0.

nterval I miiZze byt riizného tvaru, napiiklad (a,b), [a,b], (a,c0) nebo (—o00, o).

11



Nyni si ukdzeme tfi priklady jednoduchych diferencialnich rovnic, u kterych
(jen se znalosti zakladu diferencialniho a integralniho poétu) budeme schopni
urcit alespon néktera reseni.

Piiklad 2.1 Hledadme funkci y = y(t), pro niz plati ¢y’ = 2t + cost.

Ukazme, Ze jde opravdu o diferenciélni rovnici. Rovnici ¢y = 2t + cost lze prepsat
na y'—2t—cost = 0, coz mizeme psat jako F'(t,y,y’) = 0, kde funkci F' definujeme
predpisem

F(t, X1, (L’g) = X9 — 2t 4 cost.

Potom skutecné F'(t,y,y’) =y — 2t — cost, a tak dostavame
F(t7yay,):07 [:(_O0,00):R, Q:RXR,
tedy
G=IxQ=R xR

Podle definice primitivni funkce je hledanou funkci y(t) kazda funkce primi-
tivni k zadané funkci 2t + cost, tedy y = t* + sint + C, kde C je (libovolna)
integracni konstanta a t € R. O

Piiklad 2.2 Najdeme funkci y = y(t), pro niz plati ¢y’ = —y.
Nejprve opét urcime
Ft,y,v,y")=y"+y, G=RxR>

Dale z vlastnosti derivaci funkci cost a sin t vidime, ze uvedena rovnice je splnéna
napiiklad pro funkci y; = cost, také pro funkci yo = sint, ale rovnéz pro

y = Cicost+ Cysint, kde Cy,Cs € R.

Ve vsech téchto pfipadech nejsou na t zadna definiéni omezeni (ani v zadéni,
ani u FeSeni), a tak mizeme opét vzit t € R. O
Piiklad 2.3 Najdeme funkci y = y(t), pro niz plati ¢’ = 1, pficemz y(2) = 5.
Urcime

F(ty,y)=vy —1, G =R x R?
Nejprve si vSimnéme jen rovnice y' = 1; vyhovuje ji kazda funkce y = t 4+ C,
kde t € R a C' je libovolna konstanta. PouZzijeme-li nyni uvedenou podminku,

dostaneme 5 = 2 + (', a z toho C' = 3. Takze funkce y =t + 3, t € R, vyhovuje
jak uvedené rovnici, tak zadané podmince. a

V nasich prikladech jde postupné o obycejné diferencialni rovnice prvniho,
druhého a prvniho radu.

Je Cas se ptat po presnéjsi definici pojmu Feseni. Jelikoz v diferencialni rovnici
je neznamou funkce, mnozinou feSeni takové rovnice je mnozina funkci. Tyto
funkce musi splnovat dva pozadavky:

12



e musi se dat dosadit do rovnice;

— tedy musi existovat vSechny jejich potfebné derivace

— a mohou nabyvat jen takové hodnoty, aby byly v defini¢cnim oboru
funkce F',

e po jejich dosazeni musi byt F' identicky rovna nule.

Tyto pozadavky hledané funkce nemusi spliiovat vsude (V¢ € 1), ale sta¢i na néja-
kém intervalu. Proto obvykle hovoiime o feSeni diferencialni rovnice na intervalu.

Definice 2.1 (Reseni diferencidlni rovnice) Funkce ¢, kterd je n-krat spojité
diferencovatelnd na intervalu J, je 7eSenim diferencidlni rovnice (2.1) na J,
jestlize pro kazdé t € J plati

(t, o(t), ¢ (t), ..., go(")(t)) eG a F(t, o(t), ¢ (t), ..., go(")(t)) =0.

Z této definice vyplyva, ze kromé feSeni y = ¢(t) je také tfeba urcit interval
J C I, na kterém je ¢ feSenim. J nebudeme zjistovat v tom piipadé, kdy bude
odpovidat prirozenému definiénimu oboru funkce .

Poznamka 2.2 ([1])

e Reseni diferencidlni rovnice prvniho fadu F(t,y,3’) = 0 se také nazyva
integrdl diferencidlni rovnice a jeho graf v roviné (¢, y) zase integrdlni krivka.

e Ne vzdy se podafi nalézt feseni v explicitnim tvaru, a tak integralni k¥ivky
mohou byt dany i implicitné:

— explicitné: y = ¢(t), t € J,
— implicitné: H(t,y) =0, (t,y) € D C R%

e Resit diferencidlni rovnici znamena urcit vSechna jeji feSeni. Ale ne kazda
takova rovnice musi byt fesitelna.

e Mnozinu vSech FeSeni nasi diferencialni rovnice (2.1) nazyvame obecné fe-
. .9
send.

e Obecné feseni (2.1) 1ze v nékterych pripadech (napfiklad u linearnich dife-
rencialnich rovnic) vyjadrit ve tvaru

yzgp(t,C’l,C’g,...,C’n), kde 01,02,...,Cn€R.

2Néktefi autofi do obecného feSeni nezahrnuji tzv. singularni feseni. To je definovano tak,
ze kazdym bodem integralni k¥ivky odpovidajici tomuto feSeni prochazi alespon jedna dalsi
integralni kiivka pfislusné diferencialni rovnice. Piikladem singularniho feseni je funkce y =0
v pfikladu 3.5 na strané 20.

13



e Kdyz z obecného feseni vybereme jedno konkrétni (napiiklad volbou kon-
stant Oy, Cy, ..., C,), hovofime o partikuldrnim Feseni®.

i

Pf‘iklad 2.4 Zjistéte, zda funkce
T 1 2
Yy = 1 +e" +xr— =x

je Tesenim diferencialni rovnice
y// . y/ —r=0
a na jaké mnoziné (intervalu).

[Neni fesenim. Drobnou tpravou (jedno znaménko) lze tuto funkci upravit
na feSeni. V takovém pfipadé je feSenim na celém R.|

3 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu

Po prostudovani této kapitoly jiz poznate obycejnou diferencialni rovnici
@ prvniho radu a budete umét sestrojit jeji smérové pole.

E :E Vzdy je nejrozumnéjsi zacit tim jednodussim a co nejnazornéjsim.

Z nasi pfedchozi tmluvy vime, Ze obycejna diferencialni rovnice prvniho fadu
ma obecny implicitni tvar
F(t,y,y) = 0.
Pro nase ucely je to tvar zbytecné obecny. Budeme se tedy zabyvat rovnicemi,

kde je prvni derivace neznamé funkce vyjadiena explicitné (jsou zapsany v tzv.
normélnim tvaru):

v =f(ty). (3.1)

Budeme predpokladat, ze k rovnici (3.1) existuji integralni kfivky na né&jaké mno-
Ziné
G=1IxQ, I[,QCR,

kde je funkce f definovana.

3Singularni feseni lze rovnéz chapat jako partikularni feseni.

14



3.1 Geometricka interpretace obycejné diferencialni rov-
nice 1. fadu — smérové pole

Proménné t a y z rovnice (3.1) mizeme chapat jako soutadnice bodu (¢,y)
v roviné ty.

Kazdému bodu (t,y) € G je pfifazena hodnota f(t,y) a na zékladé vztahu
(3.1) je tato hodnota spojena s derivaci nezndmé funkce y’. Vzhledem k tomu,
ze geometricky derivace udéva smér, mame na G pomoci (3.1) definovano tzv.
smérove pole

{(ty. f(t,9); (ty) € G},
kde usporadanym trojicim (t,y, f (t,y)) fikdme linedarni elementy. Tyto se daji
znazornit pomoci kratkych tsecek se stfedem v (¢,y) a se smérnici f(¢,y).

Integralni kiivky diferencidlni rovnice (3.1) maji v kazdém bodé v G te¢nu ori-
entovanou shodné se smérovym polem (smérnice teény v bodé (¢, y) ma hodnotu

ft.y))
Ktivky v G, ve kterych je

Yy = f(t,y)=¢, ceR,

se nazyvaji izokliny. (Linearni elementy ,lezici“ na této kiivce maji vSechny stej-
nou smérnici c.)
Piiklad 3.1 (Smérové pole) Znézornéte smérové pole diferencialni rovnice

y = %, a to pomoci izoklin. Dale nacrtnéte graf jednoho feseni.

Reseni. Pravé strana f(t,y) = % je definovéana pro t # 0 a y € R. Tim je déno,

ze ulohu muzeme uvazovat na dvou oblastech:
G1 = (—00,0) x R, nebo G2 = (0,00) x R.

Izokliny jsou ty kfivky v GG, na kterych je derivace y/, a tedy i hodnoty f(¢,y),
konstantni. Budeme je tedy hledat pomoci rovnice

y:c, ceR,
t

odkud (snazime se explicitné vyjadiit zavislost y na t)
y=ct, ceR.

Pro kazdé ¢ € R jde o rovnici pfimky, ktera prochézi pocatkem a ma smérnici c.
Kdyz vezmeme v potaz podminku ¢ # 0 (resp. nase uvazované oblasti G; a G),
tak dostaneme vzdy dvé polopfimky, na kterych smérnice linearnich elementi
maji totoznou hodnotu c. To znamené, Ze jsou v dané polopfimce obsazeny.
Soucasné z toho plyne, ze i grafy feSeni se s témito polopfimkami shoduji. Vse
je graficky znazornéno na obrazku 3. [
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c=-—=2 4 c=2
|
C:_]. y|
I C:1
L |
— 1 |
| 2
: Reéeniy:%t,t>0.
|
| c=0
c=0 : ¢
|
|
: 1
1 ' c= —=
|
' 1
C = —
c=1 :
|
|

Obrazek 3: Smérové pole z prikladu 3.1 sestrojené pomoci izoklin.

Priklad 3.2 (Smérové pole) Znazornéte smérové pole diferencialni rovnice
y' =t — /y pomoci izoklin. Také se pokuste nacrtnout graf nékterého feseni.

Reseni. Prava strana f(t,y) =t — \/y je definovéna pro ¢t € R a y > 0, tim je
dano
G = (—00,00) x [0,00).
Izokliny:
t—+vy=c, a tedy Vy=t—c

Zde muZeme nahlédnout, Ze vyraz dava smysl jen pro t > ¢, nebot leva strana
) )

(v/¥) je nutné nezapornd, coz samoziejmé musime pozadovat i po pravé strané.

Celkove tedy dostaneme:

y=(t—c)? ceR, t>c
Pro zvolené ¢ tedy pujde o pravou polovinu paraboly s vrcholem (pocatkem) v

bodé (¢, 0).

Vse (i s ndcrtkem feSeni) je znazornéno na obrazku 4.
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Obrazek 4: Smérové pole z prikladu 3.2 sestrojené pomoci izoklin.

H

Priklad 3.3 Znéazornéte smérova pole nasledujicich diferencidlnich rovnic.
Pokuste se nac¢rtnout i graf néjakého feseni.

a’) y/:y_t27
b) 2y +2y—t—3=0,
r_ Y
C) y _t_ya
d) ¥ =" +7,
t
e) y =——.
Y

3.2 Existence a jednoznacnost reseni Cauchyovy tulohy

Casto nas ve vysledku nebudou zajimat vSechna feseni dané tlohy, ale jen
takova, kterd maji pozadovanou vlastnost, spliuji urcitou podminku.

Ptitom je diilezité, zda takové Feseni viibec existuje (existence feSeni), a kdyz
ano, zda jich nemtize byt vic ((ne)jednoznacnost Feseni).

Takové podminky mohou byt formulovany rtizné, my se vSak zaméiime jen
na jeden typ.

Budeme se vénovat tzv. pocatecni podmince

y(to) = o, (3.2)

17



ktera spolecné s diferencidlni rovnici (3.1) tvoii tzv. Cauchyovu tilohu, ktera je
zékladni tlohou v teorii diferencidlnich rovnic.

Definice 3.1 (Cauchyova tloha) Méjme diferencialni rovnici (3.1) a poca-
tecni podminku (3.2).
Jejich kombinaci, llohu
y = rf(ty),
y(to) = yo, (to,%) € G,
nazyvame Cauchyova tuloha.
Za jeji TeSeni bereme takové FeSeni y = y(t) diferencialni rovnice y' =

f(t,y), které je definovano na né&jakém intervalu J (kde ¢, € J) a spliiuje
pocatecni podminku y(to) = yo-

Priklad Cauchyovy tlohy je v piikladu 2.3. Integralni kiivky z tohoto pri-
kladu pfedstavuji soustavu navzajem rovnobéznych piimek y =t + C, C € R.
Partikuldrni feSeni dané Cauchyovy tlohy (s poc¢ateéni podminkou y(2) = 5) je
pak reprezentovano tou ptimkou soustavy, ktera prochazi bodem (2,5).

VSse je znazornéno na obrazku 5.

Y

Obrézek 5: Grafické znézornéni feseni (pfimky y =t + C, C' € R) rovnice ¢y’ = 1
z prikladu 2.3. Zvyraznéno je feseni y = t + 3 spliujici pocatecni podminku
y(2) =5.
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Reseni Cauchyovy tlohy
Uvazujme uzavienou (obdélnikovou) oblast D C G, definovanou predpisem
D={(t,y) e RxR; [t —to| < a,|y —yo| < b},

s vnitinim bodem (to,yo), kde a, b jsou dana kladna ¢isla.

Budeme predpokladat, Ze prava strana rovnice (3.1) je na tomto D definovana
a spojita (v obou proménnych). To nam zajistuje, Ze na této uzaviené mnoziné
je f omezena. Oznacime

M:mgx|f(t,y)|, h:min{a,%}.

Ptitom pfedpokladame, ze f(t,y) # 0, (¢,y) € D.

Véta 3.1 (Peanova véta o existenci feSeni, [1]) Necht pravd strana rovnice
(8.1) je spojitd na D vzhledem k obéma proménnym t a y. Potom Cauchyova
tloha (3.3) md teseni definované na intervalu |t — to| < h.

V tomto ptipadé graf feSeni zistava v D.

Pokud ke spojitosti f na D pfidame prfedpoklad omezené parcidlni derivace
f podle y na D, dostaneme kromé existence i jednoznacnost feSeni Cauchyovy
ulohy:.

Véta 3.2 Necht pravd strana rovnice (3.1) spliiuje nasledujici dvé podminky:

e je spojitd na oblasti D vzhledem k obéma promeénnym t a y ;

0
e md na D spojitou parcialni derivaci 30
Y
Potom Cauchyova uloha (3.8) md prdvé jedno teseni y = y(t) definované
na intervalu |t — to| < h.

Postacujici podminky pro existenci a jednoznacnost feseni Cauchyovy tlohy
miizeme schematicky znazornit nasledovne:

f(t,y) spojitd na D —> EXISTENCE

f(t,y) spojita na D

+ —> EXISTENCE A JEDNOZNACNOST

—— omezena na D

0y
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Véta 3.3 Necht pravd strana rovnice (3.1) spliiuje nasledujici dvé podminky:

e je spojitd funkce na R x R wvzhledem k obéma proménnym t a y;

e md na R x R spojitou a ohranicenou parcidlni derivaci 0
Y

Potom Cauchyova uloha (3.3) md pravé jedno teseni y = y(t) definované
na celém R.

Priklad 3.4 ([1]) UkaZeme, Ze feSeni rovnice
y =1+ cosy
s poc¢atecni podminkou y(tg) = yo je definované na celém intervalu (—o00,00).

Resend. Prava strana je spojitd na R x R v obou proménnych ¢ a y a parcialni
derivace pravé strany vzhledem k y existuje a je ohrani¢end v celé roviné (t,y),
protoze

0
‘—f =10 —siny| = |siny| < 1.
Iy

Tim jsou splnény predpoklady véty 3.3, a tak podle ni méa tloha

Yy =t+ cosy,
y(to) = Yo,
pravé jedno feSeni y = y(t) definované pro t € R = (—00,00). ]

Priklad 3.5 (Nejednoznac¢nost feSeni) Pokusime se aplikovat vétu 3.3 na rovnici
2
y/ = 3y§
Reseni. Owvéreni podminek existence: Pravéa strana rovnice,
_ 9.3 _ a3/
f(ty) = 3ys =3Vy?,
je skutecné spojita na R x R.
Overent podminek jednoznacnosti: Parcidlni derivace pravé strany podle pro-
ménné y,
of
A Y
oy 4

neni omezené v okoli pfimky y = 0 (na pfimce y = 0 neni definovéana vibec).
Tim nejsou splnény predpoklady véty 3.3, a tak ji nemtizeme pouzit. Na druhou

ol
I
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stranu jde pouze o postacujici podminky existence a jednoznacnosti, a tak jejich
nesplnéni existenci a jednoznacnost nevylucuje.

Ve skutecnosti zde opravdu dochazi k nejednoznacnosti feseni Cauchyovy
ulohy s pocateéni podminkou y(tg) = 0, nebof rovnice ma jednak konstantni
feSeni y = 0, jednak tiidu feseni y = (t — C)3 C € R. To znamen4, 7e pro kaz-
dou pocatecni podminku y(tg) = 0 méme jednak Teseni y = 0, ale také FeSeni
y = (t — to)®. Obé feSeni jsou definovdna na J = (—o0,00). (Neexistuje okoli
bodu ty, na kterém by si byla rovna, ani jedno neni ¢asti druhého.)

Reseni y = 0 tedy vyhovuje definici singularniho feSeni: kazdym bodem jeho
grafu prochazi alespori jeden graf jiného feSeni (téZe rovnice).

Situace je ilustrovana na obrazku 6.

Na druhou stranu stale miizeme aplikovat vétu 3.2. D staci volit tak, aby jej
neprotinala ptimka y = 0.

Y

Obrazek 6: Grafické znazornéni nejednoznacnosti feseni Cauchyovy ulohy z pri-
kladu 3.5. Reeni y = 0 je singularni.
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4 Vybrané elementarni metody reseni obycej-
nych diferencialnich rovnic prvniho radu

Po prostudovani této kapitoly jiz budete umeét rozeznat a vytesit separova-
@ telnou obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu.

Kone¢né se vam dostane do ruky néstroj (postup) k aktivnimu vyfeseni
néjaké diferencialni rovnice.

Zakladni problémy pri feseni diferencialnich rovnic

V dalsich paragrafech této kapitoly uvedeme urcité metody feseni vybrangch
typt diferencidlnich rovnic, pficemz budeme vzdy predpokladat, ze feSeni dané
diferencialni rovnice existuje.

Y ¥ Ye

Chceme-li uspésné fesit diferencialni rovnice, je tifeba:

— poznat, jakého typu je zadana rovnice,
— znat algoritmus feseni tohoto typu rovnic,

— spravné zvladnout potfebné vypocetni operace.

4.1 Separace proménnych

Tuto metodu lze uzit u tzv. separovatelnych rovnic. Ty lze prevést na tzv.
separovanou rovnici

o(y) dy = ¥(t) dt, (4.1)

ve kterém jsou proménné ¢ a y separovany (oddéleny), kazda na své strané rovnice.

Je-li y = wu(t) néjaké feSeni rovnice (4.1) na intervalu J, pak pro t € J
je dy = «/(t)dt, takze plati @(u(t))u'(t)dt = ¢(t)dt a je to identickd rovnost
dvou diferenciali na J, tj. d®(u(t)) = d¥(t¢), kde funkce ®, ¥ jsou primitivni
k funkcim ¢, 9 (u nichz se zfejmé predpoklada napiiklad spojitost). Proto plati
®(u(t)) = V(t) + C. Znamena to, ze funkce u(t) jako feseni diferencialni rovnice
(4.1) vyhovuje soucasné rovnici

B(y) = T(t) + C. (4.2)



Toto tvrzeni plati i naopak, tedy kazda funkce y = u(t), kterd vyhovuje rovnici
(4.2), spliiuje téz rovnici (4.1), jak plyne z derivace identity ®(u(t)) = ¥(t) + C.

Zaveér: Funkce y = u(t) je feSenim rovnice (4.1) pravé tehdy, kdyz vyhovuje rov-
nici (4.2); touto rovnici lze tedy vyjadfit obecné feseni dané diferencidlni rovnice
(4.1).

Vratme se nyni k nasi rovnici (3.1), ¥’ = f(¢,y). Kdy ona bude separovatelna?
Ziejmé tehdy, kdyz jeji prava strana ptjde vyjadfit jako soucin, f(t,y) = g(t)h(y):

y' = g(t)h(y). (4.3)

Za predpokladu h(y) # 0 a pfi védomi ¢’ = % muzeme (4.3) pfevést na separo-

vanou rovnici
dy

) = Y0 (4.4)

kterd se jiz fesi jako (4.1).
Zbyva vysetiit podminku h(y) # 0. Pokud m4 rovnice

h(y) =0 (4.5)

néjaké feseni y = yo(€ R), potom je konstantni funkce y = 1o FeSenim (4.3),
nebot po dosazeni do (4.3) postupné dostavame: (yo)" = h(yo)g(t), 0 = 0g(t),
0 = 0 (nebot derivace konstanty na levé strané rovnice je nula).

Za obecné feSeni (4.3) budeme brat obecné feseni (4.4) doplnéné o koreny
(4.5).

Vse si prakticky ukédzeme na nasledujicich prikladech.
td —y)

Piiklad 4.1 Najdeme obecné feSeni rovnice 3’ = 1

Reseni. Ze zadani vyplyva, Ze feSeni budeme hledat pro ¢ # —1, nebot pro tuto
hodnotu ¢ neni prava strana definovana.

Tato rovnice sice zatim neni separovand, ale je separovatelna, tj. lze v ni
separovat proménné. Vyjadiime-li 3y jako %, lze rovnici upravit na tvar, kde
proménné jsou jiz separované:

dy tdt

- 4,
11—y 1+t (4.6)

pricemz pouzitd tprava vyzaduje predpoklad y # 1. Dale

dy tdt
1—y ) 14+t

Po integraci mame
—In[l—y|=t—In|l1+¢+C,
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kde C' je libovolna konstanta. V této chvili je dana diferencialni rovnice jiz v
podstaté vyreSena, vSechno dalsi jsou tpravy a kompletace Feseni.

Predné, jsou-li v takto ziskané rovnici logaritmy, byva vhodné i integracni kon-
stantu vyjadrit jako logaritmus: C' = In Cy, kde C] je libovolna kladnd konstanta
(ztstava zachovano, ze C' je libovolnd konstanta). Rovnici

Injl+¢—Injl—y|=t+InCy

odlogaritmujeme a mame

Polozime-li Cy = c% (Cy > 0 je pak také libovolna kladné konstanta), pak

1—y

— = +(Che

1+t 2¢
a z toho .

_y —

—J_C

1+t 3€

kde C5 # 0, tedy
1—y=Cze ' (1+1),

y=1-Cse " (1+1),

coz je obecné feseni (4.6) v explicitnim tvaru.

Nyni se vratime k podmince (y # 1), kterou si vyzadala metoda FeSeni, a
podivame se, zda jsme tim nezanedbali néjaké feseni. Tedy ovérime, zda y = 1,
je TeSenim, tim, ze tuto funkci dosadime do levé a pravé strany dané diferencialni
rovnice: ' )

/ —Y
L=y =0, P = T = 0.
Jelikoz L = P prot # —1, funkce y = 1, t # —1, je skutecné Fesenim. Toto FeSeni
vSak nemusime uvadét zvlast, protoze je dostaneme, kdyZz ve vySe uvedeném
obecném Teseni pripustime nulovou hodnotu C'. Kone¢ny tvar obecného feseni je
tedy

[y:1+ce*t(1+t), CeR, t#-1|.

Situace je znazornéna na obrazku 7. Vsimnéte si zajimavého chovani feseni
v blizkosti bodu (—1,1). O
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Obrazek 7: Grafické znézornéni nékolika feseni tlohy 4.1.

1-2¢

Ptiklad 4.2 Najdeme (obecné) feseni diferencidlni rovnice y’ = —
Y

Reseni. Ze zadani této separovatelné diferenciadlni rovnice plyne, Ze neznama
funkce y se nikdy nesmi rovnat nule,

y # 0,

nebot se vyskytuje ve jmenovateli. Tato skutecnost ndm umoziiuje vynésobit
celou rovnici y* a po prepsani derivace na podil diferencialti dostavame (zde bez
dodateénych podminek):

vy =1—2t.

Pokracujeme v tipravach a vypoctech:

y?*dy = (1 —2t)dt,

/dey: /(1—2t)dt,

1
gygzt—tQ—FCl, ClER,

y3:3t—3t2+02, 02:301$02€R,

y=+/3t—32+Cy, CyeR.
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Obecné feseni dané rovnice je
y=vV3t—-3t2+C, CeR, y+#0|.

Na obrazku 8 je ponékud nedokonale znazornéno nékolik kladnych feseni. [

Obréazek 8: Grafické znézornéni nékolika feseni tlohy 4.2.

H

Priklad 4.3 Pomoci separace proménnych vyteste nasledujici diferencidlni

rovnice:
1.y’:%, ly=Czx, C €R, x+#0],
2. y’zg, ly=+V2?+C, CeR, y#0, 2> —C],

4, y':_g’ y* +22=C, C>0, y#0],

5 y/:y—l %2+y+ln(y—1):—%+0,CER,x%O,y%O,
22’ |y=1 '
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4.2 Uziti substituci

Po prostudovani této kapitoly budete schopni rozpoznat nékteré typy di-
@ ferencialnich rovnic prvniho radu, které lze vhodnou substituci prevést na
separovatelné DR.

Moznost pouziti substituci ndm znatelné rozsifi skalu fesitelnych diferenci-
{:} alnich rovnic.

U nékterych typu diferencidlnich rovnic lze pomoci vhodnych substituci (trans-
formace nezndmé funkce, pfipadné i transformace nezavisle proménné) prevést
tyto rovnice na separovatelné.

4.2.1 Rovnice typu ¢y = f(at + Sy +7)

Zde budeme Ttesit rovnice typu

Y = flat + By +7),

kde oba koeficienty v a § jsou nenulové (af # 0), nebot v opa¢ném piipadé by
slo o separovatelnou rovnici (na pravé strané by chybélo ¢ nebo y, nebo oboji).
Uzijeme substituci

z=at + Py + 7,

odkud )
d=a+ By, iy = E(Z/ —a).
Po dosazeni do dané diferencialni rovnice a po tpravé dostaneme rovnici
7 =a+pf(2),

v niz lze separovat proménné.

Poznamka 4.1 JelikoZ pii vlastni separaci proménnych ptislusnou rovnici délime

vyrazem a+ (3 f(z), musime vyloucit jeho nulovou hodnotu a ovéfit, zda jsme tim

nepfisli o néjaké feseni (to je potfeba do vysledného feseni zvlast doplnit).
Nakonec se nesmime zapomenout vratit k ptivodni proménné y.

27



Priklady takovych diferencialnich rovnic
o y =t+y,subst. z=1t+y;
ey =(t+y+5)° subst. z=t+y+5;
e ' =cos(2y + 5t — 1), subst. z = 2y + 5t — 1;

,  2t+6y—2
v = sin(t + 3y — 1)

,subst. z =t + 3y — 1.

Priklad 4.4 VyfteSime rovnici iy =t + v.

Reseni. Zde médme 3 = f(1-t+1-y+ 0), kde funkce f je identita (f(z) = z).
Volime tedy substituci z =t +y, odkud 2’ = 1+ ¢/, tedy 3/ = 2’ — 1. Po dosazeni
do dané diferencialni rovnice dostavame 2’ — 1 = z, neboli

2 =z41.

Délenim této rovnice vyrazem z + 1, kde z # —1, a nasobenim dt¢ provedeme
separaci proménnych

dz B
241

z niz po integraci a upravach dostavame

dt,

z+1=Ce,

neboli
y=Cel —1—1t,

kde C; # 0 je libovolnd konstanta. Rovnost z = —1 dava y = —1 — ¢, a to
je funkce, ktera (jak zjistime dosazenim do dané diferencidlni rovnice) je rovnéz
feSenim.

Miizeme je elegantné zahrnout do obecného feSeni povolenim nulové hodnoty
parametru C; (y =0-e" — 1 —t = —1—1). Obecné feseni je tedy

y=Ce'—1—t, CE€cR]|.
Neékolik téchto feseni je zndzornéno na obrazku 9. [

Pi#iklad 4.5 Nalezneme (obecné) feseni diferencialni rovnice y' = (4y — t)°.

Reseni. Na pravé stran€ rovnice nachazime linearni vyraz, tak pouzijeme substi-
tuci z = 4y — t (funkce f je zde druhd mocnina).
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Obrazek 9: Grafické znazornéni nékolika feseni z prikladu 4.4.

. v 7’ . L Vv L v/ / z
Ze substituéni rovnice si jesté vyjadiime y/: 2/ =4y’ — 1, ¢y = ZTJ:l. Dosadime

a TeSime separaci proménnych:

y = (4y — t)%,

2 +1
222,

1
Y =421 -dt (422 -1) £ 0 & 2 # +2, (47)

dz
422 — 1

/ dz _ / dar.
422 — 1
1 / dz 1 / dz /
—— + = = dt,
2 ) 2z+1 2] 2z—1

— dt,

1 1
—Zln|2z+1| + Zln|22_1| =t+InCy,

2z —1
2z+1

1
—1In
4

29

(4.8)

C: >0,

‘:t+lnCl, Cl>0,



2z —1

‘:4t—|—11102, 02>0,

n
2241
2z —1
= Oy, Cy>0
22+1‘ 2€ 7, 2 )
2z —1
22+1 :C’3e4t, 032i02:>037£0 (49)

Na levé strané (4.8) integrujeme racionalni funkci metodou rozkladu na parcialni

zlomky. Na fédku (4.7) jsme pro dalsi apravy vyloudili moznosti z = +3. Nyni

musime prozkoumat, zda jsme tim nepfisli o n€jaké feseni. Otestujeme dveé kon-
1

stantni funkce z(t) = —5 8 2(t) = 5

a: L=(-3)=0 P=4(-1)-1=4l-1=1-1=0,L="P

n: L=(3)=0 P=4(})-1=4-1=1-1=0,L=P.

Méame tedy dvé dodatecné (konstantni) feseni. Jedno z nich, zo, mizeme zakom-

ponovat do (4.9), kdyz u parametru C5 povolime nulu, z; musime zapsat zvlast.

Celkové tedy mame:

2z—-1

2241

Ce*, CeR, = ——].

Po néavratu k ptivodni proménné y dostaneme:

8y — 2t — 1 2% — 1
= =—Ce*, CeR = :
Ly—%+1 “ YT

Na obrazku 10 je znazornéno nékolik téchto feseni. O]

4.2.2 Rovnice typuy = F <%>, tzv. homogenni rovnice

Budeme tesit rovnice typu

y'zF(%), t#0.

V tomto ptipadé uzijeme substituci

z:%, odkud y=zt, atedy ¢ =z-+t7.

Po dosazeni do dané diferencialni rovnice a po tpravé dostaneme rovnici
2t =F(z) — 2,

v niz lze separovat proménné. Jelikoz pfitom tuto rovnici délime vyrazem F'(z)—z,
musime vyloucit jeho nulovou hodnotu a nakonec opét ovérit, zda z rovnosti
nule nedostaneme dalsi reseni dané rovnice. Nakonec se pak vracime k ptivodni
proménné.
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Obrazek 10: Grafické znazornéni nékolika feseni z ptikladu 4.5. Horni primku
dostaneme pro C' = 0 (8y — 2t — 1 = 0, tedy y = %), dolni primka pak

odpovidd zvl4st zapsanému FeSenf y = 2.

Priklady takovych diferencialnich rovnic

.25 = 3yt

1 Yy
1 9 _3(¥
*y :W'%, = e (t)y 15 Subst.:z:%;
BEARE A (1) + (¢
2_t2 1 Y 2_1
o« oyy =y — 2, o =7 Y= ) . subst. 2=
2ty 3 2(%)
2 2 —y? & - (3)2
oy (" —ty)y' =0, Y = L Y= Y subst.: z = 2.
Pty 1= (%)
. 2 _t2
Piiklad 4.6 Resime rovnici ¢ = 5
Yy

Reseni. Ze zadani plyne, ze y a t jsou riizné od nuly:

y # 0, t #0.

Po déleni ¢itatele i jmenovatele vyrazem t*> dostaneme uvedeny tvar rovnice,
tedy



Nyni zvolime novou neznamou funkci vztahem

z:%, odkud y=zt, atedy v =z-+t2.

Po dosazeni do dané diferencidlni rovnice dostaneme

24+t = -1
2z
Po separaci proménnych mame
2zdz dt
241t

Po integrovani a ipravach dostaneme integral dané diferencialni rovnice ve tvaru
t-CP+y*=C* CeR,

coZ predstavuje jednoparametrickou soustavu kruznic se stfedy v [C, 0] a s polo-
méry |C.
P¥i ptvodnich (defini¢nich) podminkach y # 0 a ¢ # 0 dostavame soustavu
pulkruznic
(t—OP+2=C% CeR, y#£0, t7é0].

Situace je znazornéna na obrazku 11. n

Obrazek 11: Grafické znazornéni feseni z prikladu 4.6 — jednoparametricka sou-
stava ptlkruZnic se sttedy v [C, 0] a s poloméry |C|, dand rovnici (t—C)%+y* = C?
a podminkami y # 0 a t # 0.
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: t+ By +
4.2.3 Rovnice typu y = f (al Py 71)

ast + Boy + 72

Ve zvlastnim pripadé, pokud determinant

xq 51
&%) 52

A =0

nebo
712 + 73 =0, (tedy vlastné ~; =, =0),

lze rovnici fesit separaci proménnych s pripadnou predchozi substituci pro rovnici
homogenni.

Je-li A #£ 0 a téz 42 + 72 # 0, provedeme substituci, pfi niZ transformujeme
jak neznamou funkci y, tak nezavisle proménnou t:

y=z+m
t=7+4s.

Po dosazeni na pravé strané dostavame:

<a1(7+s)+,31(z+r)+71)_ <a17+ﬁlz+(als+ﬁlr+%))
(T +8)+ Ba(z4+7) +v2 ) QT + oz + (as + for +72) )

Koeficienty r a s volime tak, abychom pro neznamou funkci z = z(7) dostali
rovnici homogenni, tj. aby se vynulovaly absolutni ¢leny v citateli i ve jmenovateli
uvedeného zlomku, tedy pokud polozime

a1s+ Bir+v1 =0,
s + Bor + 12 = 0.

Determinant matice této soustavy je pravé A, z jeho nenulovosti plyne existence
pravé jednoho feseni (7, s) uvedené soustavy.
Z transformacnich rovnic dale plyne, ze

dz d
dy=dz, dt=dr (tedy d—j - ?‘z),

a tak dana rovnice pfejde na tvar rovnice homogenni:

/_f a7 + 1z
7 aoT + Baz )
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. 5t — 2y — 1
Piiklad 4.7 Resime rovnici ¢y = rtrmy—

2t —y+1°
Reseni. Nejprve fesime soustavu
5s —2r — 1 =0,
2s —r+1=0,

jejiz determinant soustavy je A = —1 #0; jer =7, s = 3. Substituce y = 2 + 7,
t = 7 + 3 transformuje rovnici na tvar

517 — 2 b —22
g =T 2% neboli 2= T
21 — 2 2-2
z
rovnice homogenni. Polozime nyni — = u(7), tj. 2 = ur. Z toho 2’ = u + u'r,
T
takze = 9 2y -
—2u u® —4u +
u+u'T = , odkud ur = —o—.
2—u 2—u
Po separaci proménnych mame
2 — d
4 du = —T,
u? —4u+5
nebo téz 5 A q
_ AT qu= —99T
u? —4u+5 T

Po integraci ziskame
In(u® —4u+5) = —2In|7| +InC;, kde C; #0,

tedy

C
u? —du+5=—.
T

z -7
Jelikoz u = —, 2 =y -7, 7=1t—-3,jeu = —Z 3 takze obecné Teseni dané
- _

diferencidlni rovnice lze vyjadfit (implicitné):

2
<y—7> M T T © kde C #0.

t—3 t—3 (t —3)?
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4.2.4 SnizZeni radu diferencialni rovnice

Pokud v diferencialni rovnici n-tého fadu chybi cleny s y, /. ..

substituci z = y(™ 1) pfevést na diferencialni rovnici 1. fadu.

/

Piiklad 4.8 Resime diferencialni rovnici 3’ = v
x

Reseni. Substituce:

Separace proménnych (z = 0 je FeSenim):

dz

Zpétna substituce:

Regeni (Cy = $):

z:y’, z’:y” lei.
T
d
:—I, In|z| =In|z|, z=Cz CeR.
/ ¢,
y=Cr, y=52"+0, C,C ek

y=0C1+ 02!1327 Cy,Cy € R,

Nékolik Teseni je znazornéno na obrazku 12.

, y("_2), Ize ji

-4

3

4]

Obréazek 12: Grafické znazornéni nékolika feseni z prikladu 4.8 pro C7 = 0.
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Poznamka 4.2 Vidime, Ze obecné feseni diferencialni rovnice druhého fadu v
prikladu 4.8 zavisi na dvou integracnich konstantach.

Piiklad 4.9 Resime pocateéni tlohu:

1
o= y//7 S = y/// S = ezx’ y = 56235 + 04’ 04 cR.

Zpétna substituce:
1
y// — §e2$ + 04'

Substituce:
/ / " / 1 2x 1 2z
2=y, 2z =9, z:§e + CYy, z:ze + Cyx + Cy, Cy € R,

Zpétna substituce:

1 1 C
y' = 1¢ + Car+ Oy, yzgﬁﬁ+j%”+%x+GaC%€R

Obecné Feseni (C; = £):

1
Yy = §62x+011'2+021‘—|—03, 01,02,03 € R.
Pocatecni podminky:
1 2x 2 / 1 2x " 1 2x
Yy = ge +01£L' +CQ$—|—03, Yy = Ze +2Cll’+02, Yy = 56 —|—201
y(()):l %60—1—0104—0204—03:1 %—{'03:]_

y'(0) = —1 1042010+ Cy = —1] 1 4+Cp = -1
y"(0) =0 59+201 =0 |34+201=0
Tudiz: ) 5 7
Ci=—=, Co=——, C3=-.
1 ) 2 47 3 ]

Partikularni feseni:

Toto feseni, spolecné s jeho prvni a druhou derivaci, je znazornéno na obrazku 13.

]
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Obréazek 13: Grafické znazornéni partikularniho feseni (nejvyraznéjsi kfivka) z
ptikladu 4.9, véetné jeho prvni a druhé derivace (y(0) = 1, '(0) = —1, ¥"(0) = 0).

H

Priklad 4.10 Najdéte obecné feSeni homogenni diferencidlni rovnice:

(t+y)dt —(t —y)dy =0. [arctg%zln\/t2+y2+0]

Priklad 4.11 Najdéte obecné feSeni homogenni diferencialni rovnice:
(t* +ty +y?) dt =2 dy. [y =ttg (InCt)]
Priklad 4.12 Najdéte obecné feseni diferencidlni rovnice:

" "3

a) ¥y =y", [3y=(01—2t)%+02t+03}

b) ay” =y, kde a > 0. [y = Cleﬁ + Oyt + CS}
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5 Linearni diferencialni rovnice 1. fadu (LDR; ;)

Po prostudovani této kapitoly budete schopni rozpoznat a vyresit LDR; ;
@ metodou variace konstanty.

E :E Vyhodou LDR; ; je jejich jednoduchy tvar a primocaré reseni.

Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvame rovnici tvaru

Y +pt)y = f(t). (5.1)

Funkce f(t) se nazyva pravd strana. Pokud prava strana neni identicky rovna
nule, mame nehomogenni LDR;; (NHLDR, ;), v opa¢ném pfipadé mame rovnici
homogenni (HLDR; ;):

y' +p(t)y =0 (5.2)

Budeme ptedpokladat, ze p a f jsou spojité funkce na néjakém intervalu I.
Jak je to potom s existenci feseni pocatecni tilohy?

Véta 5.1 (O globalnosti feseni LDR; ;, [1])
Jestlize jsou funkce p a f spojité na intervalu I, potom tuloha

{ v+ p(t)y = f(1),

y(to) = yo,

kde to € I a yo je libovolné redlné cislo, ma jedin€ teseni y = y(t) na celém
intervalu 1.

LDR; ; jsou velmi dtilezité. Jednak na né vede fada vyznamnych praktickych
problému (chemické reakce, mnozeni bakterii, radioaktivni rozpad, ochlazovani

téles, ...) a jednak lze nékteré jiné typy rovnic Fesit tak, Ze je transformujeme
na LDRLf.

Existuje né&kolik metod, jak fesit LDR;s; lze je napiiklad fesit i vzorcem.?

Nejznaméjsi je metoda variace konstanty.

4Prakticky se dava pirednost pouziti nékteré z aktivnich metod, slouzicich jinak i k odvozeni
onoho vzorce.
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Metoda variace konstanty
Tato metoda spociva ve trech krocich:

1. Nejprve fesime (separaci proménnych) piislusnou rovnici homogenni a obecné
feSeni zapiSeme s integracni konstantou K.

2. ReSeni nehomogenni rovnice hleddme v tomtéz tvaru, kde vak K = K (t)
je funkce (odsud i ndzev metody: z konstanty ,se stane“ funkce). Dosadime
tedy funkci vypoctenou v bodé 1 do dané nehomogenni rovnice a dostaneme
rovnici pro neznamou funkei K.

3. Integraci vypoéteme K (t) (s integracni konstantou C') a dosadime je do
funkce vypoctené v kroku 1.

Postup pri feseni LDR; y metodou variance konstanty si ukazeme na ptikladu.

Priklad 5.1 Urc¢ime obecné feseni diferencialni rovnice 3/ =t + .

Reseni. Danou rovnici lze prepsat do standardniho tvaru 3/ — y = t, mame tedy
p(t) = —1 a f(t) =t. Podle navodu Fesime ve tfech krocich:

1. Metodou separace proménnych vyfesime prislusnou homogenni rovnici 3’ —
= 0. Jeji obecné feseni je

y=C-e', CeR.

2. Toto feseni dosadime do dané nehomogenni rovnice s tim, ze C' nahradime
funkei K = K(t). Po dosazeni méame

K . e+ K -e—K-e =t

dva ¢leny s K se rusi (a to vzdy!) a mame

K =t-e
3. Integrujeme:
K = /te_t dt = [metoda per partes| = C —t-e ' —e ™"

Toto vypoétené K dosadime do rovnice y = K - e! a dostavame
y=(C—t-e'—e") e

Obecné feseni dané nehomogenni rovnice je tedy

y=C-e'—t—1, CcR|.
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N =)

Obrazek 14: Grafické znazornéni nékolika feseni z prikladu 5.1.

]

Poznamka 5.1 Vidime, Ze obecné feseni nehomogenni rovnice je rovno souctu
obecného Feseni ptislusné rovnice homogenni (C - e') a partikuldrniho feseni dané
rovnice nehomogenni (—t — 1). Tento poznatek plati pro linearni rovnice obecné.

Priklad 5.2 Urc¢ime obecné feseni diferencialni rovnice 3’ + y cost = sin 2t.
Reseni. Prava strana je sin 2t, pfislusna rovnice homogenni je y' 4+ y cost = 0.

1. Separaci proménnych dostavame obecné feseni ptislusné rovnice homogenni
y=C-e " O cR.

2. Toto teseni dosadime do dané nehomogenni rovnice s tim, ze C' nahradime
funkei K = K(t). Po dosazeni mame

K'-e st L K. e (—cost) + K - e "' cost = sin 2t;
dva ¢leny s K se rusi (jako vidy) a mame K’ = e5™'sin 2t.
3. Integrujeme:

u=2sint v = et cost

K = /esmtsin%dt: /esthSintcostdt: A
u =2cost v =e"t

= 2" lgint — /ZeSint costdt = 2¢mtsint — 2¢O, C € R.
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sint 5 dostéavame

Toto vypoctené K dosadime do rovnice y = K - e~
y = (ZGSthSint _ 2€sint + C) i e—sint.

Obecné feseni dané nehomogenni rovnice je tedy

y=2(sint — 1)+ C-e ™ CecR|.

104

Obrazek 15: Grafické znazornéni nékolika feseni z ptikladu 5.2.

H

Priklad 5.3 Najdéte obecné feSeni diferencialni rovnice
Y+ 2ty = 2te . [y —Ce ¥ +12%", Ce R}

Priklad 5.4 Najdéte obecné feSeni diferencialni rovnice

1
y + 2y =t + 2t [yzce—2t+zl(2t2+2t—1), CG]R]
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6 Linearni diferencialni rovnice 2. fadu (LDR; ;)

Po prostudovani této kapitoly budete schopni rozpoznat LDRs; a budete
@ se orientovat v problematice feSeni (zejména homogenni tlohy).

E :E Uvidite, ze linearni nezavislost je vlastnosti nejen vektort, ale i funkci.

Linearni diferencialni rovnici druhého fadu nazyvame rovnici tvaru

y"+p)y +a)y = (1), (6.1)
kde p, ¢ a f jsou funkce definované na jistém intervalu J; p a ¢ se nazyvaji

koeficienty této diferencidlni rovnice.

Rovnice (6.1) se nazyva homogenni (s nulovou pravou stranou), je-li f(¢) = 0:
y" +p)y +q(t)y =0. (6.2)
Budeme ji oznacovat HLDRj ;.

V pfipadé (6.1) hovofime o nehomogenni rovnici (s nenulovou pravou stranou).
Budeme ji oznacovat NHLDR, ;.

Ukazka 6.1 a) y"=—y, ¢ +y =0 HLDR» ;

b) y// + t2y 411 = 0’ y/’ + t2y =1 NHLDR, ;
O

Budeme predpokladat, ze p, ¢ a f jsou spojité funkce na intervalu J. Jak je
to potom s existenci feSeni pocatecni ulohy? A jak vlastné pocatecni podminky
v tomto pripadé vypadaji?

Véta 6.1 (O globalnosti feSeni LDRyy;, [1]) Jestlize jsou funkce p, q a f
spojité na intervalu J, potom tuloha

{ v+ p(t)y +q(t)y = f(b),

y(to) = vo, y'(to) =, (6.3)

kde to € J a yo s y1 jsou dvé libovolnd redlnd cisla, md jediné reSeni y = y(t)
na celém intervalu J.

Poznamka 6.1 Chceme-li pomoci linearnich diferencidlnich rovnic formulovat
ulohu, kterd mé pravé jedno feseni, musime predepsat tolik pocatecnich podmi-
nek, jaky je fad rovnice.

Je-li podminek méné, ma tiloha nekonecné mnoho feseni, je-li jich vice, nemusi
mit zadné.
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Geometricka interpretace pocéatecni tlohy (6.3)

Hledame takové Teseni dané rovnice, které v bodé ¢ty nabyva hodnoty y, a
jehoz derivace v bodé ¢y, nabyva hodnoty ;.

Y y=wmt+q

Yo

Obrazek 16: Grafické znazornéni feseni pocatecni tlohy (6.3).

6.1 Linearita rovnic
Budeme uvazovat operator® L, ktery je dén nasledujicim p¥edpisem:

L(y) == y" +p(t)y' + q(t)y, (6.4)

kde funkce y maji spojitou druhou derivaci® na intervalu J (takovou mnoZinu

funkei znacime C?(J)). Ziejmé L(y) je zase funkce se stejnou vlastnosti, tedy z
C?(J).
S pomoci tohoto operatoru mizeme HLDRy; (6.2) zapsat vztahem

L(y) =0.

Podobné NHLDRy; (6.1) mtiZeme piepsat na

Ukazeme si, ze L je aditivni a homogenni. Operatoru s témito dvéma vlast-
nostmi se tika linedrni, coz je pro nas zasadni pojem.

°To je zobrazeni, které kazdé funkci z dané mnoziny piitaduje zase funkci.
5To ovsem znamen4, Ze je na J spojita i prvni derivace a samotnd funkce.
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e Aditivnost zde znamend, %e pro libovolné funkce y;, v, € C?(.J) plati:
Ly + y2) = L(y1) + L(y2)-
Pojdme si to ukazat:
L(yi +y2) = (g1 +y2)" + p(t)(y1 +92)" + q(t) (y1 + 2)
= (i +y2) + () (1 + v2) + a@)(y1 + 12)
(w1 +p)y1 + at)yr) + (y5 + p()ys + a(t)ys)
= L(y1) + L(y2)-

e Homogennost zde znamen4, 7e pro libovolnou funkci y € C?(.J) a libovolnou
konstantu o € R plati:
Lay) = aL(y).

Pojdme si to ukdzat:
L(ay) = (ay)” + p(t)(ay) + q(t)(ay)
= ay’ +p(t)ay + q(t)ay
= a(y" +pt)y +a(t)y)
= aL(y).

Operator L je tedy linearnim operatorem. Odtud je odvozen i nazev studova-
nych rovnic — linedrni rovnice.

6.2 Vlastnosti homogennich rovnic (HLDR; ;)

Véta 6.2 Budte y1(t) a y2(t) dvé TeSent rovnice (6.2) na J. Pak funkce

y =y(t) = Cryi(t) + Coya(t),

kde C1, Cy jsou libovolné konstanty z R, je také resenim rovnice (6.2).

Diikaz. Funkei y(t) dosadime do (6.2). S operatorem L z (6.4) mame pro FeSeni

(6-2) Y1 a Ya:
L(yl) =0, L(y2) =0.

Pro funkci y = Chy; + Chys 2z linearity L dostavame
L(y) = L(C1y1 + Cayz) = C1L(y1) + CoL(y2) = C10 + C20 = 0,

a tak je na J y skuteéné feSenim rovnice (6.2) pro libovolné C1, Cy € R. O]
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Definice 6.1 Rekneme, 7ze redlné funkce vy, vs, ...¥y., r € N, definované na
intervalu J, jsou linedrné zavislé na J, existuji-li konstanty cq, co, ..., ¢, 2

nichz aspon jedna je rizna od nuly, tak, ze
ayr+cyat ¢y, =0 malJ, (6.5)

(tj. pro vSechna t € J je leva strana rovna nule).

V opac¢ném ptipadé jsou y1, ¥y, ... Y., r € N, na J linedrné nezdvisle.

Pro dvojici funkei (tento pfipad nés zajimé nejvice) to znamend, Ze jedna je
nenulovym nasobkem druhé.
Poznamka 6.2 Levou stranu (6.5), tedy c1y1(t) + caya(t) + - - - ¢y, (t) nazyvame
linearni kombinaci funkci yq, vo, ... ¥, s koeficienty ¢y, cs, ..., ¢, na intervalu J.

Vysetfovani linedrni (ne)zavislosti podle definice je obtizné. Nastésti mame
k dispozici praktictéjsi postup. K tomu budeme potiebovat tzv. wronskian.

Definice 6.2 Budte y1, 9o, ...y, r € N, realné funkce definované na .J, majici
zde spojité derivace az po fad r — 1 (véetné).
Potom vyraz

u(t) ) .yl
AC A0 B TAC)
W(t) = Wl (t), ga(t), ...y (0) == | WO w2(t) . yl(t)
@) I Ly

nazyvame wronskidn (determinant Wronského), W : J — R.

Nyni si uvedeme vétu, ktera nam v nékterych piipadech pomuze urcit linearni
nezavislost r-tice funkeci na daném intervalu.

Véta 6.3 ([1]) Budte y1, Yo, -..yr, r € N, redlné funkce definované na J,
ktere zde maji spojité derivace aZ po vad r — 1.
Jestlize v néejakém bodé t; € J plati
W(t1) = Wiyi(t1), ya(t1), - .- yr(t1)] # 0,

potom jsou funkce yy, Yo, ...y, linedrné nezavislé na J.
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Piiklad 6.1 UkéZeme linearni nezavislost funkci et a e 2 na R.

Reseni. Jsou linedrné nezavislé, protoze

—t —2t

Wle™ e = | ° L, 5 a|=e (=2 4o =~ £0,

prot € R. ]

Priklad 6.2 Ukazeme linearni nezavislost funkci sint a cost na R.
Reseni. Jsou linedrné nezavislé, protoze

sint cost

Wisint, cost] = cost —sint

‘ = —sin®t — cos’t = —1 #0,

prot € R. O

Definice 6.3 Kazdou dvojici linearné nezavislych reseni y; a yo dané HLDR, ;
nazveme fundamentalni systém feseni HLDR,; (téZ baze feSeni HLDRy ;).

Véta 6.4 Budy; ays fundamentdlni systém teseni HLDR ;. Pak kaZdé resent
y této rovnice je tvaru
y = Ciyr + Caya,

kde Cy a Cy jsou vhodné redlné konstanty.

Dusledek 6.1 1. Je-li y; partikularni teSeni (6.2), je i Chy, Teseni této
rovnice.

2. Jsou-li y1 a yo partikuldrni teseni (6.2), pak i kazdd jejich libovolnd
linedrni kombinace je Tesenim (6.2).

3. Jsou-li y1 a yo linedrné nezavisld partikuldrni teseni (6.2) (tj. 11 a yo
tvori fundamentdlni systém teseni (6.2)), pak

y = Ciy1 + Coya, C1,C € R,
je obecné tesent (6.2).

4. Fundamentadlni system resent kazdé HLDRy : je tvoren dvojici linedrneée
nezavislych resent.
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Priklad 6.3 Méjme HLDR;

2 2
"— =y +=y=0, t#0, 6.6
vy gy =0 t# (6.6)
odkud p(t) = -2 a ¢(t) = 3.
Funkce y1(t) =t a y»(t) = t? jsou jeji dvé feseni (ové&ite dosazenim).
Pomoci wronskianu,

t 2

Wt t°] :‘1 o

=2t —t2#£0,

zjistime, Ze to jsou dvé linearné nezavisla feseni, a tak tvori fundamentalni systém
feSeni nasi rovnice (6.6). Obecné feSeni (6.6) tedy muzeme zapsat jako jejich
linearni kombinaci

y=Cit+Cyt®, Cy,Cy €R, t#o].

(6]
1) Dokazte, Ze funkce
1
p=1t a Y= e
tvori pro t # 0 fundamentélni systém Feseni diferencialni rovnice

1 1
" /
+ -y — <y =0.
y T3y Ry
2) Dokazte, ze funkce
Yy = t, Yo = t2 +1
tvofi fundamentalni systém feseni diferencialni rovnice

% 2
11—y "1

y”‘l_ 2y:O

Vypoctéte partikularni feseni této rovnice pro poc¢atecni podminky
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6.3 Homogenni linearni diferencialni rovnice druhého fadu
(HLDR, ;) s konstantnimi koeficienty

Po prostudovani této kapitoly budete schopni pro jakoukoli HLDRj ; s kon-
@ stantnimi koeficienty nalézt jeji obecné feseni.

Uvidite, ze postupy v této kapitole jsou velmi ,pristupné®, staci umeét resit
kvadratickou rovnici a zapamatovat si tii jednoduché typy feseni.

Zaméiime se na zjednoduSenou HLDR,;, kterd bude mit konstantni koefici-
enty p(x) = a, q(x) = b, konkrétné:

v'+ay +by=0, a,beR. (6.7)
Tuto rovnici budeme nazyvat HLDRj ; s konstantnimi koeficienty.

Reseni této rovnice se hled4 ve tvaru y(z) = e, kde A € C je neznamy
parametr. Mame tedy urcen hruby tvar feSeni a na nas je, abychom urcili pti-
slusnou konkrétni hodnotu parametru \. Je otazkou, zda vibec existuje a zda je
jedina. Pokusime se to zjistit dosazenim naseho navrzeného teseni do studované
rovnice (6.7). (Pfi derivovani funkce y = e’ si mtizeme uvédomit ,piibuznost®
mezi jejimi derivacemi

y/ _ )\e)\a: — )\y’ y// _ )\26)\@‘ — )\yl — )\2?/
a nasi rovnici (6.7).)
Po dosazeni dostaneme

y'+ay +by =0,
(eAx)// +a(e’\x)/+ b(e/\x) — O,
A2 ae™ + et = 0,
(AN 4 aX+b) = 0.

Dostali jsme se tedy k rovnici (nebot e** je vZdy nenulové)

N4 al+b=0, (6.8)

kterou budeme nazyvat charakteristickd rovnice (pridruzena k rovnici (6.7)).
Pokud je néjaké \ feSenim charakteristické rovnice (6.8), pak funkce y = e**
je Fesenim (6.7).

Vime, ze kazda kvadraticka rovnice ma dvé feSeni A\i, Ay € C. Pri feSeni cha-
rakteristické (kvadratické) rovnice mohou tedy nastat jen tii nasledujici situace:

1) M, A2 €R, A # Ay,
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2) A de €R, A = Ay,
3) >\1,>\2 eC ()\1,)\2 gR), A1 7A Ag.

Jak v téchto trech pripadech vypada fundamentalni systém feseni a tedy i
obecné Feseni rovnice (6.7) popisuje nésledujici véta.

Véta 6.5 Méjme HLDR, - s konstantnimi koeficienty (6.7). Oznacme A\, a
Ao koteny charakteristické rovnice (6.8).

1. Jsou-li A1 a Ay dvé rizné redlna ¢isla, pak fundamentdlni systém resent
(6.7) je tvoten funkcemi

AT

=€ Ao

a Yz =€
tedy obecné Teseni muZeme zapsat

y = CreM” 4 Che?®, Cy,Cy € R.

2. Jsou-li \y a \y dvé stejnd redlna ¢isla (dvojndsobny koren), pak funda-
mentdlni systém teSeni (6.7) je tvorten funkcemi

AT

ME g gy = meM

h=e
tedy obecné Teseni (6.7) miZeme zapsat

Yy = Cle’\w + CQZL'GANC = eAlx(Cl + CQZL‘), 01, CQ € R.

3. Jsou-li \y = a+if a Ay = a—if, (B # 0), dvé komplexné sdruzena
Cisla, pak fundamentdlni systém teseni (6.7) je tvoren funkcemi

yp =e““cosfr a 1y = e*sinfr;
tedy obecné Teseni (6.7) miZeme zapsat

y = e**(C cos fx + Cysin fz), C1,Cy € R.

Postup pri feSseni HLDR, ; s konstantnimi koeficienty:

1. Sestavime charakteristickou rovnici.

2. Resime charakteristickou rovnici (tj. kvadratickou rovnici).
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3. Podle véty 6.5 najdeme fundamentalni systém a obecné feseni.

Priklad 6.4 Naleznéte obecné feSeni nasledujicich diferencidlnich rovnic:
a) y' —y' —2y =0,
b) v — 4y +4y =0,
c) y+y=0.

Reseni. Ve vsech pripadech jde o homogenni linearni diferencialni rovnice dru-
hého fadu s konstantnimi koeficienty.

ad a) Sestavime charakteristickou rovnici:
N —A-2=0.
Resime charakteristickou rovnici (tj. kvadratickou rovnici):
AM=-1, =2 A #X, M, 2R
Podle véty 6.5 najdeme fundamentalni systém feseni:

A1t — eilt, Yo = e)\gt — eZt.

Yyr=¢
Obecné feSeni muzeme zapsat

y = Ciyr + Coyp = Cre™' + Coe®,  Cy,C, €R.

ad b) Sestavime charakteristickou rovnici:
N — 4N +4=0.
Resime charakteristickou rovnici:
AM=X==2 A =X, A\, €R
Podle véty 6.5 najdeme fundamentalni systém feseni:
Yy =€ =e 7, Y= teMt = ™2,

Obecné feseni mizeme zapsat

y = Ciys + Coyp = Cre™* + Cote ™, Cy,Cy € R.
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ad c) Sestavime charakteristickou rovnici:
M +1=0.
Resime charakteristickou rovnici:
M=a+pi=0+1-1=1i, M=a—-0i=0—1-i, A # X2, A\, 2 €R.
Podle véty 6.5 najdeme fundamentalni systém feseni:
1y = e cos Bt = e cos 1t = cost, 1y = e sin Bt = " sin 1t = sint.
Obecné feseni mizeme zapsat

y = Ciys + Coypy = Cicost + Cysint, Cp,Cy € R.

Nepovinny dodatek pro n > 2

Obecné feseni homogenni linearni diferencialni rovnice fadu vyssiho nez dva,
napriklad

n !
y =2y =0,
se hleda velmi obdobné.
Resime prislusnou charakteristickou rovnici:

M2 400 +0=0 <= NA-2)=0 = M\ =X =0, \3=2.

Vsechny tii charakteristické kofeny jsou tedy realné (jeden dvojnasobny).
Fundamentalni systém feseni je tvoren nasledujicimi funkcemi:

() =e" =1, y(t) =t =t, ys(t) =e*.
Obecné feseni potom sestavime takto:
y(t) = Cryr(t) + Caa(t) + Cays(t) = Cy + Cat + Cse™, (1,0, C3 € R
Nakonec si ukazme, ze FSR je opravdu tvoien linedrné nezavislymi funkcemi:

1¢ e
Wiyr,y2,y3) = |0 1 26 | = 4e* #£0, t € R.
0 0 4e?

H

Priklad 6.5 Naleznéte obecné feSeni nésledujicich diferencidlnich rovnic:

1) y" +4y =0, [y = Crcos2t + Cysin2t, C,Cy € R]
2) y' =y =0, [y = C1 + Coe', C1,Cy € R

3) ¥ —y=0, [y=Cie' +Col], C1, 2 €R

) y'+y -2y=0, [y=Cie? + o', C1,Ch €R]
) y'+3y —4y=0.  [y=Cie "+ Coe', (1,05 €R]
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6.4 Nehomogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu
(NHLDR3 x)

@ Po prostudovani této kapitoly budete schopni pouzivat metodu variace kon-

stant pro hledani obecného feseni nehomogenni linearni diferenciélni rovnice
2. radu.

Uvidite, ze postupy v této kapitole navazuji na podobnou situaci u linear-
-r.} nich diferencialnich rovnic prvniho fadu, takze princip feseni bude obdobny.

Pripomenme si zakladni tvar nehomogenni linedrni diferencidlni rovnice 2.
radu:
y" +p)y +a(t) = f(1), (6.9)
coz pii oznaceni
L(y) = y" +p(t)y" + a(t)

(L odkazuje na slova ,levd“ a ,linedrni“) muzeme zapsat i zkracené:

L(y) = £(0). 1(6.9)
Piislugnou homogenni tilohu (HU) podobné zapisujeme:
L(y) = 0. (6.10)

Véta 6.6 Je-li Y partikularni vesent NHLDR sz a7y obecné resent HLDR i,
pak

y=y+Y
je obecné tesent NHLDR ;..

(ORNHLDR,;. =ORHLDR, .+ PRNHLDR, ;)

Véta dava navod, jak najit obecné feSeni NHLDR (obecné i vyssiho fadu nez
druhého).
Postup:

1. K dané NHLDR vytvofime pfislusnou HLDR.

2. Najdeme obecné feseni HLDR, tj. 7, jako linedrni kombinaci partikuldrnich
FeSeni y; a 1o, ktera tvori fundamentalni systém feseni HLDR.

3. Najdeme néjaké partikularni reseni ¥ NHLDR.

4. Obecné Teseni NHLDR je pak y=9y+Y.
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Vlastnosti feSeni NHLDR

y1 je FeSenim DR L(y) = f1(t) } N L(y) = f1(t)
yo je FeSenim DR L(y) = fa(t) L(ys) = fa(t)”

Co z toho vyplyva pro linearni kombinaci téchto dvou funkci?

L(ays + By2) = aL(y1) + BL(y2) = afi(t) + Bfa(t),

a tedy
y=ay; + Py je feSenim DR L(y) = af1(t) + B fa(t).

Jak hledame partikularni feSeni NHLDR?

Existuji dva zpiisoby nalezeni partikuldrniho feseni Y NHLDR:

1. METODA VARIACE KONSTANT
Je to univerzalni metoda, ktera je platnad pro DR s konstantnimi i nekon-
stantnimi koeficienty. Pfedpoklada vsak, Ze zname fundamentalni systém
feseni prislusné HLDR, ktery ale u rovnice s nekonstantnimi koeficienty ne-
umime najit.
Tento postup je trochu zdlouhavy, proto, pokud je to mozné, davame pted-

nost nasledujici metodé, ktera je jednodussi a rychlejsi.

2. METODA NEURCITYCH KOEFICIENTU (téZ metoda odhadu)
D4 se pouzit pouze v ptipadé rovnice s konstantnimi koeficienty a navic se
specialni pravou stranou. Nékteré funkce totiz Casto vystupuji jako pravé
strany linedrnich DR a podle tvaru pravé strany rovnice lze u nékterych
specidlnich pfipadi odhadnout (a nésledné pfesné dopoditat) tvar partiku-
larniho feseni Y.

6.4.1 Metoda variace konstant pro NHLDRs ;

Podobné jako u linearnich linearnich diferencialnich rovnic prvniho fadu, vy-
jdeme z obecného Teseni HLDRg ;.

y = Ciy1 + Caya.

Partikularni feseni Y NLDRjy; hleddame v podobném tvaru, jen konstanty C; a
(5 nahradime funkcemi (odtud nézev metody ,variace konstant®):

Y = C’l(t)yl + CQ(t)y2

Neznamé funkce C(t) a Cy(t) hledame tak, ze Y dosadime do feSené NHLDR ;.
K tomu budeme potiebovat i prvni a druhou derivaci Y.
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Nejprve vypocéteme Y:
Y= (Ci(t)yr + Ca(t)ya)' = Ci(t)yr + C1(t)yy + Co(t)ye + Ca(t)yh-

Situaci si zjednodusime tim, zZe soucet clentl, ve kterych se vyskytuji derivace
neznamych funkei C4(t) a Cy(t), polozime roven nule:

C1(t)yn + C5(t)y2 = 0.

Tim zajistime, ze ve vyslednych rovnicich pro neznamé C(t) a Cs(t) se nebudou
vyskytovat druhé derivace téchto funkci, nebof nyni mame:

Y' = Ci(t)ys + Ca(t)ys.
Mizeme prejit k vypoctu druhé derivace:
Y" = (Ci(t)yy + Ca(t)ya) = C1(H)yr + Cr(t)yi + Ca(t)ys + Ca(t)ys.

Dosadime do NHLDRo; (Y + p(t)Y' + q(t)Y = f(t)) a upravime:

(CLtWs + CoO)yl + Calt)ws + Calt)ys | +

+p(t) [ 1Oy} + Calt)ys] + a))| C1 (O + Colt)ye| = £,

CL(0) [T + 900 + 400 + Cat)[75 + (0 + amm |+
+C1 () + Ca(t)yy = [(1).

Vysledkem je tedy rovnice Cj(t)y; + C5(t)ys = f(t). Spolecné s podminkou
Ci(t)y1 + C5(t)y2 = 0 méme soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych
funkcich C(t) a C4(t):

Cl(t)yy 4+ Cy(t)ys = 0,

(6.11)
Ci(O)yy + Cs(t)ys = f(1).

Takovou soustavu miizeme TeSit riiznymi zptsoby, ale pro nas bude vyhodné
pouzit tzv. Cramerovo pravidlo. Zakladnim predpokladem je nenulovost determi-
nantu matice soustavy

Y1 Y2
Y1 Yo
Vzhledem k tomu, Ze tento determinant je souc¢asné wronskidnem pro dvé linearné
nezavisla Teseni y; a y», je skute¢né nenulovy.

o4



Podle Cramerova pravidla tak mame zajisténu existenci praveé jednoho feseni
soustavy, které lze vyjadrit nasledovné:

0
C’i(t) _ f(t) vs _ —,f(t)y/2 ’
Y1 Y2 Y1Y2 — NY2
‘%%
yi 0 ‘
) = vy f(t) _ Ji(t)%/ .
Y1 Y2 Y1Y2 — Y2
‘%%

Nyni jiz ,staci* C1(t) a C4(t) zintegrovat, a tim ziskat hledané Cy(t) a Cy(t).
Oznacme si

—f(t
Q@:/—ﬂﬁiazm@+q
Y1Ya — Y1Y2

Y1Y2 — 192

Takto je vidét, ze existuje nekonec¢né mnoho jak funkci Cy tak i Cs. Nam ovsem
staci vzit vzdy jen jednu, proto si vybereme funkce K; a K,. S touto volbou
dostavame partikularni reseni NHLDRo ;.

Y = Ki(t)yr + Ka(t)ye.
Potom obecné feseni NHLDR, ;. bude
y=7+Y =Ciy1 + Coyo + Ky ()1 + Ka(t)y2, C1,C5 €R,
Véta 6.7 Budy = Ciy; + Coys obecné teseni HLDR, . Potom partikuldrni
resent NHLDR ;. je tvaru
Y = Ci(t)yr + Ca(t)ye,
pricemZ funkce C1(t) a Csy(t) spliugi soustavu

Ci(t)yr + Cy(t)y2 = 0,
Ci(O)yy + C5(t)ys = f(1).

Obecné teseni NHLDRs ;. pak samoziejmé ziskdme jako soucet obecného te-
seni HLDRy ;. a partikularniho feseni NHLDRy; y =5+ Y.
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Poznamka 6.3 Pokud bychom pfi feseni zapisovali Cy(t) a Cy(t) i s integra¢nimi
konstantami, tedy

Ci(t) = Ki(t) + C1,  Cs(t) = Ka(t) + Cs.
tak bychom mohli obecné feseni NHLDRj ;. zapsat nasledovné:
y = Ci(t)yr + Cat)y2 = (K1 (t) + Cr)yn + (Ka(E) + Co)ye
= Ki(t)y1 + Ciyr + Ka(t)y2 + Coyo
= (Ciy1 + Coya) + (K1(t)yr + Ka(t)ye)
=y+Y.

Podle této poznamky budeme postupovat v nasledujicich dvou prikladech.
Priklad 6.6 Metodou variace konstant najdeme obecné feseni diferencialni rov-
nice

y" —y =sint.
Reseni. Nejprve fesime piislusnou homogenni tilohu
y' —y=0.

Jde o rovnici s konstantnimi koeficienty. Sestavime a vyfesime charakteristickou
rovnici:

(ChR) ¥ -1=0 = XN =1 Mh=-1 = FSR)yi=¢", yp=¢""
Obecné feseni HU:
7= Cys + Cayg = Cre' + Coe™".

Nyni pfejdeme k fesSeni nehomogenni tilohy metodou variace konstant. Reseni
tedy hledame ve tvaru

y = C1(t)ys + Co(t)ya = C1(t)e" + Cy(t)e™,
kde C1(t) a Cy(t) spliuji soustavu
Ci(t)e' + Cy(t)e ™t = 0,
Ci(t)e' + Ci(t)(—e™") = sint.

Resime:

0 et

= i | et L,
el e ef(—e t) —ete™t 2
el —e!
et 0

(1) = ¢ sint = sin e = —let sint

2 el et el(—e™t) —ele 2 '
el —et




Nyni nas ¢eka integrace.

Ci(t) = /C’i(t) dt = %/etsintdt,

(mw:/@@m:—%/émmﬁ

7

Vypocty nechame pod carou’ a nakonec dostavame

1
Ci(t) = —Z(sint + cost)e”" + Cy,

Cy(t) = i(cost —sint)e’ + Oy,

a tedy obecné feseni nehomogenni ulohy

y = Ci(t)yr + Ca(t)y

1 1
= (_Z(Sint + cost)e " + Cl) e + (Z(cost —sint)e’ + Cg) e’
1 . t 1 . —t
= _Z(Smt + cost) + Che” + Z(cost —sint) + Cae

1
= Z(_ sint — cost + cost — sint) + Cre’ + Coe™

1 1
= Z(_Q sint) + Cre! + Che ™" = -5 sint + Che' + Che ™.
Zavér: Diferencilni rovnice 3y’ — y = sint mé obecné feseni
1
[y: —§SiDt+Clet+Cge_t, Cl,Cg € R|.

]

Priklad 6.7 Metodou variace konstant najdeme obecné feseni diferencialni rov-

nice .

(§]
v =2ty =4

. =e ! v =sint
"Metodou per partes vypocteme /e_t sintdt = [u? fe*t vvi 7S£St =e (—cost) —
=e ' v =cost . b
/e*t costdt = [uft_ Ee_t Z—Si(:t = e ‘(—cost) — (e*tsmt + /e tsmtdt) =

—e '(sint + cost) — /e_tsintdt. (Na obou strandch méme stejny integrédl, ale s opa¢nymi

znaménky.)

2/e_t sintdt = —e '(sint +cost) = |[e'sintdt=—%(sint+cost)e” +C|

Obdobné | [e'sintdt = (sint — cost)e’ + C'|.
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Reseni. Nejprve fesime pfislusnou homogenni tilohu
y' =2y’ +y=0.

Jde o rovnici s konstantnimi koeficienty. Sestavime a vyrtesime charakteristickou
rovnici:

(ChR) N> =20 +1=0 = M =XN=1 = (FSR)y =¢, yp =te'.

Obecné feseni HU:
y = C’lyl -+ Czyg = C’let + Cgtet.

Nyni piejdeme k feseni nehomogenni tilohy metodou variace konstant. ReSeni
tedy hledame ve tvaru

y = Ci(t)yr + Ca(t)ya = Ci(t)e’ + Co(t)te’,
kde C1(t) a Cy(t) spliuji soustavu
C1(t)et + Ch(t)te! = 0,

Ci(t)e! + Ch(t)[et + tef] = <.

Tuto soustavu na ukazku nebudeme Tesit pomoci Cramerova pravidla, ale pro jeji
jednoduchost nejprve od druhé rovnice odec¢teme prvni a dostaneme

t
Oy = = oy :% S Ooft) = /%dtzln]t\ +Cy, G ER.

Nyni C}(t) = 1 dosadime zpé&t do prvni rovnice a dostaneme:

1
C’{(t)et—l—gtetzo, Ci(t) = -1 = Ci(t) :/—1dt:—t+01, Ci e R.

Obecné feseni nehomogenni tlohy

y = Ci(t)yr + Ca(t)ys
= (=t +Cy)e" + (In[t]| + Co)te!

= Cie’ + Cyte’ —te’ +Inltte’, C1,Cy € R.

~ '
=Y =Y

I v . .7 Ve . t ’ /v v e
Zavér: Diferenciélni rovnice y” — 2y’ +y = S mé obecné FeSeni

y = Cre' + Cote’ — te' + In [t|te’, C1,Cy € R|.
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H Piiklad 6.8 ([6]) 1) Najdéte (metodou variace konstant) obecné Feseni
diferencialni rovnice

t

241

y' =2 +y=

1
y(t) = e'(Cy + Oyt) — §et In(t? + 1) + te' arctgt, C1,Cy € R| .

2) Najdéte (metodou variace konstant) obecné feseni diferencialni rovnice
" /I t _ 2t t
Yy =2y =te [Z/(t)—cle +C2—te,01702€R]-

3) Najdéte (metodou variace konstant) obecné feseni diferencialni rovnice
7 ! t 4t —3t 7 t
Yy —y—12y:14€ y(t):Cle +02e —ge,Cl,CQER .
4) Najdéte (metodou variace konstant) Feseni pocatecni tlohy
t
y'—2y'+y = 3vte', y(1)=e, /(1) = 2e y(t) = f—o(8\/t_5+ 5t — 3)] :

5) Najdéte (metodou variace konstant) obecné feseni diferencialni rovnice

—t
2 3/ 2:
VY = G

[y(t) = Cre "+ Coe™ —e'In(1+e7") —e *In(l +¢'), C1,C5 € R].
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6.4.2 Metoda neurcitych koeficienti pro NHLDR;,; s konstantnimi
koeficienty

Po prostudovani této kapitoly budete schopni pouzivat metodu neurcitych
@ koeficient pro hledani obecného feseni nehomogenni linearni diferencialni
rovnice 2. fadu.

Uvidite, ze postupy v této kapitole budou o néco jednodussi a mnohdy
_E} rychleji povedou k cili nez pii pouziti variace konstant.

Jde o metodu kvalifikovaného odhadu tvaru partikularniho feseni nehomo-
genni ulohy, kde pro jisté typy pravych stran vime, jak ma ptislusné partikularni
feseni vypadat, tedy az na jisté neznamé konstanty, které musime dopocitat do-
sazenim tohoto ¢astecné neurcitého feseni do puvodni (feSené) rovnice.

Tato metoda muze vést k cili rychleji a jednoduseji nez variace konstant, ALE
jeji pouziti se omezuje jen na rovnice s konstantnimi koeficienty a prava strana
musi byt specialniho typu. Jedna se o linearni kombinaci funkci tvaru

fi(t) = pr(t)e™, fa(t) = pa(t)e cos Bt, f3(t) = ps(t)e™ sin Bt

kde p1, p2, p3 jsou polynomy a A, o, 5 € R (pro A = 0 dostavame ,¢isty“ polynom

pi(t))-

Jiz jsme si ukazovali, ze pokud budeme znat feseni pro kazdou pravou stranu
zvlast, pak vysledné celkové feSeni bude linedrni kombinaci dil¢ich feSeni, se stej-
nymi koeficienty jako jsou pouzity u pravych stran:

(L) = A1), L) = £(0), L) = £5)) =

—  L(ay; + bys + cys) = afi(t) + bfa(t) + cfs(t).

Jisté jste si vSimli, Ze (aZ na ndsobeni polynomem) ,povolenymi“ pravymi
stranami jsou funkce, které se objevuji jako feseni homogenni tlohy s konstant-
nimi koeficienty:

e ¢ pro realny charakteristicky koien )\,
e e cosfft a e® sin Bt pro komplexni char. kofen A = o + i3, 3 # 0.

Takto muze dojit ke ,konfliktu“ pii volbé (neurcitého tvaru) partikuldrniho
feseni Y. Budeme tomu celit pripadnym vynasobenim vhodnou mocninou t.

Abychom mohli tento postup formalizovat, oznac¢ime si exponent ¢ pismenem
N (N jako nésobnost).
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Bude nas zajimat vztah mezi \ z pravé strany a charakteristickymi kotfeny
prislusné homogenni tlohy. Tento vztah zaznamendme pomoci veli¢iny NV, ktera
v naSem pfipadé mize nabyvat hodnoty

0, pokud X neni charakteristickym kofenem,
N =< 1, pokud A je jednoduchym charakteristickym kofenem,

pokud A je dvojnasobnym charakteristickym kofenem.

(Obecné, u rovnic n-tého fadu, mize byt N = k, k < n, kdyz je A\ k-ndsobnym
charakteristickym kofenem.)

Pfi tomto nastaveni mizeme vyslovit nasledujici vétu o volbé partikularniho
feseni.
Véta 6.8 Necht p je polynom stupné s > 0, necht
y'+ay +by = f(t) (6.12)

je rovnice s konstantnimi koeficienty a necht N je vyse definovand velicina
vztaZend k nasi rovnici (6.12).

Pak plati:

a) Je-li N€R a f(t) =p(t)eM, ezistuje polynom q stupné nejuyse s tak,

Ze funkce
Y (t) := tNq(t)eM

je partikularnim teSenim rovnice (6.12).

b) Je-li N\=a+if, kde a,f € R, 8 #0, ajeli f(t)= p(t)e* cosft
nebo f(t) = p(t)e* sin t, ewistuji polynomy q a r stupné nejuyse s
tak, Ze funkce

Y (t) := tVe(q(t) cos Bt + r(t) sin Bt)

je partikuldrnim tesenim rovnice (6.12).

Ukazky volby Y

R-a) Shoda s jednoduchym charakteristickym kofenem: 3" —y = (t? + 2t + 1)e
HU: (ChR) N-1=0 = M=1 ) =—1;

NHU: f(t) = (2 + 2t + 1)t = p(t)e™, pt)=t>+2t+1=stp=2,
A=1l=M=>N=1;

Y =tV q(t)-eM=t'"- (A* + Bt + C) - &' = (At? + Bt* + Ct) - €".
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R-b) Neshoda s charakteristickymi kofeny: y” —y = (2t + 5)e*:
HU: (ChR) M2 —1=0 = A =1, =—1;

NHU: f(t) = (2t + 5)e* =~ p(t)eM, p(t) =2t +5=stp =1,
)\:27&)\1,22>N:0,

Y =t".qt)-eM=1" (At + B) - e*' = (At + B) - e*.
R-c) Shoda s (dvoj)nésobnym charakteristickym kofenem: " — 2y’ + y = 2e":

NHU: f(t) = 2e! = p(t)eM, pt)=2=stp=0,

Y =tV qt)-eM =1 (A) et = At* - .
C-d) Shoda s charakteristickym kofenem: 3" + 4y = sin 2¢:
HU: (ChR) M +4=0 = X\ =0+2i, Ay =0—2i;

NHU: f(t) = sin2t =~ p(t)e**sin3t, p(t)=1=stp =0,
A=a+if=0+42i=X\ = N=1;

Y = tNe™(q(t) cos Bt + r(t) sin ft) = t'e"* (A cos 2t + Bsin2t) =
= t(Acos2t + Bsin2t).
C-e) Neshoda s charakteristickymi koteny: 3” + 4y = e3 cos 2t:
HU: (ChR) M2 +4=0 = X\ =0+2i \y=0—2i;
NHU: f(t) = e cos 2t ~ p(t)e™ cos ft,
pt)=1=stp=0, A=a+if=3+2i#N\2=N=0;
Y = t"e(q(t) cos Bt + r(t) sin ft) = t%* (A cos 2t + Bsin 2t)
= % (A cos 2t + Bsin 2t).
C-f) Shoda s charakteristickym kotenem: 3" — 4y’ + 5y = (1% + 1)e* cost:
HU: (ChR) M —4\+5=0 = AN =2+1i Ay=2—1;
NHU: f(t) = (2 + 1)e* cost ~ p(t)e™ cos f3t,
pt)=(t*+1)=stp=2, A=a+if=2+i=\=>N=1;
Y = tNe(q(t) cos Bt + r(t) sin Bt)

= tte?! {(At2 + Bt + C)cost + (Dt* + Et + F)sin t}
= et {(At?’ + Bt* + Ct) cost + (Dt* + Et* + Ft)sin t} :
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Resené piiklady

Priklad 6.9 Metodou neurcitych koeficienti naleznéte obecné feseni diferenci-
alni rovnice
y" —y =sint.

Reseni. Nejprve fesime p¥islusnou homogenni tilohu
1
Yy —y=0.

Jde o rovnici s konstantnimi koeficienty. Sestavime a vyfesime charakteristickou
rovnici:

(ChR) )\2 —1=0 = M= 1, Ay = —1 — (FSR) Y1 = et, Yo = et

Obecné feseni HU:
7= Ciys + Cayg = Cre' + Coe™".

Nyni pfejdeme k feseni nehomogenni tlohy metodou neurcitych koeficienti.
Rozklicujeme pravou stranu:

f(t) =sint =e"'sinl-t = A=0+i-1=i¢{l,-1} = N =0.
Partikularni feseni nehomogenni tlohy tedy budeme hledat ve tvaru
Y =1%""(Acos1-t+ Bsinl-t) = Acost + Bsint.
Jesté vypocteme prvni a druhou derivaci a dosadime do nehomogenni tlohy:
Y' = —Asint + Bcost, Y" = —Acost — Bsint,
Y" —Y = sint,
(—Acost — Bsint) — (Acost + Bsint)Y = sint,

—2Acost —2Bsint = sint,
—2Acost — (2B + 1)sint = 0.

Aby byla splnéna rovnost (jde vlastné o linedrni kombinaci linedrné nezavislych
funkei), musi se oba koeficienty rovnat nule:

(-2A=0, —-(2B+1)=0) = (A=0, B=—2),

atedy Y =0-cost — %sint = —%sint.
Zdver: Diferencidlni rovnice iy’ — y = sint ma obecné feseni

1
y:y+Y=C1et+Cge*t—§sint, C1,Cy eR]|.
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Priklad 6.10 Metodou neurcitych koeficient vyfesime pocatecéni lohu
y' +2y +y=1t*+cost, y(0)=0, y(0)=0.
Reseni. Prava strana je slozena ze dvou ¢4sti:
f@t) = fi(t) + fa(t) = * + cost,
K fesené rovnici zapiseme dvé dil¢i:
V' +2) +y=t> a y'+2y +y=cost.
Soucet jejich feseni ndm d& feseni piivodni rovnice:
(L(y1) = 1(t), L(y2) = fo(t)) = Ly +12) = f(t) + fa(t).
HU je stejna pro obé& diléi rovnice.
— Char. rovnice: A2 +2X\+1=0, (A + 1) =0.
— Char. kofeny: A\; = Ay = —1.
~ ORHU: 7 = (C; + Cyt)e™.
Nyni budeme hledat partikularni feseni dil¢ich rovnic.
1) Pro pravou stranu fi(t) = t* = t?e° mame
s=2, A=0#XN2 = N=0.
Partikuldrni feseni bude mit (neurcity) tvar
Yi(t) = tNq(t)eM = t°(At* + Bt + 0)e” = At? + Bt + C.

Dopoc¢teme derivace: Y/(t) = 2At + B, Y/ (t) = 2A.
Dosadime do rovnice Y{" +2Y{ +Y; = fi(?):

2A + 2(2At + B) + (At* + Bt + C) = t?,
At + (4A+ B)t+ (2A+2B+C0)=1-+0-t+0-1,
a tedy (porovname koeficienty u jednotlivych mocnin t):

A=1 A= 1
4A+B =0 = B=—4 = Y (t) =t* — 4t +6.
2A+2B+C =0 C= 6
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2) Pro pravou stranu fy(t) = cost = 1-¢€%cos1 -t mame
s=0, A=0+i-1#XN2 = N=0.
Partikularni feseni bude mit (neurcity) tvar
Ya(t) == tNe*(q(t) cos Bt + r(t) sin Bt)
= t%%(Acos1-t+ Bsinl-t) = Acost + Bsint).

Dopocteme derivace: Y5 (t) = —Asint+Bcost, Y (t) = —Acost—Bsint.
Dosadime do rovnice Yy' + 2Y] + Y, = fo(t):
(—Acost — Bsint) + 2(—Asint + Bcost) + (Acost + Bsint) = cost,

2B cost —2Asint =1-cost+0-sint,

a tedy (porovname koeficienty u jednotlivych (linedrné nezavislych) funkei
cost a sint):

2B =1 A=

L.
9A_—0— B :>Y2(t):§smt.

Ni= O

Nyni dil¢i feseni Y] a Y5 secteme. Partikularni feseni nasi rovnice je
Y =Y1+Y :t2—4t+6+%sint.
Obecné feseni rovnice:
y=7+Y = (O + Cot)e ™" + —4t—|—6+%sint.
Pocatecéni uloha y(0) = y/(0) = 0:

1
y(t) = (=Cy+ Cy— Cot)e ™" +2t — 4 + 5 cost,
1
(y(0) =) (01+02-0)e*°+02—4-0+6+§smo:0,

(/(0) =) (—C’l+C'2—Cg~0)e0—1—2-0—4—#—%(}080 0.

v(0)=) Ci+6=0. _ ¢, =-5,
(Y (0)=) —Ch+Co—4+1=0. Cyp=—12.

Reseni pocatecni ulohy:

5 1
y=(-6— ét)e*“rt? —4t+6+ o sint.
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Priklad 6.11 Naleznéte obecné feSeni nésledujicich diferencialnich rovnic:

1) y" +4y = e cos2t, y(0) = 1, 4/ (0) = 0,

(t) 10 os2t — D sinot 4 Let 2t+4t'2t_

= — COS — — S1n —€ COS —€ SIn .
W=7 34 17 17 ]
X :

2) y” — y, = t, |:y(t) = Cl + C2et - §t2 - t? Cl? CQ e R|.

3) Yy —y=t, [y(t) = Cre' + Che™ —t, C1,Ch € R].
2t ]

4) y" +y — 2y = 3te, {y(t) = Che' + Coe™? — (5 - 5) , O, G eRY.

5) y// + 33// _ 4y — e—4t + te_t,

y(t) = Cre' + Coe ™ — Lo _ (L 1o C1,Cq € R_

5 6 36 T ]
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Cast 11
Diferenc¢éni rovnice
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7 Uvodni motivaéni piiklad

Po prostudovani této kapitoly budete schopni rozpoznat diferen¢ni rovnice a
@ nalézt obecné feseni nékterych specidlnich typi diferen¢nich rovnic prvniho
radu.

Uvidite, ze s diferen¢nimi rovnicemi jste se jiz setkali, jde vlastné o reku-
{‘} rentni zadani posloupnosti (tyto posloupnosti budou fesenimi téchto rov-
nic).

Uvazujme veli¢inu, jejiz hodnoty nés zajimaji pouze v né€jakych diskrétnich
okamzicich. Jako ilustrac¢ni priklad budeme uvazovat stav populace kralika di-
vokého v Australii. Ten se tam dostaval s prvnimi lodémi jiz od roku 1788, ale
zajimavejsi vyvoj nastava az od roku 1859, kdy farmar T. A. vysazuje na svém
pozemku 24 kraliky. Odhaduje se, ze béhem pouhych patnéacti let jejich pocet
narostl na dva miliony. Tyto hodnoty mtzeme zapsat

2(1859) = 24,  (1874) = 2000 000.

Tento zapis ma tu vyhodu, Ze okamzité vime, ke kterému roku je ten ktery pocet
vztazen. Mlzeme ovSem pouzit i jiné oznaceni,

2(0) =24, x(15) = 2000000,

které nam zase 1ika, zZe na pocatku jich bylo 24, pak ¢trnact tdaji chybi a po
patnacti ¢asovych jednotkach (letech) mame stav 2000000. Obé znaceni jsou

Predstavme si, Ze zijeme pravé v roce 1874 a zajimé néas, jak by se mohly
pocty kraliku do budoucna vyvijet. Mame tedy k dispozici pouze udaje za roky
1859 a 1874 (resp. 0 a 15). O krélicich toho mnoho nevime, ale to ndm nebrani,
Cisté teoreticky, matematicky prozkoumat nékteré jednoduché hypotézy:

a) Rist populace je vice-méné konstantni, tedy kdyz za patnact let pfibyly
zhruba dva miliony kraliki, tak za dalSich patnact let miizeme ocekéavat
zhruba ¢tyfi miliony (z(30) = 4000000). Takovy model jisté neni pFilis
davéryhodny, ale zkuste se zamyslet, jestli jej nékdy v zivoté (vétSinou
mylné) nepouzivame.

Ale berme to ted ¢isté modelové. Jak miiZeme matematicky zapsat, Ze kaz-
doro¢ni piiristek je konstantni? Muzeme pouzit zapis (P je onen konstantni
priristek)

zn+1)=xz(n)+P, n>0

2000000—24 )

(v naSem pfipadé mame P = 5
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S rovnici z(n+ 1) = xz(n) + P jste se jiz diive mohli setkat pii rekurentnim
zadani posloupnosti. My je budeme nazyvat diferencni rovnice a posloup-
nostem, které jsou jimi takto rekurentné zadany fikdme reseni diferencni
rovnice. Pokud na ta feseni nebudeme mit néjaké dodatecné pozadavky, tak
jich bude nekone¢né mnoho, naptiklad posloupnosti:

1,1+ P1+2P.14+3P.... nebo 25+ P.25+2P,25+3P, . ...
V nasem piikladu ziskdme potfebnou posloupnost tak, ze k rovnici pridame
tzv. pocatetni podminku z(0) = 24 (hodnotu x(15) jsme jiz pouzili pro
vypocet P), a tak dostavame

z(n+1)=z(n)+ P, x(0)=24, n>0.

Resenim je tedy posloupnost

2 —24
x(n) :24+n~M, n > 0.
15
Snadno nahlédneme, Ze skutecné
2000000 — 24 2000000 — 24
z(0) = 24+O-1—5 =24, xz(15) = 24+15~1—5 = 2000000
* 2000000 — 24
z(30) =24+ 30 - ————— = 3999 976.

15

Tento vyvoj je graficky znazornén na obrazku 17.
X(n)

4mil.

2mil. - )

0 mil. 4Hﬂﬂ—ﬁﬂﬂ+ﬁﬂ%ﬁﬂﬂ+ﬁﬂﬂ—>

0 5 10 15 20 25 30 n

Obrazek 17: Model konstantniho ristu

69



b) Populace v ndsledujicim roce je vidy k-ndsobkem populace predchoziho roku,
k >0 (k > 1 znamena zvétSovani poc¢tu, k = 1 stagnace poctu a k € (0;1)
pokles). Dostavame diferen¢ni rovnici s po¢ateéni podminkou

x(n+1)=k-xz(n), x(0)=24, n>0.
Resent:
2(0) =24, 2(1) = k-2(0) = 24-k, 2(2) = k-x(1) = 24-k*, ... x(n) = 24-k", .. ..

Neznamou konstantu k£ vypocteme z rovnice pro pozadovanou hodnotu mo-
delu pro n = 15:
x(15) = 2000 000,

tedy po dosazeni:

2 2 15
94 k15 = 2000000, k15— 2000000 (M> =213,

24 24

Se nyni znAmym k muizeme diferenéni rovnici (model) konkretizovat:

2 i
z(n+1) = (%) ~z(n), x(0)=24, n>0.
Reseni: .
2000000\ =
=24 — > 0.
o) =21 (225F0) 7z
Vypocty:
2000000 2000000
z(0) =24 (T) =24, z(15)=24- (T) = 2000000,

30
2 15 2
2(30) = 24 ( 00204000> _ oy, ( 00204000

Tento vyvoj je graficky znazornén na obrazku 18.

2
) =166 666 666 666.
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1.6e+11

1.4e+11+

1.2e+11

le+llq

8e+10

6e+10

4e+10 +

2e+10

0 3 10 15 20 % 30

Obrazek 18: Model exponencialniho ristu

8 Diferenc¢ni rovnice — zakladni pojmy

Diferen¢ni rovnice se pouzivaji k popisu vyvoje néjaké veliiny v (po sobé
jdoucich) diskrétnich ¢asovych okamzicich. Pro jednoduchost si tyto okamziky
budeme oznacovat pomoci nezapornych celych ¢isel n > ny > 0. Hodnotu zkou-
mané veli¢iny v ¢ase n budeme napfiklad znacit z(n) (nebo y(n)). Pokud bereme

v uvahu neukonceny vyvoj veli¢iny x, potom jde vlastné o posloupnost (x(n));>,

My si pojem diferencni rovnice zGZime na rekurentni zadani® takovych po-
sloupnosti.

Resenim diferen¢ni rovnice budeme rozumét onu (skryté) zadanou posloup-
nost. Vyfesenim diferenc¢ni rovnice budeme rozumét nalezeni vztahu pro n-ty ¢len
této posloupnosti.

Priklad 8.1 Naptiklad rekurentni zadani
z(n+1)=xz(n)+2, n>0,

reprezentuje vSechny aritmetické posloupnosti s diferenci 2.
To znamena, Zze sama o sobé ma nekoneéné mnoho feSeni, kterd mizeme
zapsat:
x(n) =x0+2n, n>0, z9€R.

Tuto ,,bezbiehost” mizeme omezit pridanim dalsich podminek na feSeni — stan-
dardné jedné nebo vice hodnot feseni — nejbéznéji na pocatku posloupnosti.

Takto muzeme ziskat (po¢ate¢ni) ilohu s pravé jednim fesenim, nebo dokonce
bez feseni:

8Vz4jemna (po posloupnosti klouzajici) zavislost nékolika po sobé jdoucich ¢lenti posloup-
nosti spoleéné s urcitym poc¢tem pocatecnich hodnot této posloupnosti.
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e Uloha
z(n+1)=z(n)+2, =z(0)=1,

ma prave jedno feseni

z(n)=1+2n, n >0, (tedy 1,3,5,7,9,...).

e Na druhou stranu uloha
z(n+1)=z(n)+2, =z(0)=1, z(1) =4,

nema feSeni zadné, nebot prvni podminkou je jiz feSeni dano jednoznac¢né, a
tak kdyz se druhou podminkou ,netrefime* do jiz vybraného feseni, ziskdme
nefesitelnou ulohu.

O

Jaky pocet pocatecnich podminek je tedy ,bezpecny“? Zpravidla to bude
déano 7adem diferencni rovnice, coz je rozdil nejvyssiho a nejnizsiho indexu v
diferenc¢ni rovnici.

V predchozi tloze méame rozdil indexi

(n+1)—n=1,

jde tedy o diferen¢ni rovnici prvniho fadu.
Podobné je rovnice

2¢(n+5) —3z(n+1)+22(n—-3)=0
osmého fadu, nebot (n +5) — (n —3) = 8.

V dalsim se budeme zabyvat pouze nékolika specialnimi typy diferenc¢nich

vvvvvv

vzdy v prvni mocniné a nejsou ve vzajemném soucinu.
Tedy
x(n+2) — Vnlz(n + 1) + n**z(n) = 625sinn

je linearni diferen¢ni rovnice, zatimco
z(n+1)-z(n)=1
neni linedrni. Rikdme, Ze je nelinearni.
Obecné nelinearita pfinasi obtiznéjsi, hife uchopitelné, problémy. To jsme

ostatné poznali jiz u diferencialnich rovnic, v oblasti diferen¢nich rovnic je situace

obdobnA.
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9 Linearni diferenc¢ni rovnice prvniho radu

V této kapitole se budeme vénovat pouze typické linearni nehomogenni rovnici
prvniho fadu s pocateéni podminkou, tedy pocatecni tloze:

z(n+1) =a(n)z(n) + g(n), x(ng) =z, n>mne>0. (9.1)

K ni pfislusnd homogenni rovnice (se stejnou pocateéni podminkou) je potom
dana predpisem

z(n+1) =a(n)z(n), x(ng) =z, n>mne>0. (9.2)

U obou rovnic predpokladame, 7e a(n) # 0 a a(n) a g(n) jsou realné funkce
definované pro n > ng > 0.
Reseni po¢atecni tlohy (9.2) miizeme ziskat prostym iterovanim:
x(no + 1) = a(ng)z(ng) = a(no)xo,
z(ng +2) = a(ng + 1)z(ng + 1) = a(no + 1)a(ng)zo,
x(ng + 3) = a(ng + 2)z(ng + 2) = a(ng + 2)a(nge + 1)a(ng)xo.

A pomoci indukce snadno nahlédneme, ze®

x(n) = x(ng +n — ng)

=a(n —1a(n —2)---a(ng)zo

= [1:[ a(i)] xg. (9.3)

i=no

Jednozna¢né feseni pocatecni tlohy (9.1) mize byt nalezeno nasledovné:

z(no + 1) = a(ng)xo + g(no),
z(ng+2) = a(ng + D)x(ng + 1) + g(ng + 1)
a(ng + 1)a(ng)zo + a(no + 1)g(no) + g(no + 1).

D4 se dokazat, opét pomoci matematické indukce, ze pro vsechnan > ng > 0,

x(n) = [1:[ a(i)| xo + z_: [ 1:[ a(i)] g(r). (9.4)

i=ng r=ng Li=r+1

9Pfipomefime, Ze pii zkraceném zapisu soudinu a souétu prvkil ve specidlnich piipadech
P . k .
plati: [y, a(i) =1a > ;. a(i) =0.
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9.1 DulezZité specialni pripady
Existuji dva specidlni ptipady tlohy (9.1), které jsou dilezité v mnoha apli-

kacich. Prvnim je p¥ipad konstantniho koeficientu a(n) (a(n) = a), (navic také
pro zjednoduseni budeme uvazovat pouze ptipad ny = 0):

z(n+1) =ax(n)+ g(n), z(0)=x. (9.5)

S pouzitim (9.4) zde dostaneme FeSeni

n—1
n)=a"zo+ Y a"*g(k). (9.6)
k=0

Vzorec (9.4) také pouzijeme pro ptipad ng # 0.
Druhé, jesté vétsi zjednoduseni, predstavuje konstantni nehomogenni c¢len
g(n) (g(n) =b). Pocéatecni tloha

r(n+1) =ax(n)+0b, z(0) = x, (9.7)

ma TeSeni (opét vyuzijeme (9.6))

(9.8)

a"zy+b [“ _1} jestlize a # 1,
z(n) =

o + bn, jestlize a = 1.

Na procviceni predchozich formuli uvedeme nékolik piiklad.

Priklad 9.1 ([2]) Vyfesime rovnici

z(n+1)=(n+1zn)+2"n+1), z(0)=1, n>0.

Resend.
n—1
x(n) = H xo + Z H ] g(r)
L i=n0 r=ng Li=r+1
n—1 n—1
_ 1+ Z [IG+v] 2+
_z:O r=0 L[i=r+1
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nebot

n—1 n—1
1—2"
nl 4> 02" =nl <1+er> = (1+11 2> =nl(1—1+2") =nl2".

r=0 r=0
O
Priklad 9.2 (]2]) Vyfesime pocatecéni ulohu
z(n+1) =2z(n) + 3", z(1) =0,.
Reseni. a(n) =2 ang =1, tudiz
st = | Tl ato] w+ [H s = [T o 5[ 1T o]
i=ng r=ng Li=r+1 r=1 Li=r+1
= "1y+z ] [2”105+n212”“3’"
r=1
n—1
= 2" % 4! Z; (g) AR i [; (—1 _1(_%)% )
= 2" 2 4 on ! [—3 (1 — (;)TH)] =2" 2ol 343 (;)M]
= 2" 2t {—3 +2 (g)n} =2"% 3. 2"t 2" (g)n
=2"? 62" +3"=3"—5.2""2
O

Priklad 9.3 (]2]) Pacient uziva lék vzdy po ¢tyfech hodinach. Necht D(n) je
mnozstvi ucinné latky v krevnim systému v n-tém intervalu. Té€lo béhem kazdého
intervalu eliminuje p-tinu G¢inné latky. Naleznéte D(n) a lim,, ., D(n), jestlize
uzivana davka je Dj.
Reseni. Nejprve musime prevést slovni zadani do rovnice, kterou potom vyfesime.
Ziejmé

D(n+1) = (1—-p)D(n) + Dy.

S vyuzitim (9.8) dostavame

D(”):{Do—%] (1—p)" +%
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a tedy

. Dy
nh_}ngo D(n) = > (9.9)
Necht Dy = 2 [em?] a p = 0,25, potom piivodni rovnice je
D(n+1)=0,75D(n) +2, Dy=2.
Nésledujici tabulka obsahuje hodnoty D(n) pron € {0,1,2,...,10}.
n 0123|456 |78 910
D(n)|2|3.5/4.62|5.47(6.1/6.58|6.93|7.2(7.4|7.55|7.66
Z (9.9) zjistime, ze rovnovaznym stavem mnozstvi u¢inné latky v téle je
D* = lim D(n) = 8 [em?].
n—oo
O

Piiklad 9.4 ([2]) Umotovani je proces, pti kterém je splacen dluh (ne)pravidelnymi
platbami v pravidelnych intervalech. Kazda splatka se sklada z iiroku za prislusné
obdobi a z ¢astky snizujici dluh (imoru).

Necht do kazdého obdobi vstupujeme s dluhem p(n), ktery je v tomto obdobi
urocen s urokovou mirou r, vztazenou k platebni periodé. Na konci n-tého obdobi
je realizovana splatka g(n).

Formulace naseho modelu je zaloZena na faktu, ze dluh p(n + 1) na pocatku
(n + 1)-ho obdobi je roven pfedchozi hodnoté dluhu p(n), k niz musime pficist
urok za posledni obdobi, p(n) a naopak odecist splatku g(n). Tedy

p(n+1) =p(n) +rp(n) —g(n) = (1 +r)p(n) — g(n), p(0) = po,

kde py znaci pocatecni hodnotu dluhu. Jde o pripad s konstantnim koeficientem
u p(n), takze mizeme vyuzit (9.6)

n—1

p(n) = (L+7)"po+ > _(1+7)""g(k).

k=0

Ve specidlnim pfipadu mtze jit o tlohu s konstantni splatkou (g(n) je kon-
stantni) nebo s konstantnim tmorem (p(n + 1) — p(n) je konstantni. Uloha na
vypocet pevného poctu n konstantnich splatek 7' nas vede k rovnici p(n) = 0,
konkrétné

n—1

p(n) = (L+7)"po+ > (1+7)"* T = (1+7r)"p +

(1+7r) _1T:0.
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Odtud
r
T = — .
o {1 - <1+r>”1
Pro po = 100000, r = 0,1 a n = 5 dostaneme

0,1
1—(1+0,1)°

T = 100000 [ } ~ 26 380.

Umorovaci plan naleznete v tabulce 1.

k|Dluh p(k)|Splatka g(k)|Urok rp(k)|Umor g(k) — rp(k)|Novy dluh p(k + 1)
0| 100000 26 380 10000 16 380 83620

1| 83620 26 380 8362 18018 65602

2] 65602 26 380 6 560 19820 45782

3| 45782 26 380 4578 21 802 23 980

4| 23980 26 380 2398 23 982 0

5 0

Tabulka 1: Umorovaci plan

-, Priklady jsou ptevzaty z [2].
Piiklad 9.5 Naleznéte feSeni nésledujicich iloh (homogenni pfipad):

1. z(n+1) — (n+ 1)z(n) =0, z(0) = c.

2. z(n+ )—3"()—0,35(0):0

3. z(n+1) —e*z(n) =0, z(0) =c.

4. z(n+1) — n+1():O,n21,x(1):c.

Piiklad 9.6 Naleznéte obecné feseni nasledujicich iloh (nehomogenni pii-
pad):

L y(n+1)—1y(n) =2, y(0) =c
2. y(n+1) = 5y(n) =4, y(0) = c.
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10 Linearni diferenc¢éni rovnice druhého radu

Po prostudovani této kapitoly budete schopni nalézt obecné feseni homo-
@ genni linearni diferen¢ni rovnice druhého fadu, ovSsem jen pro urcity typ
téchto rovnic (s konstantnimi koeficienty), ne obecné.

Hledani obecného feseni homogenni linearni rovnice je pomérné piehledné,
takze by vam nemélo ¢init vétsi potize.

V této kapitole se budeme vénovat linearnim diferenénim rovnicim druhého
fadu s jednou nezavisle proménnou. Vyuziti takovychto rovnic je velmi Siroké, od
popula¢nich dynamik (studium jednoho druhu), pfes ekonomii (studium jedné
komodity) az k fyzice.

10.1 Diferenc¢ni pocet

Diferencni pocet je diskrétni analogii zndmého diferencialniho a integralniho
poctu. Prti studiu diferenc¢nich rovnic jsou dilezité dva operatory, které pretvareji
posloupnosti.
Diferené¢ni operator Az(n) = z(n+1) — z(n)

Ukazme si, jak pracuje. Méjme posloupnost z(n) = 1+ 2n, n > 0, potom

y(n) =Az(n) =z(n+1)—z(n)=14+2(n+1)]—[1+2n]=2, n>0.

Vysledkem aplikace operatoru A na posloupnost (1 + 2n)>°, je konstantni po-
sloupnost (2)7°,.
Kdyz budeme aplikovat diferencni operator jesté jednou, dostaneme,

z(n) = A%z(n) = A (Az(n)) = A(2)

I
S
|
©
I
\_O
3
V
vCD

tedy nulovou posloupnost.
D4 se tak nahlédnout, ze aplikace diferenc¢niho operatoru na polynom v dis-
krétni proménné n € Ny) se podobé derivovani polynomu v proménné x € R.

Operator posunu Ex(n) = z(n+ 1)

Jak rozumét operatoru posunu? Budeme jej aplikovat na posloupnost z(n) =
n, n > 0:
Ez(n)=En=n+1, n>0.

Co se tedy stalo? Z posloupnosti (n)22, jsme dostali aplikaci operatoru posunu
posloupnost (n + 1)2°, tedy z 1,2,3,4,... mame 2,3,4,5,.... To se d4 popsat
i tak, ze jsme puvodni posloupnosti ,,odstfihli“ prvni prvek.
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Podobné
E'z(n) =xz(n+k), n>0,

tedy dostavame posloupnost £+ 1,k + 2,k +3,....

Oba operatory, A i E, jsou linearni. To znamena, ze

Alaz(n) + by(n)] = aAz(n) + bAy(n)

E[az(n) + by(n)] = aEx(n) +bEy(n),

pro vSechna a,b € R.

10.2 Obecna teorie linearnich diferenc¢nich rovnic druhého
radu
Normalni tvar nehomogenni linedrni diferencni rovnice druhého Tadu je na-
sledujici:

y(n +2) + pi(n)y(n + 1) + pa(n)y(n) = g(n), (10.1)
kde p1(n), p2(n) # 0 a g(n) jsou realné funkce definované pro n > ny.
Pro g(n) = 0 dostaneme piislusnou homogenni rovnici:
y(n+2) +pi(n)y(n+1) +pa(n)y(n) =0,  n > ny. (10.2)

Zkusme si ted z (10.1) vyjadiit y(n + 2):
y(n+2) = —p1(n)y(n + 1) — pa(n)y(n) + g(n). (10.3)
Odtud, pro n = 0, dostavame
y(2) = =p1(0)y(1) — p2(0)y(0) + 9(0).

Takto, pfi znalosti p1(n), p2(n), g(n) a poc¢atecnich hodnot y(0) a y(1), mizeme
vypodist y(2) a pron =1 y(3):

y(2+1) = —p1(Dy(2) — p2(1)y(1) + 9(1).

Opakovanim tohoto postupu miZzeme vypocist vSechna y(n) pro n > 2, a tak
ziskat posloupnost, kterd vyhovuje rovnici (10.1).
Toto dale ilustruje nasledujici priklad.

Priklad 10.1 Uvazujme diferen¢ni rovnici druhého radu
y(n +2) —ny(n+ 1) + 2y(n) = n?, n >0, (10.4)

kde y(0) = 1 a y(1) = 0. Vypocitejme hodnoty y(2), y(3) a y(4).
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Reseni. Rovnici pfepiSeme do naznadeného tvaru
y(n +2) = ny(n+ 1) — 2y(n) + n’. (10.5)
Nyni pro n = 0 a po dosazeni za y(0) a y(1) dostavame
y(2)=0-y(1) —2y(0)+0*=0-0-2-1+0= —2.
Podobné pron =1
y3)=1-y(2)—-2-y(1)+1*=1-(-2)—-2-0+1=—1.
Pron =2
y(4) =2-y(3) —2y(2) +22 =2 (—1) — 2(—2) + 4 = 6.
O

Rekneme, Ze posloupnost (y(n))>~, nebo jednoduse y(n) je resenim (10.1),
jestlize tuto rovnici spliiuje (pro vSechna n > ng).

Prislusné pocatecni tiloha je tvorena diferenc¢ni rovnici druhého fadu a dvéma
pocatecnimi podminkami:

y(n+2) +pi(n)y(n + 1) + pa(n)y(n) = g(n), (10.6)
y(no) = ag, y(no +1) = as,

kde ay, as jsou realna cisla.

Véta 10.1 ([2]) Pocdtecni uloha (10.6) md prdvé jedno teseni y(n).
Diikaz. Dtkaz vychazi z postupného vypoctu jako v prikladu 10.1.
Postupné pro n = ng,ng + 1,... dostaneme posloupnost (y(n)),—, ., €Oz
ndm ve spojeni s po¢atecnimi podminkami z (10.6) dava celé Teseni (y(n)),_,. -
Z postupu vyplyva i jednoznacnost. O

Iterativné tedy reSeni pocatecni tlohy mizeme ziskat vzdy, se ziskem explicit-

se pozd€ji omezime na ulohy s konstantnimi koeficienty p;.

V dalsim podrobné prostudujeme homogenni ¢ast linearni diferen¢ni rovnice
druhého tadu, tedy

y(n+2) +pi(n)y(n + 1) + pa(n)y(n) = 0. (10.7)

Uvedeme t1i dulezité definice.

80



Definice 10.1 ([2]) Rekneme, 7e funkce fi(n), f2(n),. .., f,(n) jsou linedrné
zavislé pro n > ng, jestlize existuji konstanty aq, as, ..., a, ne vSechny nulové
a takové, ze

arfi(n) + azfo(n) + -+ +a,fr(n) =0, n >ne.

Jestlize napftiklad a; # 0, potom vydélenim piedchozi rovnosti zjistime, ze
fi(z) se da vyjadrit jako linedrni kombinace ostatnich funkei,

fin) = =3 = i), (10.8)
it 7
Pro dvojici funkei (r = 2) to znamen4, ze jedna je nasobkem druhé,
filn) = afz(n), a#0.
Opakem linearni zavislosti je linedrni nezdvislost:
(alfl(n)+a2f2(n)+---+arfr(n) =0, nzno) = a=ay=--=a, =0.

Priklad 10.2 ([2]) Ukazte, ze funkce 3", n3", a n?3" jsou linearné nezéavislé pro
n > 0.

Regend. Je tedy tieba zjistit, zda rovnice (ve skutecnosti jde soustavu nekoneéné
mnoha rovnic, nebot pro kazdé n > 0 dostaneme jednu)

a13" + aan3” +asn?3" =0, n>0

ma pouze trividlni feSeni a; = ay = a3 = 0. Rovnici miizeme délit (vZdy nenulo-
vym) vyrazem 3". Tim ziskame (kvadratickou) rovnici

a1+a2n—|—a3n2:0, n > 0.

Polynom na levé strané je identicky roven nule jen v ptipadé nulovosti vsech svych
koeficientt, tedy
a; = a9 = ag = 0,

a tak jsou funkce 3", n3", a n?3", podle definice, linedrné nezavislé. [l

Definice 10.2 ([2]) Mnozinu dvou linearné nezavislych feseni (10.7) nazy-
vame fundamentdlni mnoZina Tfeseni.

V predchozim ptikladu 10.2 jsme si mohli uvédomit, Ze ovéfeni linedrni neza-

vislosti jen podle definice nemusi byt vzdy snadné. Nastésti existuje jednodussi

metoda zaloZena na tzv. casoratianu'®:

10Djskrétni obdoba wronskidnu u diferencialnich rovnic.
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Definice 10.3 ([2]) Casoratian W (n) feseni x1(n),za2(n),...,z.(n) je dan
predpisem
x1(n) xo(n) e x.(n)
ri(n+1 To(n + 1 ceoxp(n+1
W(n) = det int 1) w{ntl) () (10.9)

rin+r—1)zyn+r—1) - x.(n+r—1)

Priklad 10.3 ([2]) Uvazujme diferen¢ni rovnici
z(n+2)—3z(n+1)+2z(n) = 0.

Ukézeme, ze posloupnosti z1(n) = 1 a 25 = 2", n > 0, jsou jeji feSeni a uréime
jejich casoratian.

Reseni. Staci dosadit. Nejprve z;(n):
L=x(n+2)—=3x1(n+1)+221(n)=1-3-142-1=0, n>0,

a tak je x1(n) = 1 skutecné fesenim nasi rovnice pro n > 0. Ke stejnému zavéru
dojdeme i pro z2(n):

L =x5(n+2) —3za(n+ 1) + 2x9(n) = 2" - 3.2 1 2.2" =
—92"(4-3-2+42)=0, n>0.
Casoratian funkci x;(n) a xo(n):

1 2"

W(”) = det (1 2n+1

):2”“—2“:2”, n > 0.

]

D4 se ukazat, Ze mnozina dvou feSeni je fundamentalni (tj. linedrné nezavisla),
jestlize jeji casoratian W (n) neni nikdy nulovy (n > nyg).

To znamend, 7e v predchozim piikladu, kde W(n) = 2", o fundamentalni
mnozinu jde, nebot pro n > 0 je 2" # 0.

Obecné ale nemusi byt snadné vypocist a vyhodnotit casoratian pro kazdé
n > ng. Nastésti mame k dispozici nasledujici vétu.

Véta 10.2 ([2]) MnozZina Teseni x1(n), z2(n) rovnice (10.7) je fundamentdlni
tehdy a jen tehdy, kdyz pro néjaké ng > 0 plati W (ng) # 0.
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Piiklad 10.4 ([2]) Ovéfime, ze {n, 2"} je fundamentalni mnozinou Feseni rovnice

3n —2 n
1 = > 2.
n_lar(n—l— )+n_1$(n) 0, n>

z(n+2) —

Reseni. Nejprve je samoziejmeé tieba dosadit ovéfovana feSeni do uvazované rov-
nice.
Casoratian:

n 2"
W(n) = det (n—l—l 2n+1>.

Podle véty 10.2 staci nalézt jednu hodnotu ng, pro kterou W(ng) # 0. Nejjedno-
dussi bude vzit ng = 2, a tedy

2 22
W(2) =det( 55 | =16 12=4#0.

Podle véty 10.2 jsou feseni n,2" linedrné nezavisla, a tak tvori fundamentalni
mnozinu feseni. O]

Véta 10.3 (O existenci fundamentalni mnoziny FeSeni homogenni tlohy,[2])
Jestlize pr(n) # 0 pro vsechna n > ng, potom (10.7) md fundamentdlni mno-
Zinu Tesent pro n > nyg.

Pti znalosti fundamentalni mnoziny feseni jiz mtzeme prejit k vyjadieni obec-
nému feseni.

Definice 10.4 (Obecné feseni homogenni tlohy,[2]) Necht

{z1(n), w2(n)}

je fundamentalni mnozina feseni (10.7).
Potom obecné teseni (10.7) je dano vztahem

x(n) = C’lxl(n) + CQZL’Q(H), Cl, CQ e R.

Kazdé feseni (10.7) lze ziskat z obecného Feseni vhodnou volbou parametri a;.

4 2]

Priklad 10.5 Najdéte casoratian nasledujicich funkci a zjistéte, zda jsou
linedrné zavislé nebo nezavislé.
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1. 57,3 5",
2. 5% n -5
3. (—2)", 2",
4. 0,3".
Priklad 10.6 Pro diferen¢ni rovnici z(n+2)+z(n) = 0 a jeji feseni cos (%*)
a sin (%)
(i) urcete, zda jsou FeSeni linedrné nezavisla a

(ii) naleznéte, pokud to ptijde, obecné feseni.

10.3 Linearni homogenni rovnice druhého rfadu s konstant-
nimi koeficienty

Uvazujeme diferen¢ni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty:
z(n+2) +prz(n+ 1)+ pox(n) =0, (10.10)

kde p; a py jsou konstanty, pficemz p, # 0. Chceme pro ni nalézt fundamentalni
mnozinu feseni a potazmo i obecné feseni.

Postup bude pomérné jednoduchy. Budeme predpokladat, ze feSeni (10.10)
maji tvar A", kde A je komplexni ¢islo. Dosadime do (10.10) a dostaneme tzv.
charakteristickou rovnici

A+ pd+py=0. (10.11)

Jeji dva kofeny Ay, Ao € C nazyvame charakteristické koreny. Poznamenejme, Ze
zadny z nich neni nulovy, nebot py # 0.

Urceni fundamentalni mnoZiny feSeni a obecného FeSeni rovnice (10.10)
pomoci charakteristickych kofena (10.11)
Mohou nastat tii zédkladni pripady:

(a) Charakteristické koteny A1, A2 jsou redlné a rizné. Dokdzeme, Ze v tomto
ptipadé funkce A} a A} tvori fundamentalni mnozinu feseni (10.10). Z kon-
strukce plyne, ze jde o feseni. Zbyva tedy ukazat, Ze jsou linearné nezavisla.
K tomu postaci ukazat, ze W(0) # 0:

Wo)=det [ L 1) =2 - 20, (10.12)
o

nebot A\; # As.

Tim je dokdzéano, ze {1, A2} fundamentalni mnozinou feseni (10.10), a tak
obecné Feseni (10.10) ma tvar

x(n) = Cl)\? + Cl>\711, Cl, CQ e R. (1013)
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(b) Ndsobné redlné charakteristické koteny Ay = Ay (jako zastupce vezmeme
A1). Pro tento pfipad ukdzeme, Ze fundamentalni mnozinu feseni (10.10)
tvori dvojice funkei {A}, nAT}.

— Reseni: To, ze je A} fesenim (10.10) vyplyva z jeho konstrukce, pro
nA} to musime ukazat dosazenim do (10.10) a Gpravou:
L=n+2)A +pi(n+ AT+ pA] =

nebot rovnost (A2 +p; A1 +ps) = 0 dostaneme z charakteristické rovnice
(10.11), protoZe \; je kofenem této rovnice, a rovnost (2A2 +p; ;) = 0
plyne z obecné rovnosti pro koeficient p; kvadratické rovnice (10.11)
p1 = —(A1 + A2), zde pro Ay = Ay mame p; = —2);.

— Linedrni nezdvislost resent:

W(O):det(/\ll fl) — A £0.

Podminky jsou splnény, a tak je {A},nA!} fundamentalni mnoZinou feSeni
(10.10). Obecné feseni (10.10) ma tedy v tomto pfipadé tvar
x(n) = Cl)\? + an)\n = (01 + an) ?, Cl, CQ € R.

e Komplexnt charakteristickeé koreny
M =a+if, =a—if.
Jeji obecné feseni by tedy mélo tvar
z(n) =c(a+if)" + ca(a —iB)".

Zopakujme si, ze bod («, ) v komplexni roviné odpovidd komplexnimu
bodu a + 8. V polarnich soutradnicich:

a=rcosf, B=rsinf, r=+/a®+ 32, 9:arctg(5).

@
Da se ukazat, ze
x1(n) =r"cos(nf) a x3(n)=r"sin(ndh)
jsou dvé linedrné nezavisla feseni.

Fundamentalni mnozinou feseni (10.10) je tedy {r"™ cos(nf), r" sin(nf)}, kde
parametry r a 6 jsou odvozeny vyse.

Obecné feseni je v tomto piipadé tvaru

x(n) = C1r" cos(nf)+Cqr" sin(nf) = r" (Cl cos(nf)+Cy Sin(n@)), Ci,0y e R
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Posledni pripad dvou komplexné sdruzenych charakteristickych kofent jsme
provedli bez obecného ditkazu. V nasledujicim prikladu si jej provedeme alespon
pro jednu konkrétni rovnici (10.14).

Priklad 10.7 Rovnice
z(n+2)+z(n)=0 (10.14)

ma dva komplexné sdruzené charakteristické koteny

Tudiz -
azO,Bzil,r=1,9=i§

a tedy budeme ovétovat, ze
x1(n) =1" cos(ng) a mxo(n)=1" sin(ng)
jsou dvé linedrné nezavisla feSeni rovnice (10.14).

— Reseni rovnice (10.14):

L =z(n+2)+z1(n) = COS((n+2)g)+cos(ng) = cos(ng+7r)+cos(ng) =

=— cos(ng) + cos(ng) =0=P.

Obdobné i pro z3(n) = sin(nf).

— Linedrni nezavislost 7eseni:
s

cos(nf) sin(nf)

WO = det (COS<(TL+ 1)%) sin((n + 1)%)) =-=1#£0

™

Méame tedy fundamentélni mnozinu feseni rovnice (10.14)

™ ™

{1" cos(ng)7 1" sin(ng)} = {COS(HE), sin(na)}
a obecné Teseni rovnice (10.14)

z(n) = Cy cos(ng) + Oy sin(ng), C1,Cy e R
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Piiklad 10.8 (Fibonacciho posloupnost (Kraliéi problém)) Krélici se mnozi,
kazdy par vrhne na konci kazdého mésice (kromé prvniho) svého Zivota dalsi par.
Mnozstvi para kraliki na konci n-tého mésice oznac¢ime F(n). Rozdélme si tyto
pary na nedospélé (na konci nasledujiciho mésice jesté nevrhnou, ale stanou se
dospélymi) a dospélé:
F(n) = Fy(n) + Fi(n).

Na konci nésledujictho mésice tedy Fj(n) part vrhne dalsi par a Fy(n) part
dospéje (zadny kralik neumird ani neztréci plodnost), coz miizeme zapsat nésle-
dovné:

Fo(n+1) = Fi(n),
Fi(n+1) = Fi(n) 4+ Fo(n) = F(n),
Fn+1) = Fy(n+1)+ Fi(n+1) = Fi(n) + F(n).

Podobné i v nasledujicim meésici:

Fo(n+2) = Fi(n+1)=F(n),
Fin+2)=F((n+1)+ Fn+1)=F(n+1),
F(n+2)=F(n+2)+FRn+2)=Fn)+Fn+1).

Dostali jsme tedy (Fibonacciho) diferenéni rovnici druhého fadu
Fn+2)=F(n)+ Fn+1).

Jeji charakteristickd rovnice
N —-A-1=0

ma dva kofeny

1+56 1—+5
2 2

F(n):al(l—l_\/g) +a2<1_\/5> , n>1.

«

Obecné feSeni:

2 2

Uvazujme mnozeni od jediného paru, ktery je sim vrzen na konci prvniho mésice.
Tomu odpovidaji po¢ate¢ni hodnoty F/(1) = 1 a F'(2) = 1. Po dosazeni dostaneme

1 1
a; = \/g, ag = —\/5.
Naésledné:
Fn) = % <1+2\/5> - (1 _2“5) ] _ %(a" _8Y. (10.15)




Zajimavé je, ze
Fin+1) 1++5

i = =1,61
oo F(n) 5 , 618,

coz je tzv. zlaty pomer. O

H

Priklad 10.9 Pro nasledujici rovnice najdéte obecné feseni.

1. (n+2) —16z(n) = 0.
2. z(n+2) 4+ 16x(n) = 0.
3. z(n+2) —6zx(n+ 1) + 1dxz(n) = 0.

10.4 Linearni nehomogenni rovnice druhého radu

Po prostudovani této kapitoly budete schopni nalézt (metodou neurcitych
koeficientt1) obecné feseni nehomogenni linedrni diferenc¢ni rovnice druhého
fadu, ovSem jen pro urcité typy téchto rovnic (s konstantnimi koeficienty a
se specialni pravou stranou), ne obecné.

P1i hledani obecného feSeni nehomogenni rovnice vyuzijete jiz znamé po-
-Z:} stupy pri hledani obecného feseni ptislusné homogenni tlohy.

V poslednich dvou oddilech jsme se vénovali teorii linedrnich homogennich di-
ferenc¢nich rovnic. V pfipadé rovnic s konstantnimi koeficienty umime najit jejich

obecné feseni. Zde se vratime k nehomogennim linedrnim diferen¢nim rovnicim
druhého 1adu,

y(n+2) + pi(n)y(n + 1) + pa(n)y(n) = g(n), (10.16)

kde p1(n), p2(n) a g(n) jsou realné funkce definované pro n > ng a pa(n) # 0 pro
vSechna n > ny.

Na tuto rovnici mtizeme pohlizet tak, ze leva strana popisuje néjaky fyzikalni
systém a g(n) se bere jako vnéjsi ¢initel, pficemz studujeme, jakym zptisobem
y(n) (vystup) reaguje na g(n) (vstup).

Nez pfejdeme k obecnym vysledktim, polozme si otdzku, zda mnozina Te-
Seni nehomogenni ulohy (10.16) tvoii vektorovy prostor. Jinymi slovy, je linearni
kombinace dvou feseni linedrni nehomogenni rovnice opét feSenim? (U linearnich
homogennich rovnic tomu tak bylo.)

Pokusime se odpovédét pomoci nasledujici ivahy.

PfepiSme levou stranu rovnice (10.16) pomoci (linedrniho) operatoru
L(y) = y(n +2) + pi(n)y(n + 1) + pa(n)y(n)
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na
L(y) = g(n)-
Necht y;(n) a y2(n) jsou dvé feseni rovnice (10.16), coz lze zapsat L(y;) = g(n)

a L(y2) = g(n).
Nyni budeme uvazovat linearni kombinaci feseni y; a ys:

g(n) = ay1(n) + by2(n), a,beR.
Po dosazeni do L dostaneme (z linearity L):
L(g) = L(ayy + by2) = aL(yr) + bL(y2) = ag(n) + bg(n) = (a +b)g(n),

takze linedrni kombinace dvou feSeni (10.16) neni obecné opét fesenim (10.16),
nebot (a + b)g(n) = g(n) pouze ve specialnich ptipadech. Prostor feSeni rovnice
(10.16) tedy neni vektorovym prostorem.

Podobné miizeme zvazovat rozdil dvou feseni rovnice (10.16). O tom hovoii
nasledujici véta.

Véta 10.4 Jestlize y1(n) a y2(n) jsou fesenimi nehomogenni ulohy (10.16),
potom jejich rozdil, x(n) = y1(n) — y2(n), je feSenim odpovidajici homogenni
ulohy

yn+2)+pi(n)yin+ 1)+ -+ pa(n)y(n) = 0. (10.17)

Dikaz. Provedte sami. O

V dalsim budeme pouzivat nasledujici oznaceni. Obecné feseni homogenni
ulohy budeme znacit 7(n), zatimco partikuldrni feSeni nehomogenni tlohy bu-
deme znacit Y (n). Nésledujici vysledek ukazuje, jakym zptisobem muZeme najit
vSechna TeSeni nehomogenni tlohy pri znalosti jednoho partikularniho feseni.

Véta 10.5 Libovolné fesent y(n) nehomogenni dlohy (10.16) lze zapsat jako
y(n) =Y (n) + Ciz1(n) + Caxe(n),

kde {x1(n),z2(n)} je fundamentdlni mnoZina feseni homogenni ulohy (10.17)
a Cl, 02 € R.

Dikaz. 7 véty 10.4 vime, Ze rozdil dvou partikularnich feseni je fesenim homo-
genni ulohy, a tedy musi platit, ze

y(n) =Y (n) = Ciz1(n) + Caxa(n),
pro néjaké konstanty C,Cy € R. m

Nyni tedy vime, ze obecné feSeni nehomogenni tlohy lze zapsat jako

y(n) =Y (n) +7(n). (10.18)
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10.5 Linearni nehomogenni rovnice druhého radu s kon-
stantnimi koeficienty — metoda neurditych koefici-
entt

Nyni obratime pozornost na hledani partikularniho feseni nehomogenni tilohy
s konstantnimi koeficienty,

y(n+2) + pry(n + 1) + pay(n) = g(n).

Pouzijeme metodu neurcitych koeficienti. Tato metoda je postavena na inteli-
gentnim odhadu tvaru partikuldrniho feseni. Tento (trochu neuréity) tvar dosa-
dime do rovnice a dohleddme (zatim neurcité) koeficienty. Pro tiplné obecné g(n)
tato metoda neni efektivni, ale ukazeme, ze lze definovat pravidla postupu ve
specidlnim pfipadé, kdy g(n) je linedrni kombinaci ¢lent tvaru

g1(n) = p(n)A\", g2(n) = p(n)r" cos(nfh), g3(n) = p(n)r" sin(n),

kde p je polynom v proménné n (napiiklad p(n) = 2n +6n —1) a \,r,0 € R,
0 # 0 (pozor, pro A = 1 dostavame ,,¢isty* polynom p(n)).

Kdyz se naucime tesit prislusnou rovnici pro kazdou pravou stranu g, g a g3
zvlast, tedy (pii oznaceni L(y) = y(n + 2) + p1y(n + 1) + pay(n)) rovnice

L(y) = g1(n),  L(y) = g2(n),  L(y) = gs(n),

budeme schopni vyTesit i nehomogenni rovnici, kterd ma na pravé strané linearni
kombinaci pravych stran g1, g» a g3,

L(y) = agi(n) + bgz(n) + cgs(n), (kde a,b, c jsou realné koeficienty).
Ukazme to. Kdyz vyjdeme z fesSeni y;, y» a y3 dil¢ich tloh, tedy
L(y1) = g1(n), L(y2) = g2(n),  L(ys) = gs(n),
dostaneme z linearity operatoru L
L(ayy + byz + cys) = aL(y1) + bL(y2) + cL(ys) = agi(n) + bga(n) + cgs(n),
a tak je y = ay; + byz + cys TeSenim rovnice L(y) = agi(n) + bga(n) + cgz(n).

Jisté jste si vSimli, Ze (aZ na ndsobeni polynomem) ,povolenymi“ pravymi
stranami jsou funkce, které se objevuji jako reseni homogenni tlohy s konstant-
nimi koeficienty:

e \" pro realny charakteristicky kotfen A,
e " cos(nf) a r"sin(nf) pro komplexni charakteristicky kofen A = a + (3,

B # 0, pficemz r = \/a? + 2 a § = arctg (g)
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Jak uvidime, mohlo by tak dojit ke ,konfliktu“ pfi volbé (neurcitého tvaru)
partikularniho feSeni Y, nebot to volime velmi pfibuzné pfislusné pravé strané.
Budeme tomu éelit ndsobenim vhodnou mocninou n?¥ (N jako nasobnost).

Bude nas tedy zajimat vztah mezi \ z pravé strany a charakteristickymi koteny
prislusné homogenni tlohy. Tento vztah zaznamename pomoci veli¢iny N, ktera
v nasem pfipadé mize nabyvat hodnoty

0, pokud A neni charakteristickym kofenem,
N =< 1, pokud A je jednoduchym charakteristickym kofenem,

2, pokud A je dvojnasobnym charakteristickym kofenem.

(Obecné, u rovnic n-tého fadu, mize byt N = k, k < n, kdyz je A\ k-ndsobnym
charakteristickym kofenem.)

Pri tomto nastaveni mizeme vyslovit nasledujici vétu o volbé partikularniho
FeSeni.

Véta 10.6 Necht p je polynom v proménné n stupné s > 0, necht
y(n+2) + pry(n+1) + pay(n) = g(n) (10.19)

je rovnice s konstantnimi koeficienty a necht N je vyse definovand velicina
vztaZend k této rovnici (10.19).

Pak plati:

a) Je-li AeR a g(n)=pn)\",

potom existuje polynom q stupné nejuyse s tak, Ze funkce
Y (n) := n™g(n)A"
je partikuldrnim teSenim rovnice (10.19).

b) Je-li A\=a+if, kde a,f €R, 5 #0, aje-li g(n)=p(n)r*cos(nd)
nebo g(n) = p(n)r"sin(nf) (kde r = \/a? + (5% a 0 = arctg (g)),

potom existuji polynomy q1 a qo stupné nejuyse s takove, Ze funkce
Y (n) :=n"r"(qi(n) cos(nf) + g2(n) sin(nd))

je partikuldrnim tesenim rovnice (10.19).
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MiiZzeme se zorientovat podle nasledujicich prikladii.
P¥iklad 10.10 Reste diferen¢ni rovnici

y(n+2)+yn+1) — 12y(n) = n2". (10.20)

Reseni. Charakteristické kofeny homogenni rovnice jsou \; = 3 a \y = —4, a
tedy obecné feSeni homogenni tlohy je

y(n) = Clgn + CQ(—4)H, 01, Cy eR.

Prava strana, g(n) = n2" = p(n)\", kde polynom p(n) = n je stupné s =1 a
A = 2, tedy nepatii mezi charakteristické koreny 3 a —4, tudiz N = 0.
Podle véty 10.6 tedy volime za neuréity tvar partikuldrniho feSeni rovnice (10.10)

Y (n) = nNq(n)A\" = n®(An + B)2" = An2" + B2",
Po dosazeni do (10.20) dostaneme

A(n +2)2"2 4+ B2 + A(n + 1)2"" + B2"T — 124n2" — 12B2" = n2",
(10A — 6B)2" — 6An2" = n2".

Tudiz
10A—-6B =0, a 6A=1,
tedy
gt 4L
18 6
Partikulérni reSeni . )
Y (n) = —2" — Zn2",
18 6
a obecné FeSeni
1 -5
y(n) =Y (n)+7y(n) = —6n2” + 1—82n + C13" + Cy(—4)", (1,02 e R
L]
Priklad 10.11 Reste diferenc¢ni rovnici
yin+2) —y(n+1)—6y(n) =5-3" (10.21)

Regend. Obecné feseni pifslusné homogenni rovnice y(n+2)—y(n+1)—6y(n) = 0
mé pro charakteristické koreny

tvar

@(n) =C13"+ 02<_2)n’ Cl, Cy e R.



Z pravé strany g(n) = p(n)A\" = 5 - 3" mame polynom p(n) = 5 stupné s =0
aA=3= M\, tedy N =1.
Podle véty 10.6 tedy volime za neuréity tvar partikuldrniho fesSeni rovnice (10.11)

Y (n) = nNq(n)\" = n*(A)3" = nA3" = An3".
Po dosazeni do (10.21) dostaneme
A(n +2)3""? — A(n +1)3""! + 6An3" =5 - 3",
a tedy
1
A=—,
3
¢imz Y (n) = n3""! a obecné feSeni (10.21) je

y(n) =Y (n) +7(n) =n3""' + 13"+ cp(—2)", C1,Cy €R.

Priklad 10.12 Reste diferenc¢ni rovnici

y(n + 2) + dy(n) = 8(2") cos (n;) . (10.22)

Resend. Charakteristickd rovnice a kofeny homogenni tlohy:
N4d=0= \ =2, \y=—

Po pfevodu na polarni soufadnice, r = 2, § = 7 /2, dostaneme

y(n) =2" (Cl cos (712—7T) + (5 sin (%T)), C1,Cy € R.

Z pravé strany g(n ) p(n)r™ cos(nf) = 8(2") cos (”2”) méame polynom p(n) =

™

8 stupné s = 0 ar = 2 a = 7, coZ odpovida tomu, co madme u pfislusné
homogenni rovnice, a tak N = 1.
Podle véty 10.6 tedy volime za neurcity tvar partikularniho feseni rovnice (10.22)

Y (n) = n"r"(qi(n) cos(nf) + go(n) sin(nd)) = n'2" (A Cos(ng) + B sin(ng)).
(10.23)
Dosadime jej do (10.22) a dostaneme

2" +2 {A(n + 2) cos (@) + B(n + 2)sin (@)1

+4-2" [Ancos( 5 >+anm (n;ﬂ =8-2"cos (%)
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Odtud, s upravami cos (%) = cos (% + 7r) = —COoS (%) a sin (%) = sin (% + 7r) =
—sin (%), dostaneme

12 A2 (1) = B 0 (1)

+4-2" [An cos (%) + Bnsin (%Tﬂ =8-2"cos <n77r> ,

8. 2" [—Acos (%) — Bsin (%)] = 8- 2" cos (n;) ,

a tedy porovnanim koeficientti u cos a sin zjistime, ze A = —1 a B = 0. Dosadime
zpét do (10.23):

coz vede k

Y (n) = —2"ncos (%) .

Celkové obecné Feseni nehomogenni tlohy (10.22):

y(n) =2" <C’1 cos (g—ﬁ) + Cy sin (%) — N cos (%)), C1,Cy € R.

H

Priklad 10.13 Pro nésledujici ilohy naleznéte partikularni feseni.

L. y(n+2) = by(n+1)+6y(n) =1+n.
2. y(n+2) +8y(n+ 1)+ 12y(n) = e".

3. y(n+2) = 5y(n+ 1)+ 4y(n) = 4" — n?.
4. y(n+2) +8y(n+1) + Ty(n) = ne

5. y(n+2) —y(n) =ncos (%).

Priklad 10.14 Pro nasledujici rovnice najdéte obecné feseni.
1. y(n+2) — y(n) = n2"sin (Z).
2. y(n+2) +8y(n+1) + Ty(n) = n2".
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