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Obrazek: Geometricky vyznam diferencialu funkce.
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Definice
Diferencialem funkce f v bodé xp nazyvame vyraz

df (x0) = f'(Xo) - dx,

kde dx (= Ax) je konstantni prirlistek (diferencial) nezavisle proménné.
Diferencialem funkce f na mnoziné M nazyvame funkci

dy = f'(x) - dx,

kde x € M.
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@ Ze vztahu dy = f/(x) - dx vidime,
dy

@ Ze Leibnizlv symbol ==
y dx

pro derivaci funkce

@ je skuteCnym zlomkem — podilem diferencialu funkce a
diferencialu nezavisle proménné.

@ Také vzorce pro derivaci sloZzené funkce a inverzni funkce Ize
chapat jako operace se skute€nymi zlomky.

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MAT2 Prednaska €. 6 22. a 23. bfezna 2011 4/18



Uziti diferencialu

Uziti diferencialu v pfibliznych vypoctech je zaloZeno na pfiblizné
rovnosti

f(xo + Ax) = f(Xg) + Ay ~ f(xg) + dy = f(Xg) + f'(Xo) AX.
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Uloha
Pomoci diferencialu funkce vypoctéte pribliznou hodnotu /0, 982.

Reseni.

/0,982 = £(0,982) = f(1 — 0,018) = f(Xg + AX) ~ f(Xo) + f(Xo) AX,

1
/0,982 ~ (1) +f'(1) - (~0,018) = V1 + 5.5 (70,018) = 0,991

O

v
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Derivace vysSich radu

Funkce y = sinx ma derivaci y’ = cos x. Toto je opét funkce, ktera ma
derivaci a plati (y’)’ = — sinx.

Definice

Ma-li funkce f’ v bodé& x (na mnoZing M) derivaci (f')’, oznacime tuto
derivaci f” a nazveme derivace druhého fadu (druha derivace)
funkce f.

Podobné derivaci n-tého Fadu (n-tou derivaci) f(™ definujeme

vztahem
£0) _ <f<n—1>>"
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2
Oznaceni podle Leibnize: % (Cti ,d dvé f podle dx na druhou"),

d’f  d? dnf anf
dy?’ W( (X)), axn’ (W)x=xo, apod.

Oznaceni podle Cauchyho: D?f, D"y, apod.
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Uloha
Urcete viechny derivace funkce y = 3x? — 2x — 1.

Uloha
UrCete 2. derivaci funkce y = sinx v bodé xg = 7.
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Nékteré vzorce pro n-tou derivaci elementarnich funkci
1) Funkce e :vn e Nje (e¥)™ = eX;

podobné pro funkci ¢ mame  (a*)™ = a*(Ina)".

2) Funkce sinx, cosX.
Plati: f("+4) = f(") takZe takto Ize zjistit derivaci libovolného Fadu.
Plati téz vzorec
(sinx)"”’ = sin (x + n§> .

3) Funkce shx, chx. zde f("+2) — f(n),

4) Funkce x", n € N.

(x")™ =nl, (x")™ =0, ¥m e N, m > n.
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Leibnizovo pravidlo pro n-tou derivaci soucinu:
(uv)(n) — u(n)v + (n) u(n_l)vl + (n) u(n_z)v” + ..
N 1 2
RN LR ITYVIC e SR G)
n—1 '

Uloha
Urcete 120. derivaci funkce y = x? eX.

Reseni.
e*(x? + 240x + 14280).

O

v
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L'Hospitalovo pravidlo

L PV 0 . .
Nasledujici véta se tyka vypoctu limit typu {O} Podobné tvrzeni Ize

vyslovit i pro limity typu [g} a obé pak pouZit k vipoctu nékolika
dal$ich typd limit.
Véta (L'Hospitalovo pravidlo)
Necht
1) funkce f, g maji derivace v P(a), kde a € R*,
2) )!anaf(x) =0, )!anag(x) =0,

()

3) existuje vlastni nebo nevlastni | lim =
x—a g'(X)

1 S
o [x=ag(x) K
Pak existuje i arovna se .
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L'Hospitalovo pravidlo

Uloha

arctg(x — 2)

™ W . 1
Vypoctéte >!|an Z H

Uloha

.
Vypoctéte lim X [1]
Xx—1 1

Uloha

Vypodtste lim X T 5x +4
yp x—+oo 3X3 +2x2 +1°

2]
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L'Hospitalovo pravidlo

L'Hospitalovo pravidlo plati i pro jednostranné limity.

Uloha

s : In x
Vypoctéte lim .
x—0+ cotg X

0]
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L'Hospitalovo pravidlo

@ L'Hospitalovo pravidlo neplati naopak a to v tomto smyslu:
z existence limity podilu funkci neplyne existence limity podilu
jejich derivaci  nebo, coZ je totéZ, z neexistence limity podilu
derivaci jesté neplyne neexistence limity podilu funkci.

sin|x|
]

@ Nékdy je potfebné pouZit I'Hospitalovo pravidlo i vicekrat,

@ Napfiklad lim
x—0

pfipadné provadét pfi vypocltu Upravy, které postup zjednodusi.

Uloha

1 - cos 3x. [g]
0 sin2x 2

Vypoctéte lim
X—
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L'Hospitalovo pravidlo

@ Pfi vypoctu limit typu m soucinu funkci f - g upravime
soucin funkci na podil

nebo naopak

Q|| —h
-] Q

tak, aby to bylo vhodné pro pouziti I'Hospitalova pravidla

@ tedy napfriklad funkci logaritmickou je zpravidla nejvhodnégjsi
nechat v Citateli.

Uloha

Vypoctéte lim xInx. [O]
X—0+

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MAT?2 Prednaska ¢. 6 22. a23. brezna 2011 16/18



L'Hospitalovo pravidlo

Pocitame-li limitu typu [co — co] rozdilu funkci f — g, upravime rozdil
funkci na podil:

Q-
—H =

f—g=

=l =
|

Qlr|

Eile

Uloha

1
Vypodtéte lim ( cotg?x — — |.
yp XHO( g x2>

Reseni.

2 .1 . : : . .
—§; pred pouzitim I'Hospitalova pravidla nejprve ziskany zlomek
vhodné rozloZime na soucin funkci. O
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L'Hospitalovo pravidlo

U limit typu

[0°], [°] @ [1%]

postupujeme tak, Ze tuto funkci nejprve upravime na tvar ,
limitu pfeneseme do exponentu (podle véty o limité sloZené funkce) a

v exponentu dostaneme limitu typu | [0 - o<] |

pro funkce

Uloha
Vypoététe lim xS"*. 1]
x—0+
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