1 Funkce dvou (vice) proménnych

Sird{ teorii funkef vice proménnych najdete na adrese
http://homen.vsb.cz/~kred40/esfmat2/fceviceprom.html.

Podstatné casti zamérené na funkce dvou proménnych uvadim zde:

Definice 1.1. Necht M C R?, M # 0. Funkci dvou proménnijch budeme
rorimét kazdé zobrazeni
f:M—R.

MnoZinu M nazijvame definicnim oborem funkce f a znac¢ime D(f).

Poznamka 1.2. 1. Pro funkci dvou proménnych volime znaceni
2= f(z,y).

2. Proménné x a y nazjvdme nezdvisle proménné, z je zdvisle promennd.

3. Neni-li dan definicni obor, pak se jim rozumi nejsirsi pripustnd mnozina
2
v R,

Piiklad 1.3. Urcete definicni obor funkce z = x* + 1.

Resend. Funkce (jeji predpis) neklade zZaddnd omezeni na x a y, a tak je
D(f) =R* = {(z,y);z € R,y € R},

tedy vsechny uspotradané dvojice readlnych ¢isel, resp. cela rovina xy. O]

Dalsi tlohy na urceni definicniho oboru funkce dvou proménnych najdete
na
homen.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_4_1.pdf.

Parcialni derivace

Funkce
z= f(z,y)

ma dvé proménné. Chceme-li na ni uplatnit definici derivace funkce jedné
proménné, muzeme ji derivovat jen podle jedné proménné a druhou fixovat
(v takovém pripadé povazujeme druhou proménnou za konstantu.



Definice 1.4. Rikdme, Ze funkce z = f(x,y) md v bodé A = [xq,yo] € R?
parcidlni derivaci podle x, jestliZe exisatuje (vlastni) limita

lim f(xo + h,y0) — f(xo, y0>.
h—0 h

Podobné rikime, Ze funkce z = f(x,y) md v bodé A = [xg,y0] € R? parcidlni
derivact podle y, jestlize exisatuje (vlastni) limita

lim f(a:Oa Yo + h) - f(.flfo, y0)
h—0 h

1. Obvyklé znaceni pro parcidlni derivaci funkce f podle z (podle y) v
bodé A = [z, yo):

0 0 , 0 0 ,
ai(x(by())? aJIC(A)a fe (20, Y0) 85(%’%)’ 85(‘4)7 fy(%’yo)-
2. Parcidlni derivace
af of
%(.’E,y) a @(x,y)

jsou opét funkce proménnych x a y, s definiénimi obory

of of
D (ax> cp(f), D (ay> c D(f).

3. Pri vypoctu parcidlnich derivaci pouzivame stejna pravidla jako u oby-
¢ejnych derivaci (derivace sou¢tu, soucinu, ... ).

Parcialni derivace druhého radu

#r_o (o) #f_o (0
0z2  Ox \ 0z )’ oy2 oy \oy)’

e SmiSené parcialni derivace druhého radu:

0x0y " Oz dy Oyox 87/ ox

Zaménnost smisenych parcidlnich derivaci:

v~ o (o) e~ (o)



Véta 1.5. Jsou-li smisené parcialni derivace

oy
0xdy 0yox
spojité v bodé A = [xo,yo|, pak jsou si v tomto bodé rovny:

0 f _O*f
&vﬁy(A) N ayax( )

Priklad 1.6. Urcete parcialni derivace pruniho a druhého rddu funkce
flx,y) = 32" — 2zy + xy® +4/°.
Reseni: Nejprve uré¢ime defini¢ni obor funkce f. Ziejmé
D(f) = R,

Parcialni derivace prvniho radu:

0 0
aﬁ(:v y) = 5o (30" = 2wy +ay’ +4°) = 120° — 2y + 4”4+ 0;
0 0
a‘;t(x,y) = a—y(3x4 — 22y + xy? +y°) = 0 — 22 + 22y + 61°.

Parcidlni derivace druhého radu:

2
ﬂ(:v,y) =5 (af( y)) = ;3:(12;1;3 — 2y +y?) = 3627

ox? Ox
gjj;(x,y) 88 (‘;f(g;,y)> — (%(—2$+2wy+6y5) = 2z + 30y*;
8Tgy<x’y) o (gi( y)) = ({;1(—23: + 22y + 6y°) = —2 + 2y;
aal;i(%y) 7 (gi( )) = %(1%3 —2y+y°) = —2+2y.

Defini¢ni obory:
of of *f\ (0%
2(5) -2 (5) -2 (&) -2 (&)

e Radu dalsich tloh najdete na

homen.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_1.pdf.

B Pf\ If\
=D <8x8y> =D (83/81‘) =R
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Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Nejprve si lokalni extrém funkce dvou proménnych definujeme:
Definice 1.7 (lokalni extrémy). éekneme, ze funkce
f:R*DD(f) >R
nabyvd v bodé A € D(f) lokdlniho maxima, jestliZe existuje okoli
O(A) € D(f)
bodu A takové, Ze
pro vsechna X € O(A) plati  f(X) < f(A).
Rekneme, Ze funkce
f:R*2D(f) =R
nabyvd v bodé A € D(f) lokdlniho minima, jestlize existuje okoli
O(A) € D(f)
bodu A takové, Ze

pro vsechna X € O(A) plati  f(X) > f(A).

Definice 1.8 (stacionarni bod). Rekneme, Ze bod A € R? je staciondrnim
bodem funkce f:R* D D(f) — R, jestliZe v ném jsou obé parcidlni derivace
pruvniho rddu funkce f nulové, tedy

of o _ of /4 _
=0 A S =0

Podobné jako u funkce jedné proménné plati:

Véta 1.9. Necht f:R? D D(f) — R md v A lokdini extrém a necht f md
v A obé parcidlni derivace.
Pak nutné A je staciondarnim bodem f.

e Tato véta nevylucuje moznost, ze lokalni extrém nastane v bodé ktery
neni stacionarnim, ale nesmi v ném alespon jedna parcialni derivace
existovat.



Urcovani lokalnich extrémi funkce dvou proménnych

e OznacCme:

of *f
o f 922 0Y) dxdy (@)
Dl(fﬁ,y) = @(x,y), DQ(ZE’?D - an an

T, 5 5\,
8y8x( ) 8y2( )
hlavni determinanty matice parcidlnich derivaci druhého radu.
Postacujici podminky pro existenci ostrého lokalniho extrému funkce f

ve stacionarnim bodé A:

Véta 1.10. Necht funkce f: R? O D(f) — R je na okoli bodu A = [zg, yo]
dvakrdt spojité diferencovatelnd. Necht bod A je jeji staciondrni bod.

1) Jestlize
_ o

D) = GG I - (S5 ) >0

pak ma funkce f v bodé A ostry lokdlni extrém.

Je-li navic

0 f
Di(A)=—(A) >0
1( ) 8%2( )> )
jednd se o ostré lokalni minimum, je-[z
0*f
Di(A)=—(A) <0
(4) = 55(4) <0,

jednd se o ostré lokalni maximum.
o Je-li Dy(A) <0, potom funkce f v A lokdlni extrém nemd.

o V pripadé Do(A) = 0 nelze o takto o existenci lokdlniho extrému roz-
hodnout.

Priklad 1.11. Urcete lokalni extrémy funkce
flz,y) =a* +y°.

Reseni: 1. Definicni obor: funkce je definovana na celé roviné zy, tedy
D(f) = B2



2. Parcialni derivace prvniho radu:

0
a‘;(% y) = 21;
gjyc (z,y) = 2y.

Obé parcialni derivace jsou definovany a spojité na celé roviné xy.
3. Staciondrni body:

26=0 A 2y=0 =  A=][0,0]

4. Parcialni derivace druhého radu:

0% f

oz (0 Y) = 2
92 f
TyQ(%y) = 2;

*f *f
(z,y) =
0y Oyox
VsSechny parcidlni derivace druhého tadu jsou definovany a spojité na
celé roviné xy.

(xz,y) = 0.

5. Hlavni determinanty:

0 f o2 f
o f 7220V gy Y)
Difz,y) = 55 (@,9) =2, Da(w,y) = s . _
8yax($7y) 873/2(33’?/)

6. Hodnota hlavnich determinanti ve staciondrnim bode A = [0,0]:

2 0

D1(0,0)=2>0,  Dy(0,0) = =2.2-0-0=4>0.

0 2
7. Vyhodnoceni:
Dy(A)>0 A Di(A) >0,

a tak mé funkce f v bodé A = [0, 0] ostré lokalni minimum o hodnoté
f(A) = f(0,0) = 0?4 0% = 0.

20

0 2




\\\\\ X\
NN\ —rr
N

Obrazek 1: Graf funkce f(x,y) = x? + y? v okoli bodu [0, 0], kde m& tato
funkce lokalni minimum 0.

8. Dalsi lokadlni extrémy (mimo staciondrni body): Vzhledem k tomu, ze
obé parcialni derivace existuji v celé roviné, mohou lokalni extrémy
nastat pouze ve stacionarnich bodech, a tak funkce f zadny dalsi lokalni
extrém nema.

O
Priklad 1.12. Urcete lokdlni extrémy funkce
fla,y) =a® —y*.
Reseni: 1. Definicni obor: funkce je definovana na celé roviné zy, tedy

D(f) = R2.

2. Parcialni derivace prvniho radu:

0
8—£(w, y) = 2z;
0
a—;(w,y) = —2y.

Obé parcidlni derivace jsou definovany a spojité na celé roviné zy, takze
lokalni extrémy mohou nastat pouze ve stacionarnich bodech funkce f.

3. Staciondrni body:

2r=0 A —2y=0 =  A=10,0]



4. Parcialni derivace druhého rddu:

0% f
@(%y) =2

0% f
873/2(:6’ y) = -2
o f *f
(z,y) =
0xdy Oyox
Vsechny parcialni derivace druhého radu jsou definovany a spojité na
celé roviné xy.

(xz,y) = 0.

5. Hlavni determinanty:

0 f o2 f
o f 7220V gy Y)
Difz,y) = 55 (@,9) =2, Da(w,y) = 0 ) _
8y8x<x’y) aT/g(fE,y)

6. Hodnota hlavnich determinanti ve staciondrnim bodé A = [0,0]:

2 0
D4(0,0) =2 >0, D5(0,0) = =2-(=2)—-0-0=-4<0.
0 -2
7. Vyhodnoceni:
D2<A) < 07

a tak funkce f v bodé A = [0, 0] lokélni extrém nemaé.

Skuteéné, f(0,0) = 0 a v libovolném okoli bodu A = [0,0] m4a funkce
f jak zéporné (z = 0 Ay # 0), tak i kladné hodnoty (y =0 Az # 0).

O
Priklad 1.13. Urcete lokdlni extrémy funkce
fla,y) =2 +6yl.
Reseni: 1. Definicni obor: funkce je definovana na celé roviné xy, tedy

D(f) = B2
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Obréazek 2: Graf funkce f(z,y) = 22 — y? v okoli bodu [0, 0], kde tato funkce
lokalni extrém nemé. Plocha mé tvar sedla (v jednom sméru lokdlni maxi-

mum, ve druhém lok&lni minimum).

2. Parcialni derivace prvniho radu:

0
&J;(w, y) = 2u;
—6, proy <0,
0
85<$’y) = { neexistuje proy =0, .
6, proy >0

Parcidlni derivace podle x je definovana a spojitd na celé roviné zy,
zatimco parcidlni derivace podle y neexistuje na primce y = 0 (mimo
tuto primku je v celé roviné definovana a spojita).

Hledéani lokalnich extrémii budeme tedy provadét riizné ve dvou oblas-

tech, na primce y = 0 a mimo ni.

(a) Mimo pfimku y = 0 obé parcidlni derivace existuji, tudiz zde
muze nastat lokalni extrém pouze ve stacionarnim bodé. Vzhle-
dem k tomu, zZe parcidlni derivace podle y je zde vzdy nenulova
(nabyva hodnot +6), zadny stacionarni bod zde neexistuje, a tak

ani lokalni extrém.



(b) Na primce y = 0 neexistuje parcialni derivace podle y, a tak lokalni
extrémy na ni nemuzeme vysetiovat standardné podle nasi véty.
P1i analyze chovéani funkce f na piimce y = 0 (a v jejim okoli)
budeme postupovat nasledovné:

i. Nejprve si uvédomime, ze funkce f je spojita v celé roviné zy.

ii. Kdyz je v daném bodé parcidlni derivace podle x nenulova,
znamena to, ze funkéni hodnoty ve sméru osy x v daném bodé
rostou nebo klesaji, a tak zde nemuze byt lokalni extrém.
Kdyz tedy existuje parcialni derivace podle x, musi byt v
lokalnim extrému nulova. Na ptimce y = 0 je parcidlni deri-
vace podle x nulovd pouze v bodé A = [0,0]. Jedinym kan-
didatem na lokalni extrém je tedy tento bod.

iii. Vzhledem k tomu, ze

f(0,0)=0+6[0[=0 a  f(z,y) >0 pro (z,y) # (0,0),

tak rychle zjistujeme, ze v bodé [0, 0] nabyva funkce f svého
lokélniho minima 0.

Obréazek 3: Graf funkce f(z,y) = x2+6 |y| v okoli bodu [0, 0], kde tato funkce
ma lokalni minimum 0. Na pfimce y = 0 pro funkci f neexistuje jeji parcialni
derivace podle proménné y (ostry hibet plochy).

e Radu pifkladi (FeSenych i nefeSenych s vysledky) najdete na adrese:

homen.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_6_1.pdf.
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1.0.1 Neékolik prikladi ,,na lokalni extrémy*

Najdéte lokalni extrémy funket:

1. f(x,y) = 3zy — 2y — 2° {LMaX v (1, 1)_
2. f(z,y) =e2(z+y? {LMin v (-2, 0)-
3. flx,y) = /22 + 2 [LMin v (0,0):
4. f(z,y) =2* —y° {nemé lok. extr._
5. f(z,y) = 2* +zy +y* — 62 — 9y [LMinv (1,4)-
6. f(x,y):31n%+21ny+ln(12—x—y) |:LMaXV(6,4)-
7. f(z,y) = 2° + 3zy® — 152 — 12y {LMax v (1,1) a (-2, —1):
8. flx,y) = 20° + 2%y + 22 + 5y [LMin v (0,0) a LMax v (0, 35)
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