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1 Úvodńı motivačńı př́ıklad

Po prostudováńı této kapitoly zjist́ıte, k čemu mohou být diferenciálńı rovnice
užitečné. Jak se pomoćı nich dá modelovat praktický problém, jak může
vypadat jejich řešeńı a co nám přináš́ı jeho daľśı zkoumáńı.

Praktická motivace je vždy ta nejlepš́ı. Spojeńım s fyzikou volného pádu
si uvědomı́me, že diferenciálńı rovnice skutečně nejsou

”
jen daľśım matema-

tickým výmyslem určeným na terorizováńı student̊u“.

Než si přesně nadefinujeme, co to vlastně obyčejné diferenciálńı rovnice
jsou, uvedeme si jeden ilustračńı př́ıklad.

Př́ıklad 1.1 (Vrh tělesem svisle dol̊u). Těleso o hmotnosti m vrhneme svisle
dol̊u s počátečńı rychlost́ı v0 a budeme zkoumat, jak se měńı jeho rychlost
v = v(t) v následuj́ıćım čase t ≥ 0, jestlǐze poč́ıtáme s odporem vzduchu s
koeficientem k(> 0).

Řešeńı: Pokud si nejste moc jisti svými fyzikálńımi znalostmi (a chcete s

t́ım něco dělat), tak doporučuji dvě videa z cyklu České televize
”
Rande

s fyzikou“. Prvńı je věnováno Newtonovým zákon̊um1a druhé zrychleńı a
volnému pádu2.

Na padaj́ıćı těleso p̊usob́ı zemská t́ıže (urychluje pád) a současně odpor
vzduchu (zpomaluje pád). Zat́ımco zemskou t́ıži považujeme za konstantńı
(mg), tak odpor vzduchu záviśı př́ımo úměrně na aktuálńı rychlosti (kv).
Jiné śıly p̊usob́ıćı na těleso neuvažujeme.

1http://www.ceskatelevize.cz/porady/10319921345-rande-s-fyzikou/

211563230150003-newtonovy-zakony/video/
2http://www.ceskatelevize.cz/porady/10319921345-rande-s-fyzikou/

211563230150002-zrychleni-a-volny-pad/video/

1
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Počátečńı rychlost v čase t = 0 Śıly v pr̊uběhu pádu

v(0) = v0

Odpor prostřed́ı: kv

T́ıhová śıla: mg

Obrázek 1: Grafické znázorněńı situace padaj́ıćıho tělesa.

Pokud na těleso p̊usob́ı nějaká nenulová śıla, uděluje mu zrychleńı. Závislost
této śıly F , hmotnosti tělesa m a jeho zrychleńı a popisuje druhý Newton̊uv
zákon:

m · a = F.

Hmotnost tělesa m je dána, zrychleńı a = dv
dt

vyjádř́ıme jako derivaci aktuálńı
rychlosti a F = mg − kv je součet uvažovaných sil (śıla p̊usob́ıćı směrem k
Zemi je brána kladně, v opačném směru záporně). Po dosazeńı do rovnice
druhého Newtonova zákona:

m · dv

dt
= mg − kv. (1)

V této rovnici se vyskytuje derivace neznámé (hledané) funkce v = v(t) a
je to př́ıklad tzv. lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu. Rovnice tohoto
typu se v pr̊uběhu semestru nauč́ıme řešit (=naj́ıt funkce, které dané rovnici
vyhovuj́ı). V tuto chv́ıli si ukážeme, k čemu lze při řešeńı takové rovnice
doj́ıt. Uvedeme si jednoparametrickou tř́ıdu funkćı, které všechny (se svými
derivacemi) vyhovuj́ı rovnici (1) pro t ≥ 0:

v = v(t) = c · e−
k

m
t +

mg

k
, c ∈ R, t ∈ [0,∞) . (2)

Zkusme tuto skutečnost ověřit. Abychom mohli dosadit řešeńı (2) do rovnice
(1), potřebujeme vypoč́ıst derivaci rychlosti

dv

dt
=



c · e−
k

m
t +

mg

k





′

= −c k
m

· e−
k

m
t .

Dosad́ıme do levé strany (1) a uprav́ıme:

L = m ·
(

−c k
m

· e−
k

m
t

)

= −c · k · e−
k

m
t .
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Podobně pro pravou stranu (1) po dosazeńı dostaneme:

P = mg − k



c · e−
k

m
t +

mg

k



 = −c · k · e−
k

m
t .

Tedy L = P pro libovolné c ∈ R a t ∈ [0,∞).
Jelikož c ∈ R, existuje nekonečně mnoho řešeńı (funkćı), které vyho-

vuj́ı rovnici (1) na intervalu [0,∞). Č́ım se lǐśı? Co představuj́ı? Jak mezi
nimi rozlǐsovat? Kĺıčem bude zat́ım nezapoč́ıtaná počátečńı rychlost v0. Mezi
všemi možnými řešeńımi budeme vyb́ırat jen ta, která splňuj́ı počátečńı
podmı́nku v(0) = v0. Uvid́ıme, že bude právě jedno:

v(0) = v0,

c · e−
k

m
0 +

mg

k
= v0,

c+
mg

k
= v0,

c = v0 − mg

k
.

Dosad́ıme zpět do (2):

v = v(t) =



v0 − mg

k



 · e−
k

m
t +

mg

k
, t ∈ [0,∞) . (3)

Řešeńı (2) nazýváme obecné (zahrnuje všechna řešeńı), zat́ımco řešeńı (3)
nazýváme partikulárńı.

Na závěr prozkoumáme dva limitńı stavy partikulárńıho řešeńı, pro k →
0+ (zanedbáńı odporu vzduchu)

lim
0<k→0+







v0 − mg

k



 · e−
k

m
t +

mg

k



 = v0 + gt.

a pro t → ∞ (limitńı chováńı rychlosti v čase)

v∞ := lim
t→∞







v0 − mg

k



 · e−
k

m
t +

mg

k



 =
mg

k
.

Zde je v∞ limitńı (konstantńı) rychlost, při které se odpor vzduchu vyrovná
s t́ıhovým zrychleńım.

Na obrázku 2 je znázorněn vývoj rychlosti padaj́ıćıho tělesa při počátečńı
rychlosti v0 < v∞.
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Obrázek 2: Graf rychlosti padaj́ıćıho tělesa v = v(t), kde v(0) = v0 znač́ı
počátečńı rychlost a v∞ je rychlost limitńı.

2 Diferenciálńı rovnice — základńı pojmy

Po prostudováńı této kapitoly již budete znát přesnou definici obyčejné di-
ferenciálńı rovnice n-tého řádu (dokonce budete vědět i co je to ten řád) a
jej́ıho řešeńı. Budete umět ověřit, podle definice, zda nějaká daná funkce je
řešeńım dané diferenciálńı rovnice.

Po vágńım motivačńım úvodu je třeba zamı́̌rit do bezpeč́ı přesných defi-
nic.

Jak jsme si ilustrovali na předchoźı ukázce, při praktických úlohách často
potřebujeme nalézt neznámou funkci, jej́ıž vlastnosti jsou popsány pomoćı
jej́ıch derivaćı, zasazených do nějaké rovnice. Takovou rovnici pak nazýváme
diferenciálńı rovnice.

Poznámka 2.1. V matematice i v aplikaćıch se pracuje

• s obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi, to jsou ty, kde neznámá funkce
je funkćı jedné nezávisle proměnné a derivace neznámé funkce je obyčejnou
derivaćı,

• a také s parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi, kde neznámá funkce je
funkćı v́ıce proměnných a jej́ı derivace jsou tedy derivacemi parciálńımi.

V tomto textu se budeme zabývat výhradně obyčejnými diferenciálńımi
rovnicemi, a tak si občas budeme moci dovolit vynechat slovo

”
obyčejný“ a

použ́ıt pouze termı́n
”

diferenciálńı rovnice“.
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Rovnici
F (t, y, y′, . . . y(n)) = 0, (4)

kde

• F je daná funkce n+ 2 proměnných, definovaná na nějaké množině

G = I × Ω, ,

kde I ⊂ R je interval3 a Ω ⊂ R
n+1,

• t ∈ I je nezávisle proměnná,

• y = y(t) je neznámá funkce, a

• y′, . . . y(n) jsou derivace této neznámé funkce y,

nazýváme obyčejná diferenciálńı rovnice n-tého řádu.

Řádem diferenciálńı rovnice (4) rozumı́me řád nejvyšš́ı derivace, která se
v (4) vyskytuje.

Speciálně, pro n = 1, tedy máme obyčejnou diferenciálńı rovnici prvńıho
řádu

F (t, y, y′) = 0.

Nyńı si ukážeme tři př́ıklady jednoduchých diferenciálńıch rovnic, u kterých
(jen se znalost́ı základ̊u diferenciálńıho a integrálńıho počtu) budeme schopni
určit alespoň některá řešeńı.

Př́ıklad 2.2. Hledáme funkci y = y(t), pro nǐz plat́ı y′ = 2t+ cos t.

Ukažme, že jde opravdu o diferenciálńı rovnici. Rovnici y′ = 2t + cos t lze
přepsat na y′ −2t−cos t = 0, což m̊užeme psát jako F (t, y, y′) = 0, kde funkci
F definujeme předpisem

F (t, x1, x2) = x2 − 2t+ cos t.

Potom skutečně F (t, y, y′) = y′ − 2t− cos t, a tak dostáváme

F (t, y, y′) = 0, I = (−∞,∞) = R, Ω = R × R,

tedy
G = I × Ω = R × R

2.

Podle definice primitivńı funkce je hledanou funkćı y(t) každá funkce pri-
mitivńı k zadané funkci 2t+cos t, tedy y = t2 +sin t+C, kde C je (libovolná)
integračńı konstanta a t ∈ R. ✷

3Interval I může být r̊uzného tvaru, např́ıklad (a, b), [a, b], (a, ∞) nebo (−∞, ∞).
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Př́ıklad 2.3. Najdeme funkci y = y(t), pro nǐz plat́ı y′′ = −y.

Nejprve opět urč́ıme

F (t, y, y′, y′′) = y′′ + y, G = R × R
3.

Dále z vlastnost́ı derivaćı funkćı cos t a sin t vid́ıme, že uvedená rovnice je
splněna např́ıklad pro funkci y1 = cos t, také pro funkci y2 = sin t, ale rovněž
pro

y = C1 cos t+ C2 sin t, kde C1, C2 ∈ R.

Ve všech těchto př́ıpadech nejsou na t žádná definičńı omezeńı (ani v
zadáńı, ani u řešeńı), a tak m̊užeme opět vźıt t ∈ R. ✷

Př́ıklad 2.4. Najdeme funkci y = y(t), pro nǐz plat́ı y′ = 1, přičemž y(2) =
5.

Urč́ıme
F (t, y, y′) = y′ − 1, G = R × R

2.

Nejprve si všimněme jen rovnice y′ = 1; vyhovuje j́ı každá funkce y = t+C,
kde t ∈ R a C je libovolná konstanta. Použijeme-li nyńı uvedenou podmı́nku,
dostaneme 5 = 2+C, a z toho C = 3. Takže funkce y = t+3, t ∈ R, vyhovuje
jak uvedené rovnici, tak zadané podmı́nce. ✷

V našich př́ıkladech jde postupně o obyčejné diferenciálńı rovnice prvńıho,
druhého a opět prvńıho řádu.

Je čas se ptát po přesněǰśı definici pojmu řešeńı. Jelikož v diferenciálńı rov-
nici je neznámou funkce, množinou řešeńı takové rovnice je množina funkćı.
Tyto funkce muśı splňovat dva požadavky:

• muśı se dát dosadit do rovnice;

– tedy muśı existovat všechny jejich potřebné derivace

– a mohou nabývat jen takové hodnoty, aby byly v definičńım oboru
funkce F ,

• po jejich dosazeńı muśı být F identicky rovna nule.

Tyto požadavky hledané funkce nemuśı splňovat všude (∀t ∈ I), ale stač́ı na
nějakém intervalu. Proto obvykle hovoř́ıme o řešeńı diferenciálńı rovnice na
intervalu.
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Definice 2.5 (Řešeńı diferenciálńı rovnice). Funkce ϕ, která je n-krát spojitě
diferencovatelná na intervalu J , je řešeńım diferenciálńı rovnice (4) na J ,
jestlǐze pro každé t ∈ J plat́ı

(

t, ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(n)(t)
)

∈ G a F
(

t, ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(n)(t)
)

= 0.

Z této definice vyplývá, že kromě řešeńı y = ϕ(t) je také třeba určit
interval J ⊂ I, na kterém je ϕ řešeńım. J nebudeme zjǐst’ovat v tom př́ıpadě,
kdy bude odpov́ıdat přirozenému definičńımu oboru funkce ϕ.

Poznámka 2.6 ([2]).

• Řešeńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu F (t, y, y′) = 0 se také nazývá
integrál diferenciálńı rovnice a jeho graf v rovině (t, y) zase integrálńı
křivka.

• Ne vždy se podař́ı nalézt řešeńı v explicitńım tvaru, a tak integrálńı
křivky mohou být dány i implicitně:

– explicitně: y = ϕ(t), t ∈ J ,

– implicitně: H(t, y) = 0, (t, y) ∈ D ⊂ R
2.

• Řešit diferenciálńı rovnici znamená určit všechna jej́ı řešeńı. Ale ne
každá taková rovnice muśı být řešitelná.

• Množinu všech řešeńı naš́ı diferenciálńı rovnice (4) nazýváme obecné
řešeńı.4

• Obecné řešeńı (4) lze v některých př́ıpadech (např́ıklad u lineárńıch
diferenciálńıch rovnic) vyjádřit ve tvaru

y = ϕ(t, C1, C2, . . . , Cn), kde C1, C2, . . . , Cn ∈ R.

• Když z obecného řešeńı vybereme jedno konkrétńı (např́ıklad volbou kon-
stant C1, C2, . . . , Cn), hovoř́ıme o partikulárńım řešeńı5.

4Někteř́ı autoři do obecného řešeńı nezahrnuj́ı tzv. singulárńı řešeńı. To je definováno
tak, že každým bodem integrálńı křivky odpov́ıdaj́ıćı tomuto řešeńı procháźı alespoň jedna
daľśı integrálńı křivka př́ıslušné diferenciálńı rovnice. Př́ıkladem singulárńıho řešeńı je
funkce y ≡ 0 v př́ıkladu 3.5 na straně 20 ve skriptech [1].

5Singulárńı řešeńı lze rovněž chápat jako partikulárńı řešeńı.
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Př́ıklad 2.7. Zjistěte, zda funkce

y = 1 + et + t− 1

2
t2

je řešeńım diferenciálńı rovnice

y′′ − y′ − t = 0 (5)

a na jaké množině (intervalu).

Řešeńı. Jde o obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu, kde definičńı
obor funkce F (na levé straně rovnice (5)) je

G = I × Ω = R × R
3,

nebot’ F (t, y, y′, y′′) je definována pro libovolné hodnoty svých argument̊u.
Nab́ızená funkce je také definována pro všechna t ∈ R.
Nyńı vypočteme prvńı a druhou derivaci nab́ızené funkce, abychom mohli

výsledek dosadit do rovnice (5):

y′(t) = (1+et+t−1

2
t2)′ = 0+et+1−t = et+1−t, y′′(t) = (et+1−t)′ = et−1.

Nyńı dosad́ıme do (5):

L = y′′ − y′ − t = (et − 1) − (et + 1 − t) − t = −2 6= 0 = P.

Daná funkce y = 1 + et + t − 1
2
t2 tedy neńı řešeńım rovnice (5), nebot’

jsme nedostali identickou rovnost levé a pravé strany rovnice (5) na žádném
intervalu pro t.

Když se ovšem zamysĺıme, uvědomı́me si, že ćıl jsme minuli jen o
”
kou-

sek“. Stač́ı upravit znaménko u t a jedničky se nám ve výsledku odečtou:

y = 1 + et − t− 1

2
t2, y′(t) = et − 1 − t, y′′(t) = et − 1.

Tedy

L = y′′ − y′ − t = (et − 1) − (et − 1 − t) − t = 0 = P, pro všechna t ∈ R.

Funkce y = 1 + et − t− 1
2
t2 je tedy řešeńım rovnice (5) na R (J = R).
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Daľśı př́ıklady:

Př́ıklad 2.8. Zjistěte, zda funkce

y(t) =
2

5
sin t− 1

5
cos t− 1

2
e−2t + 6

je řešeńım diferenciálńı rovnice

y′′ + 2y′ − cos t = 0

a na jaké množině (intervalu).

[Ano, je řešeńım na celé reálné ose.]

Př́ıklad 2.9. Zjistěte, zda funkce

y(t) =
2

3
t

3

2 − 5

je řešeńım diferenciálńı rovnice

y′ −
√
t = 0

a na jaké množině (intervalu).

[Ano, je řešeńım pro t ∈ [0,+∞). Tedy J = I = [0,+∞), Ω = R
2.]

Př́ıklad 2.10. Zjistěte, zda funkce

y(t) =
1

2
t ln t− 1

2
t

je řešeńım diferenciálńı rovnice

2y′′ − 1

t
= 0

a na jaké množině (intervalu).

[Ze zadáńı: I = (−∞, 0) nebo I = (0,∞) a Ω = R
3. Nab́ızená funkce je

řešeńım na intervalu J = (0,∞).]
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3 Obyčejné diferenciálńı rovnice 1. řádu

Po této přednášce již vcelku bezpečně poznáte obyčejnou diferenciálńı rovnici
prvńıho řádu a budete vědět, jak sestrojit jej́ı směrové pole.

Čekaj́ı Vás obrázky! Budou z Vás maĺı̌ri diferenciálńıch rovnic.

Na předchoźı přednášce jsme si uvedli, že obyčejná diferenciálńı rovnice
prvńıho řádu má obecný implicitńı tvar

F (t, y, y′) = 0.

Pro naše účely je to tvar zbytečně obecný. Úplně nám budou stačit rovnice, ve
kterých je prvńı derivace neznámé funkce vyjádřena explicitně (jsou zapsány
v tzv. normálńım tvaru):

y′ = f(t, y). (6)

Budeme předpokládat, že k rovnici (6) existuj́ı integrálńı křivky (grafy řešeńı)
na nějaké množině

G = I × Ω, I,Ω ⊂ R,

kde je funkce f definována.

3.1 Geometrická interpretace obyčejné diferenciálńı rov-
nice 1. řádu — směrové pole

Proměnné t a y z rovnice (6) můžeme chápat jako souřadnice bodu (t, y)
v rovině ty.

Každému bodu (t, y) ∈ G je přǐrazena hodnota f(t, y) a na základě vztahu
(6) je tato hodnota spojena s derivaćı neznámé funkce y′. Vzhledem k tomu,
že geometricky derivace udává směr, máme na G pomoćı (6) definováno tzv.
směrové pole

{(

t, y, f(t, y)
)

; (t, y) ∈ G
}

,

kde uspořádaným trojićım
(

t, y, f(t, y)
)

ř́ıkáme lineárńı elementy. Tyto se

daj́ı znázornit pomoćı krátkých úseček se středem v (t, y) a se směrnićı f(t, y).
Integrálńı křivky diferenciálńı rovnice (6) maj́ı v každém bodě v G tečnu

orientovanou shodně se směrovým polem (směrnice tečny v bodě (t, y) má
hodnotu f(t, y))

Křivky v G, ve kterých je

y′ = f(t, y) = c, c ∈ R,

se nazývaj́ı izokliny. (Lineárńı elementy
”

lež́ıćı“ na této křivce maj́ı všechny
stejnou směrnici c.)

10



Př́ıklad 3.1 (Směrové pole). Znázorněte směrové pole diferenciálńı rovnice

y′ =
y

t
, a to pomoćı izoklin. Dále načrtněte graf jednoho řešeńı.

Řešeńı. Pravá strana f(t, y) =
y

t
je definována pro t 6= 0 a y ∈ R. T́ım je

dáno, že úlohu můžeme uvažovat na dvou oblastech:

G1 = (−∞,0) × R, nebo G2 = (0,∞) × R.

Izokliny jsou ty křivky v G, na kterých je derivace y′, a tedy i hodnoty
f(t, y), konstantńı. Budeme je tedy hledat pomoćı rovnice

y

t
= c, c ∈ R,

odkud (snaž́ıme se explicitně vyjádřit závislost y na t)

y = ct, c ∈ R.

Pro každé c ∈ R jde o rovnici př́ımky, která procháźı počátkem a má směrnici
c. Když vezmeme v potaz podmı́nku t 6= 0 (resp. naše uvažované oblasti G1

a G2), tak dostaneme vždy dvě polopř́ımky, na kterých směrnice lineárńıch
element̊u maj́ı totožnou hodnotu c. To znamená, že jsou v dané polopř́ımce
obsaženy.

Současně z toho plyne, že i grafy řešeńı se s těmito polopř́ımkami shoduj́ı.
Vše je graficky znázorněno na obrázku 3.
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t

y

c = 2

c = 2

c = 1

c = 1

c = 1
2

c = 1
2

c = −2

c = −2

c = −1

c = −1

c = −1
2

c = −1
2

c = 0
c = 0

Řešeńı y = 1
2
t, t > 0.

Obrázek 3: Směrové pole z př́ıkladu 3.1 sestrojené pomoćı izoklin.
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Obrázek 4: Směrové pole z př́ıkladu 3.1 sestrojené pomoćı poč́ıtače (śıtě
bod̊u).
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Př́ıklad 3.2 (Směrové pole). Znázorněte směrové pole diferenciálńı rovnice
y′ = t− √

y pomoćı izoklin. Také se pokuste načrtnout graf některého řešeńı.

Řešeńı. Pravá strana f(t, y) = t − √
y je definována pro t ∈ R a y ≥ 0, t́ım

je dáno
G = (−∞,∞) × [0,∞).

Izokliny:
t− √

y = c, a tedy
√
y = t− c.

Zde můžeme nahlédnout, že výraz dává smysl jen pro t ≥ c, nebot’ levá
strana (

√
y) je nutně nezáporná, což samozřejmě muśıme požadovat i po

pravé straně. Celkově tedy dostaneme:

y = (t− c)2, c ∈ R, t ≥ c.

Pro zvolené c tedy p̊ujde o pravou polovinu paraboly s vrcholem (počátkem)
v bodě (c, 0).

Vše (i s náčrtkem řešeńı) je znázorněno na obrázku 5.

t

y
c
=

−2

c
=

−1

c
=

0
c
=

1
c
=

2
Ř

eš
eń

ı

Obrázek 5: Směrové pole z př́ıkladu 3.2 sestrojené pomoćı izoklin.
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t

y

y ' = t - sqrt(y)

Obrázek 6: Směrové pole z př́ıkladu 3.1 sestrojené pomoćı poč́ıtače (śıtě
bod̊u).

Daľśı př́ıklady:

Př́ıklad 3.3. Znázorněte směrová pole následuj́ıćıch diferenciálńıch rovnic.
Pokuste se načrtnout i graf nějakého řešeńı.

a) y′ = y − t2,

b) 2y′ + 2y − t− 3 = 0,

c) y′ =
y

t− y
,

d) y′ = t2 + y2,

e) y′ = − t

y
.
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Obrázek 7: Směrové pole z př́ıkladu 3.3a) sestrojené pomoćı poč́ıtače (śıtě
bod̊u).

3.2 Existence a jednoznačnost řešeńı Cauchyovy úlohy

Často nás ve výsledku nebudou zaj́ımat všechna řešeńı dané úlohy, ale jen
taková, která maj́ı požadovanou vlastnost, splňuj́ı určitou podmı́nku.

Přitom je d̊uležité, zda takové řešeńı v̊ubec existuje (existence řešeńı), a
když ano, zda jich nemůže být v́ıc ((ne)jednoznačnost řešeńı).

Takové podmı́nky mohou být formulovány r̊uzně, my se však zaměř́ıme
jen na jeden typ.

Cauchyova úloha

Budeme se věnovat tzv. počátečńı podmı́nce

y(t0) = y0, (7)

která společně s diferenciálńı rovnićı (6) tvoř́ı tzv. Cauchyovu úlohu, která je
základńı úlohou v teorii diferenciálńıch rovnic.

Definice 3.4 (Cauchyova úloha). Mějme diferenciálńı rovnici (6) a počátečńı
podmı́nku (7).
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Jejich kombinaci, úlohu







y′ = f(t, y),

y(t0) = y0, (t0, y0) ∈ G,
(8)

nazýváme Cauchyova úloha.

Za jej́ı řešeńı bereme takové řešeńı y = y(t) diferenciálńı rovnice y′ =
f(t, y), které je definováno na nějakém intervalu J (kde t0 ∈ J) a splňuje
počátečńı podmı́nku y(t0) = y0.

Př́ıklad Cauchyovy úlohy je v př́ıkladu 2.3 na straně 12 skript [1]. In-
tegrálńı křivky z tohoto př́ıkladu představuj́ı soustavu navzájem rovnoběžných
př́ımek y = t + C, C ∈ R. Partikulárńı řešeńı dané Cauchyovy úlohy (s
počátečńı podmı́nkou y(2) = 5) je pak reprezentováno tou př́ımkou soustavy,
která procháźı bodem (2, 5).

Vše je znázorněno na obrázku 8.

y

t2

5

0

Obrázek 8: Grafické znázorněńı řešeńı (př́ımky y = t + C, C ∈ R) rovnice
y′ = 1. Zvýrazněno je řešeńı y = t+3 splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku y(2) = 5.

Existence a jednoznačnost řešeńı Cauchyovy úlohy

Postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci a jednoznačnost řešeńı Cauchyovy úlohy
můžeme schematicky znázornit následovně:

f(t, y) spojitá na D =⇒ Existence
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f(t, y) spojitá na D
+

∂f

∂y
omezená na D



















=⇒ Existence a jednoznačnost

Obdélńık D, který se ve schématu vyskytuje je definován ve skriptech
[1] na straně 19, kde je o existenci a jednoznačnosti řešeńı Cauchyovy úlohy
pojednáno podrobněji.

Zde si vystač́ıme s následuj́ıćı větou, ve které D nahrad́ıme celou rovinou
R × R.

Věta 3.5. Necht’ pravá strana rovnice (6) splňuje následuj́ıćı dvě podmı́nky:

• je spojitá funkce na R × R vzhledem k oběma proměnným t a y;

• má na R × R spojitou a ohraničenou parciálńı derivaci
∂f

∂y
.

Potom Cauchyova úloha (8) má právě jedno řešeńı y = y(t) definované
na celém R.

Př́ıklad 3.6 ([2]). Ukážeme, že řešeńı rovnice

y′ = t+ cos y

s počátečńı podmı́nkou y(t0) = y0 je definované na celém intervalu (−∞,∞).

Řešeńı. Pravá strana je spojitá na R×R v obou proměnných t a y a parciálńı
derivace pravé strany vzhledem k y existuje a je ohraničená v celé rovině (t, y),
protože

∣

∣

∣

∣

∣

∂f

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

= |0 − sin y| = | sin y| ≤ 1.

T́ım jsou splněny předpoklady věty 3.5, a tak podle ńı má úloha






y′ = t+ cos y,

y(t0) = y0,

právě jedno řešeńı y = y(t) definované pro t ∈ R = (−∞,∞).

Ukázku nejednoznačného řešeńı najdete v př́ıkladu 3.5 skript [1] na straně
20.
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4 Vybrané elementárńı metody řešeńı obyčejných

diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

Po prostudováńı této kapitoly již budete umět rozeznat a vyřešit separova-
telnou obyčejnou diferenciálńı rovnici prvńıho řádu.

Konečně se vám dostane do ruky nástroj (postup) k aktivńımu vyřešeńı
nějaké diferenciálńı rovnice.

Chceme-li úspěšně řešit diferenciálńı rovnice, je třeba:

– poznat, jakého typu je zadaná rovnice,

– znát algoritmus řešeńı tohoto typu rovnic,

– správně zvládnout potřebné výpočetńı operace.

Pojd’me si tedy představit prvńı typ diferenciálńıch rovnic, který se nauč́ıme
řešit.

4.1 Separace proměnných

Tuto metodu lze už́ıt u tzv. separovatelných rovnic. Ty lze převést na tzv.
separovanou rovnici

ϕ(y) dy = ψ(t) dt, (9)

ve kterém jsou proměnné t a y separovány (odděleny), každá na své straně
rovnice.

Uvažujme dále rovnici

Φ(y) = Ψ(t) + C, (10)

kde Φ(y) je funkce primitivńı k ϕ(y), Ψ(t) je primitivńı k ψ(t) a C je (in-
tegračńı) konstanta. Jinými slovy, levou stranu rovnice (9) jsme integrovali
podle y a pravou stranu podle t, přičemž jsme dvě integračńı konstanty na-
hradili jedinou, umı́stěnou na pravé straně.

Dá se ukázat (naznačeno je to ve skriptech [1] na straně 22), že funkce
y = u(t) je řešeńım rovnice (9) právě tehdy, když vyhovuje rovnici (10); touto
rovnićı lze tedy vyjádřit obecné řešeńı dané diferenciálńı rovnice (9).
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Vrat’me se nyńı k naš́ı rovnici y′ = f(t, y). Kdy ona bude separovatelná?
Zřejmě tehdy, když jej́ı pravá strana p̊ujde vyjádřit jako součin, f(t, y) =
g(t)h(y):

y′ = g(t)h(y). (11)

Za předpokladu h(y) 6= 0 a při vědomı́ y′ = dy

dt
můžeme (11) převést na

separovanou rovnici
dy

h(y)
= g(t) dt, (12)

která se již řeš́ı jako (9).
Zbývá vyšetřit podmı́nku h(y) 6= 0. Pokud má rovnice

h(y) = 0 (13)

nějaké řešeńı y = y0(∈ R), potom je konstantńı funkce y ≡ y0 řešeńım (11),
nebot’ po dosazeńı do (11) postupně dostáváme: (y0)

′ = h(y0)g(t), 0 = 0g(t),
0 = 0 (nebot’ derivace konstanty na levé straně rovnice je nula).

Za obecné řešeńı (11) budeme brát obecné řešeńı (12) doplněné o kořeny
(13).

Vše si prakticky ukážeme na následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 4.1. Najdeme obecné řešeńı rovnice y′ =
t(1 − y)

1 + t
.

Řešeńı. Ze zadáńı vyplývá, že řešeńı budeme hledat pro t 6= −1, nebot’ pro
tuto hodnotu t neńı pravá strana definována.

Tato rovnice sice zat́ım neńı separovaná, ale je separovatelná, tj. lze v ńı
separovat proměnné. Vyjádř́ıme-li y′ jako dy

dt
, lze rovnici upravit na tvar, kde

proměnné jsou již separované:

dy

1 − y
=

t dt

1 + t
, (14)

přičemž použitá úprava vyžaduje předpoklad y 6= 1. Dále

∫ dy

1 − y
=
∫

t dt

1 + t
.

Po integraci máme

− ln |1 − y| = t− ln |1 + t| + C,

kde C je libovolná konstanta. V této chv́ıli je daná diferenciálńı rovnice již v
podstatě vyřešena, všechno daľśı jsou úpravy a kompletace řešeńı.
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Předně, jsou-li v takto źıskané rovnici logaritmy, bývá vhodné i integračńı
konstantu vyjádřit jako logaritmus: C = lnC1, kde C1 je libovolná kladná
konstanta (z̊ustává zachováno, že C je libovolná konstanta). Rovnici

ln |1 + t| − ln |1 − y| = t+ lnC1

odlogaritmujeme a máme
∣

∣

∣

∣

∣

1 + t

1 − y

∣

∣

∣

∣

∣

= C1 et .

Polož́ıme-li C2 = 1
C1

(C2 > 0 je pak také libovolná kladná konstanta), pak

1 − y

1 + t
= ±C2 e−t

a z toho
1 − y

1 + t
= C3 e−t,

kde C3 6= 0, tedy
1 − y = C3 e−t(1 + t),

y = 1 − C3 e−t(1 + t),

což je obecné řešeńı (14) v explicitńım tvaru.
Nyńı se vrát́ıme k podmı́nce (y 6= 1), kterou si vyžádala metoda řešeńı,

a pod́ıváme se, zda jsme t́ım nezanedbali nějaké řešeńı. Tedy ověř́ıme, zda
y ≡ 1, je řešeńım, t́ım, že tuto funkci dosad́ıme do levé a pravé strany dané
diferenciálńı rovnice:

L = y′ = 0, P =
t(1 − y)

1 + t
= 0.

Jelikož L = P pro t 6= −1, funkce y ≡ 1, t 6= −1, je skutečně řešeńım.
Toto řešeńı však nemuśıme uvádět zvlášt’, protože je dostaneme, když ve
výše uvedeném obecném řešeńı připust́ıme nulovou hodnotu C. Konečný tvar
obecného řešeńı je tedy

[

y = 1 + C e−t(1 + t), C ∈ R, t 6= −1
]

.

Situace je znázorněna na obrázku 9. Všimněte si zaj́ımavého chováńı
řešeńı v bĺızkosti bodu (−1, 1).
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Obrázek 9: Grafické znázorněńı několika řešeńı úlohy 4.1.

Př́ıklad 4.2. Najdeme (obecné) řešeńı diferenciálńı rovnice y′ =
1 − 2t

y2
.

Řešeńı. Ze zadáńı této separovatelné diferenciálńı rovnice plyne, že neznámá
funkce y se nikdy nesmı́ rovnat nule,

y 6= 0,

nebot’ se vyskytuje ve jmenovateli. Tato skutečnost nám umožňuje vynásobit
celou rovnici y2 a po přepsáńı derivace na pod́ıl diferenciál̊u dostáváme (zde
bez dodatečných podmı́nek):

y2y′ = 1 − 2t.

Pokračujeme v úpravách a výpočtech:

y2 dy = (1 − 2t) dt,
∫

y2 dy =
∫

(1 − 2t) dt,

1

3
y3 = t− t2 + C1, C1 ∈ R,

y3 = 3t− 3t2 + C2, C2 = 3C1 ⇒ C2 ∈ R,

y = 3

√

3t− 3t2 + C2, C2 ∈ R.
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Obecné řešeńı dané rovnice je



y =
3
√

3t− 3t2 + C, C ∈ R, y 6= 0



.

Na obrázku 10 je poněkud nedokonale znázorněno několik kladných řešeńı.

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

–1 –0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

0

Obrázek 10: Grafické znázorněńı několika řešeńı úlohy 4.2.

Daľśı př́ıklady:

Př́ıklad 4.3. Pomoćı separace proměnných vyřešte následuj́ıćı diferenciálńı
rovnice:

1. y′ =
y

x
, [y = Cx, C ∈ R, x 6= 0],

2. y′ =
x

y
,

[

y = ±
√
x2 + C, C ∈ R, y 6= 0, x ≥ −C

]

,

3. y′ = −y

x
,

[

y = C
x
, C ∈ R, x 6= 0

]

,
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4. y′ = −x

y
, [y2 + x2 = C, C ≥ 0, y 6= 0],

5. y′ =
y − 1

x2y2
,

[

y2

2
+ y + ln(y − 1) = − 1

x
+ C, C ∈ R, x 6= 0, y 6= 0,

y ≡ 1

]

.

5 Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu (LDR1.̌r)

Po prostudováńı této kapitoly budete schopni rozpoznat a vyřešit LDR1.̌r

metodou variace konstanty.

Výhodou LDR1.̌r je jejich jednoduchý tvar a př́ımočaré řešeńı.

Lineárńı diferenciálńı rovnićı prvńıho řádu nazýváme rovnici tvaru

y′ + p(t)y = f(t). (15)

Funkce f(t) se nazývá pravá strana. Pokud pravá strana neńı identicky rovna
nule, máme nehomogenńı LDR1.̌r (NHLDR1.̌r), v opačném př́ıpadě máme
rovnici homogenńı (HLDR1.̌r):

y′ + p(t)y = 0 (16)

Budeme předpokládat, že p a f jsou spojité funkce na nějakém intervalu I.
Jak je to potom s existenćı řešeńı počátečńı úlohy?

Věta 5.1 (O globálnosti řešeńı LDR1.̌r, [2]).
Jestlǐze jsou funkce p a f spojité na intervalu I, potom úloha







y′ + p(t)y = f(t),

y(t0) = y0,

kde t0 ∈ I a y0 je libovolné reálné č́ıslo, má jediné řešeńı y = y(t) na celém
intervalu I.

LDR1.̌r jsou velmi d̊uležité. Jednak na ně vede řada významných prak-
tických problémů (chemické reakce, množeńı bakteríı, radioaktivńı rozpad,
ochlazováńı těles, . . . ) a jednak lze některé jiné typy rovnic řešit tak, že je
transformujeme na LDR1.̌r.

Existuje několik metod, jak řešit LDR1.̌r; lze je např́ıklad řešit i vzorcem.6

Nejznáměǰśı je metoda variace konstanty.

6Prakticky se dává přednost použit́ı některé z aktivńıch metod, slouž́ıćıch jinak i k
odvozeńı onoho vzorce.
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Metoda variace konstanty

Tato metoda spoč́ıvá ve třech kroćıch:

1. Nejprve řeš́ıme (separaćı proměnných) př́ıslušnou rovnici homogenńı a
obecné řešeńı zaṕı̌seme s integračńı konstantou K.

2. Řešeńı nehomogenńı rovnice hledáme v tomtéž tvaru, kde však K =
K(t) je funkce (odsud i název metody: z konstanty

”
se stane“ funkce).

Dosad́ıme tedy funkci vypočtenou v bodě 1 do dané nehomogenńı rov-
nice a dostaneme rovnici pro neznámou funkci K ′.

3. Integraćı vypočteme K(t) (s integračńı konstantou C) a dosad́ıme je
do funkce vypočtené v kroku 1.

Postup při řešeńı LDR1.̌r metodou variance konstanty si ukážeme na
př́ıkladu.

Př́ıklad 5.2. Urč́ıme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = t+ y.

Řešeńı: Danou rovnici lze přepsat do standardńıho tvaru y′ − y = t, máme
tedy p(t) ≡ −1 a f(t) = t. Podle návodu řeš́ıme ve třech kroćıch:

1. Metodou separace proměnných vyřeš́ıme př́ıslušnou homogenńı rovnici
y′ − y = 0. Jej́ı obecné řešeńı je

y = C · et, C ∈ R.

2. Toto řešeńı dosad́ıme do dané nehomogenńı rovnice s t́ım, že C na-
hrad́ıme funkćı K = K(t). Po dosazeńı máme

K ′ · et +K · et −K · et = t;

dva členy s K se ruš́ı (a to vždy!) a máme

K ′ = t · e−t .

3. Integrujeme:

K =
∫

t e−t dt = [metoda per partes] = C − t · e−t − e−t .

Toto vypočtené K dosad́ıme do rovnice y = K · et a dostáváme

y = (C − t · e−t − e−t) · et .

Obecné řešeńı dané nehomogenńı rovnice je tedy
[

y = C · et −t− 1, C ∈ R

]

.
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Obrázek 11: Grafické znázorněńı několika řešeńı z př́ıkladu 5.2.

Poznámka 5.3. Vid́ıme, že obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je rovno
součtu obecného řešeńı př́ıslušné rovnice homogenńı (C · et) a partikulárńıho
řešeńı dané rovnice nehomogenńı (−t− 1). Tento poznatek plat́ı pro lineárńı
rovnice obecně.

Př́ıklad 5.4. Urč́ıme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice y′ +y cos t = sin 2t.

Řešeńı: Pravá strana je sin 2t, př́ıslušná rovnice homogenńı je y′+y cos t = 0.

1. Separaćı proměnných dostáváme obecné řešeńı př́ıslušné rovnice homo-
genńı y = C · e− sin t, C ∈ R.

2. Toto řešeńı dosad́ıme do dané nehomogenńı rovnice s t́ım, že C na-
hrad́ıme funkćı K = K(t). Po dosazeńı máme

K ′ · e− sin t +K · e− sin t(− cos t) +K · e− sin t cos t = sin 2t;

dva členy s K se ruš́ı (jako vždy) a máme K ′ = esin t sin 2t.

3. Integrujeme:

K =
∫

esin t sin 2t dt =
∫

esin t 2 sin t cos t dt =





u = 2 sin t v′ = esin t cos t

u′ = 2 cos t v = esin t





= 2 esin t sin t−
∫

2 esin t cos t dt = 2 esin t sin t− 2 esin t +C, C ∈ R.
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Toto vypočtené K dosad́ıme do rovnice y = K · e− sin t a dostáváme

y = (2 esin t sin t− 2 esin t +C) · e− sin t .

Obecné řešeńı dané nehomogenńı rovnice je tedy

[

y = 2(sin t− 1) + C · e− sin t, C ∈ R

]

.
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Obrázek 12: Grafické znázorněńı několika řešeńı z př́ıkladu 5.4.

Daľśı př́ıklady:

Př́ıklad 5.5. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

y′ + 2ty = 2t e−t2

.
[

y = C e−t2

+t2 e−t2

, C ∈ R

]

Př́ıklad 5.6. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

y′ + 2y = t2 + 2t.
[

y = C e−2t +
1

4
(2t2 + 2t− 1), C ∈ R

]
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