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1 Newton̊uv integrál

Definice 1.1 (Zobecněná primitivńı funkce). Necht’

−∞ ≤ a < b ≤ +∞

a necht’ I ⊂ R je interval s krajńımi body a a b. Řı́káme, že F je zobecněnou
primitivńı funkćı funkce f v intervalu I, je-li funkce F spojitá v I a plat́ı-li
rovnost F ′ = f všude v I − K, kde K ⊂ I je nějaká konečná množina.

• Zde (na rozd́ıl od primitivńı funkce) nemuśı být jen otevřený interval
(a, b), ale i [a, b), (a, b] nebo [a, b]. Takže zde můžeme uvažovat jedno-
strannou spojitost a derivace v krajńıch bodech, pokud do intervalu
patř́ı.

• Na otevřeném intervalu (a, b) je každá primitivńı funkce také zobecněnou
primitivńı funkćı.

Definice 1.2 (Př́ır̊ustek funkce). Necht’ F je funkce spojitá na uzavřeném
intervalu [a, b]. Hodnotu

F (b) − F (a)

budeme nazývat př́ır̊ustkem funkce F na intervalu [a, b].

Tento pojem se dá zobecnit následovně:

Definice 1.3 (Zobecněný př́ır̊ustek funkce). Necht’

−∞ ≤ a < b ≤ +∞

a necht’ F je funkce spojitá na otevřeném intervalu (a, b). Hodnotu

[F ]b
a

= [F (x)]b
a

:= F (b−) − F (a+) = lim
x→b−

F (x) − lim
x→a+

F (x)

budeme nazývat zobecněným př́ır̊ustkem funkce F na intervalu (a, b).
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• V př́ıpadě, že F (a+) a F (b−) jsou konečné limity, tak ř́ıkáme, že zo-
becněný př́ır̊ustek [F (x)]b

a
má smysl.

• V opačném př́ıpadě (kdy alespoň jedna z limit je nekonečná nebo nee-
xistuje) ř́ıkáme, že zobecněný př́ır̊ustek [F (x)]b

a
nemá smysl.

Definice 1.4 (Newton̊uv integrál). Předpokládejme, že:

1. I je interval s krajńımi body a a b, kde −∞ ≤ a < b ≤ +∞,

2. F je zobecněná primitivńı funkce k funkci f na intervalu (a, b)

3. a zobecněný př́ır̊ustek [F (x)]b
a

má smysl.

Potom Newton̊uv integrál funkce f přes interval I s krajńımi body a < b

definujeme rovnost́ı
∫

b

a

f(x) dx = [F (x)]b
a
.

Symbolu vlevo se též ř́ıká (Newton̊uv, určitý) integrál funkce f od a do b,
č́ıslo a resp. b je tzv. dolńı resp. horńı mez integrálu. Funkce f se nazývá in-
tegrand nebo integrovaná funkce, interval I je integračńı obor, x je integračńı
proměnná.

Abychom měli základńı představu, kdy tento integrál určitě existuje:

Věta 1.5 (Základńı věta o existenci integrálu). Je-li funkce f spojitá a ome-

zená v omezeném intervalu (a, b), integrál
∫

b

a

f(x) dx existuje.

Úloha 1.6.
∫

π

0

sin x dx = [− cos x]π0 = −(−1) − (−(1)) = 2.

Úloha 1.7.
∫

2π

π

sin x dx = [− cos x]2π

π
= −2.

Úloha 1.8 (Integrovaná funkce neńı spojitá, ale je omezená).

∫

1

0

sgn x dx = [|x|]10 = 1 − 0 = 1.

Úloha 1.9 (Integrovaná funkce neńı definovaná v 0 a neńı omezená). Při
označeńı z prvńı přednášky máme

∫

1

− e

ln |x| dx = [F (x)]1
− e = −1.
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Úloha 1.10 (Nekonečná horńı mez).
∫

+∞

0

x e−x dx = [−(x + 1) e−x]+∞

0 = 0 − (−1) = 1.

Úloha 1.11 (Existuje).

∫ 3π

4

−
π

4

cos x

1 + sin x
dx =

[

ln |1 + sin x|
]

3π

4

−
π

4

=
[

ln(1 + sin x)
]

3π

4

−
π

4

= · · · .

Úloha 1.12 (Neexistuje).
∫

2π

0

cos x

1 + sin x
dx

neexistuje, protože na tomto intervalu neexistuje př́ıslušná zobecněná primi-
tivńı funkce. Problém je v bodě x = 3

2
π, kde má funkce F (x) = ln(1 + sin x)

neodstranitelnou nespojitost.

Úloha 1.13 (Integrál s parametrem). Ukažte, že
∫

1

0

dx

xα
=

1

1 − α
, pro všechna

α < 1, zat́ımco pro žádné α ≥ 1 tento integrál neexistuje.

Úloha 1.14 (Integrál s parametrem a nekonečnou horńı meźı). Ukažte, že
∫

+∞

1

dx

xα
=

1

α − 1
, pro všechna α > 1, zat́ımco pro žádné α ≤ 1 tento integrál

neexistuje.

Úloha 1.15 (Integrály sice existuj́ı, ale neumı́me je vypoč́ıst).
∫

1

0

sin
1

x
a

∫

1

0

cos
1

x
.

1.1 Vlastnosti Newtonova integrálu

Věta 1.16 (Linearita integrálu vzhledem k integrované funkci). Pro libovolné
reálné konstanty k1, k2 je

∫

b

a

(k1f1(x) + k2f2(x)) dx = k1

∫

b

a

f1(x) dx + k2

∫

b

a

f2(x) dx,

existuj́ı-li integrály vpravo. (Funkćı a konstant m̊uže být lobovolný konečný
počet.)

Věta 1.17 (Monotonie integrálu). Je-li na (a, b) f(x) < g(x), potom také
∫

b

a

f(x) dx ≤
∫

b

a

g(x) dx,

existuj́ı-li oba integrály.
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Věta 1.18 (Aditivita integrálu vzhledem k integračńımu oboru). Je-li c ta-
kové, že a < c < b, potom

∫

b

a

f(x) dx =
∫

c

a

f(x) dx +
∫

b

c

f(x) dx,

má-li jedna strana této rovnosti smysl. (Takových dělićıch bod̊u m̊uže být
libovolný konečný počet.)

Úloha 1.19 (Využit́ı aditivity integrálu). Vypočtěte
∫

2

0

(|x − 1| + 3) dx.

Řešeńı. Absolutńı hodnota má jediný nulový bod x = 1, který spadá do
integračńıho oboru:

∫

2

0

(|x − 1| + 3) dx =
∫

1

0

(−(x − 1) + 3) dx +
∫

2

1

((x − 1) + 3) dx

=
∫

1

0

(−x + 4) dx +
∫

2

1

(x + 2) dx

=

[

−
x2

2
+ 4x

]1

0

+

[

x2

2
+ 2x

]2

1

=

(

−
12

2
+ 4 · 1

)

− (0) +

(

22

2
+ 2 · 2

)

−

(

12

2
+ 2 · 1

)

= 3,5 + 3,5 = 7.

Úloha 1.20 (Využit́ı aditivity integrálu). Vypočtěte I =
∫

2

−3

|x − 1|−2 x |x + 2| dx.

Řešeńı. Pro integraci výraz̊u s absolutńı hodnotou rozděĺıme na intervaly:

x 〈−3, −2〉 〈−2, 1〉 〈1, 2〉

|x − 1| 1 − x 1 − x x − 1

|x + 2| −(x + 2) x + 2 x + 2

|x − 1| − 2 x |x + 2| 1 − x + 2x(x + 2) 1 − x − 2x(x + 2) x − 1 − 2x(x + 2)

po úpravě 2x2 + 3x + 1 −2x2 − 5x + 1 −2x2 − 3x − 1
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Po rozděleńı na tři integrály a dosazeńı dostaneme:

I =
∫

−2

−3

(2x2 + 3x + 1) dx +
∫

1

−2

(−2x2 − 5x + 1) dx +
∫

2

1

(−2x2 − 3x − 1) dx.

Nyńı již provedeme výpočet:

I =
∫

−2

−3

(2x2 + 3x + 1) dx +
∫

1

−2

(−2x2 − 5x + 1) dx +
∫

2

1

(−2x2 − 3x − 1) dx =

=
[

(
2

3
x3 +

3

2
x2 + x

]−2

x=−3

+
[

−
2

3
x3 −

5

2
x2 + x

]1

x=−2

+
[

−
2

3
x3 −

3

2
x2 − x

]2

x=1

=

=
[(

2

3
(−2)3 +

3

2
(−2)2 + (−2)

)

−
(

2

3
(−3)3 +

3

2
(−3)2 + (−3)

)]

+

+
[(

−
2

3
13 −

5

2
12 + 1

)

−
(

−
2

3
(−2)3 −

5

2
(−2)2 + (−2)

)]

+

+
[(

−
2

3
23 −

3

2
22 − 2

)

−
(

−
2

3
13 −

3

2
12 − 1

)]

=

=
[(

−
16

3
+ 6 − 2

)

−
(

−18 +
27

2
− 3

)]

+
[(

−
2

3
−

5

2
+ 1

)

−
(

16

3
− 10 − 2

)]

+

+
[(

−
16

3
− 6 − 2

)

−
(

−
2

3
−

3

2
− 1

)]

=

=
−16 − 2 − 16 − 16 + 2

3
+

−27 − 5 + 3

2
+ (4 + 21 + 1 + 12 − 8 + 1) =

− −
48

3
−

29

2
+ 31 = −16 − 14 −

1

2
+ 31 =

1

2
.
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Obrázek 1: Graf funkce y = |x − 1| − 2 x |x + 2|.
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