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1 Aplikace urcitého integralu

1.1 Pocatecni avahy o vypoctu obsahu geometrickych
atvara v roviné

Uloha 1.1. Vypoctéte obsah obrazce ohraniceného parabolou y = 1 — 22 a

/ 2

Resend. Ponacrtnutf grafu zjistime, ze jde vlastné o ilohu na vypocet urcitého
integralu (dotéeny graf paraboly lezi nad osou x), u které ale nejprve musime
nalézt integracni meze. Jde o priseéiky paraboly s osou z, tedy nulové body:

A1

y=1-2>=0, 2’=1 = z1=a=-1, 1o=b=1.
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Uloha 1.2. Vypoctéte obsah obrazce ohraniceného parabolou y = 2> +1 a
primkou y = 3 — x.

-2 0 1

Reseni. 7 obrazku je zfejmé, ze meze pro vypocet najdeme jako x-ové souradnice
prusecikti obou grafl, tedy z rovnice:

e A

??+1=3-2 22*+2-2=0, zr,=a= 5 =-2, xy=b=1
Déle z obrazku vime, ze
1 9 gj3 ! 1 8 .9
A:/(m+1)dx: Ttz =414+ +2=6[
-2 3 P 3

1 27! 1 21
A+P:/ (3—a)dz = |30 — = =3 - +6+2="1[f
-2 2 r=—2 2 2

A tedy dohromady:

21 9
P=(A+P)= A= —6= [



1.2 Aplikace urcitého integralu v geometrii

Vzorce pro obsah a délku

Obsah Délka krivky
b b
Explicitné / f(z)dz / 1+ f?(x)da
A : / S 2
Parametricky ydz| = Y(t)'(t) dt / \/go’ (t) +o=(t)dt
L. 1 re2 P2
Polirné 5] Pl L) + (e dg
1 1

Plocha rovinnych obrazcia
Uloha 1.3. Grafy funkci f a g vymezily v roviné jistou konecnou plochu.
Vypoctéte obsah této plochy, jestlize:

f(z) = 42® + 42> — 80z, g(x) = —22° — 22* + 40z.

Resen. Nejprve musime zjistit, zda se grafy obou funkei viibec protnou, a
jakym zptsobem:

Priseciky: f(z) =g(z) = 21 =-5, 22=0, z3=4.

Situaci si ilustrujeme na nésledujicim obrazku:

200

\ y = f(z)
A 100

n y=g(x)

r—200




Ze znalosti vzajemné velikosti f(z) a g(z) na intervalech (—5,0) a (0,4)
dostaneme plochy oblasti A a B:

P=pPyi o= [ ()=o) dr+ [ (o) - f2)) e,

pokud bychom neznali jejich usporadani, staci vzit:

P=patpo=|[ (1) - g@) e + | [ (F0) ~ o) e

nebo dokonce
P= / )| de.

Pro konec¢ny vypocet pouzijeme prostredni vztah:
/<f(x) - g(x)) dor = /((491:3 + 42? — 80x) - (—2:103 — 227 + 4():10)) dz

3
_ / <6m3 46— 120x)> dz = Sa* + 22° — 602 + C.

Po= [ (1@ - o)) ar

9

[ (@) - gt0)) az

3 0 3 4
= {x‘l + 223 — 60:1:2} + =22 + 22° — 6022
2 -5 2 0
1625 2521
= |— —448 .
2 + | | 2

Uloha 1.4. Vypoctete obsah kruhu o polomeru r.

Reseni. Kruh budeme uvazovat jako rovinny udtvar ohrani¢eny kruznici o
poloméru r se stredem v poc¢atku. Vyuzijeme jeji parametricky zapis

x = (t) =rcost,

y = (t) =rsint,

kde t € [a, B] = [0, 27].
Nyni tedy podle vzorce
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vypocteme obsah kruhu. Jesté si to zjednodusime tak, ze si jej vyjadrime
jako ¢tyfnasobek obsahu ¢tvrtkruhu (¢ € [0, 7/2]):

P = 4/5 rsint[r(—sint)] dt = 4r? /5 sin?t dt
0 0

, [t —sintcost]? 5—sinfcosy 0—sin0Ocos0
e R
2 0 2 2
=
O
Délka oblouku (kfivky)
5—/ ds-/ 2+ y? dt
. T = acost,
Uloha 1.5. Urcete délku kruznice o polomérur ' t € 0,2m).
Yy = asint,
Resend. [2mr] O

Objem télesa

Pomoci Riemannova integralu funkce jedné proménné lze pocitat objemy ve
dvou pripadech.

a) Téleso lezi mezi rovinami ¢ = a, + = b a zname funkci P(z), jejiz
hodnoty znamenaji obsah fezu télesa rovinou kolmou k ose z.

Element objemu je

AV = P(z)- Az, tj. dV = P(z)- dz,

b
V:/dex

b) Rotaéni téleso, kde osou rotace je osa x a které vznikne rotaci
krivoc¢arého lichobézniku ohraniceného grafem funkce f na intervalu
{a,b). Zde je fezem kruh o obsahu 7[f(z)]? a plati

V:W/ab[f(x)rdﬂfzﬂ/ab?fdﬂf-

a objem télesa je



Uloha 1.6. Vypoctéte objem koule o polomeru r.

Resent. [57r?] O

Povrch rotacni plochy

Jde o plochy vzniklé rotaci ktivky [ kolem osy x. Element povrchu plochy je
AS = 2myAs,

takze diferencial povrchu plochy je
dS =2y ds.

Je-1i kiivka [ dana parametricky:

r o= pt),
y = U(), te (@ h),

je

s=2n [Cwy[e@] + 0] at

«

je-li ktivka [ dana explicitné:

je
S = 27r/abf(x)\/1 + [f’(:zc)rdx.

Uloha 1.7. Vypoctete povrch koule o poloméru r.

Resend. [Amr?] O



Cviceni

Uloha 1.8. Vypoctéte obsah konecného rovinného ttvaru ohraniceného grafy

funkci
flz)=¢e¢" a g(z)=e" aprimkou z=1.
1

Nacrtnéte obrazek. e+——2
e

Uloha 1.9 (Cviceni). Grafy funkci f a g vymezily v roviné jistou konecnou
plochu. Vypoctete obsah této plochy, jestlize:

f(z) = 32" + 62 — 1892%, g(z) = —2* — 22% + 632°.

Resent. Nejprve musime zjistit, zda se grafy obou funkci viibec protnou, a
jakym zpusobem:

Prisetiky: f(z)=g(x) = x1=-9, zo=23=0, 24=17.

Situaci si ilustrujeme na nésledujicim obrazku:

\

Nebudeme hledat uspofddani funkei na intervalech (—=9,0) a (0,7), a

primo vezmeme:
P = PA+PB—‘/ ( ) —g(x ))dx—k/o?(f(x)—g(x))dx.
/(f(:r) — g(m)) dr = /<(3x4 + 62° — 1893:2) - (—x4 — 213 4+ 635E2)) dz

4
= /<4x4 + 823 — 252352)) dx = 5$5 + 22% — 8422 + C.
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Po= [ (@) - g)) as +| [ (1) - g@)) e

-9

4 0 4 4
= [3:55 + 22 — 84x2} —2° + 22 — 84952]
25 -5 )

§

0

_ 135594' n ‘_52822‘ 138416

5 5 5
O
. r = acos’t, T
Uloha 1.10. Urcete obsah asteroidy ) te <0, >
y = asindt, 2

. r = acos’t = p(t),
Reseni. Mame tedy ) #(0) t e <0, 7T>

y = asin®t =(t), 2

Na nésledujicim obrazku je zndzornéna asteroida a postup vypoctu (vy-
jdeme ze symetrie asteroidy, a tak vypoc¢teme obsah obrazce A jako ¢tvrtinu
obsahu celé asteroidy):




Pouzijeme vzorec pro vypocet obsahu plochy ohranicené grafem funkce
zadané parametricky:

B B 3
Py, = / yda| = / P(t)'(t) dt‘ = /2 (asin3 t) (a3 cos? t(— sint)) dt‘
«a « 0
3 1 — cos 2t in? 2¢
= |—3d? /2 sintcos? tdt| = |sin®t = &, sintcos’t = —
0 2 4
= |—-a / (1 — cos2t)sin“2tdt| = |——a / (1 —cos2t)(1 — cosdt) dt
8 Jo 16 Jo
= |——a (1 — cos 4t — cos 2t + cos 2t cos 4t) dt
16 Jo
6t 2t
= {cos 2t cos 4t = cospr T eon At —; o8 }

3 3 6t 2t
= —1—6a2/2 (1 — cos 4t — cos 2t + COS+COS) dt‘
0

2
= |——a (2 — cos 2t — 2 cos 4t + cos 6t) dt
32 Jo
3 3

= |——a? {(225—1sin2t—1sin4t+1sin6t>}
N 32 2 2 6

0

- —3a2<(2”—10—1o+10)—(2~0—10—10+10))’

32 2 2° 2° "6 2" "2 "%
. 32 _3 2
B

A tedy celkova plocha asteroidy je

P =4P, = 27m2.

. r = acos’t,
Uloha 1.11. Urcete délku oblouku asteroidy te <0, >




r' = —3acos’tsint,
r’ = —3acos’tsint,
24+ y? = 942 (Cos4 tsin®t + sin t cos? t) = 9a?sin® t cos? t(sin2 t + cos? t)

= 9a’sin®tcos?t.
/2

/2 ) 1 9 3
s = / 3asintcostdt = 3a [ sin t} = —q.
0 2 0 2

(Funkce sint i cost jsou na intervalu <O, §> nezdporné, takZe po odmocnéni
nent treba psdat absolutni hodnotu.)

Délka oblouku asteroidy je s = Pl

(Celkovd délka asteroidy je tedy 4s = 6a.) O]

Uloha 1.12. Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce y = ||
kolem osy x na intervalu (—1,1).

Resent. Vyjdeme ze vzorce pro objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce f
kolem osy x:

V:7r/ab[f(96)}2dx:7r/11 |z dx:27r/1x2dx:27r [f]l =§ [7°]-

0 0

y = ||
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Uloha 1.13. Vypoctete objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce y = sin §
kolem osy x na intervalu (0, 7).

Reseni. Obdobné jako u predchozi tlohy:

s T ] — 1
V:T('/O Sin2gdx:7r/0 %dx:g[x—smx]g: g(ﬁ) :§7T2 [jg]'

051 \ \ \ \

]

Uloha 1.14. Vypoctéte povrch télesa vzniklého rotaci grafu asteroidy kolem
08y x.

Resenid. Ze symetrie asteroidy vyplyva, ze celkovy povrch ziskame jak dvojnasobek
povrchu télesa vzniklého rotaci prvniho oblouku asteroidy kolem osy x:

B ™
P = 2 (2#/ yds) =2 (2%/2 asin3t3asintcostdt> =
ot 0

= 127a’® /5 sin*tcostdt =--- = gwaQ.
0
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