KMA/MAT?2 Prednéaska a cviceni ¢. 5,
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16. brezna 2016

1 Uziti urcitého integralu ve fyzice

Hmotnost a tézisté rovinné desky

Méjme spojitou kladnou funkci f a uvazujme rovinnou desku ve tvaru

zékladnfho obrazce (kiivocarého lichob&zniku) pro = € (a,b); necht o(z)

je plosné hustota materidlu (kolik vazi ¢tverecnd jednotka rovinné desky).
Je-1i deska homogenni, potom o = konst. Hustota se miize ménit jen ve

smeéru osy x, ve sméru osy ¥y je konstantni.
Hmostnost desky tedy bude zaviset na plose a hustoté:
b
m = / o(x)f(z)dz.
a
Statické momenty desky vzhledem k osam:

M, = ;/aba(x)ja(x) dz, M, = /aba(m)xf(x) dz.

Souradnice tézisté T[xzp, yr| rovinné desky:

o My_/abo(x)xf(x)dx
ooom /aba(x)f(x)dm7

(1)
[t

Pri obecnéjsim zadani
rovinné desky, kdy je deska ohranicena shora grafem funkce f, zdola grafem
funkce g a ze stran pifimkami x = a a x = b. Takovd mnozina se da zapsat
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nasledovné:
B={(z.y) eR[a <z <bgla)<y< fla)}.
Jeji hmotnost:
m(B) = [ () [f(x) ~ (x)] d.
Statické momenty desky vzhledem k osam:

M, = ;/aba(x) fl) =gt de, M, = /aba(x)l“ [f(z) = g(2)] da.

Soufadnice tézisté T'[xp, yr| rovinné desky:

o [e@ e g ar
)
g0l -dw)] e

Pri parametrickém zadani:
T = @(t)’
y = (1),

mame téleso ohraniceno grafem, osou x a primkami x = p(a) a z = ¢(f).
Jeji hmotnost:

t o, f),

m =
(03

[ ottt dt\ |

Statické momenty desky vzhledem k osam:

so= |y [[owwaeaa]. = | [Tsswvnson
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/ Baa)w(tw(t)go'(t) i

" [ e ma
®)
B
v 3 <>w2<>'<>dt‘
Yyr = — = .
" / dt’

Vvev

polomer’u r > 0 se stredem v pocdtku.
Resen. Vyuzijeme parametrického zadéani:
r = ¢(t) =rcost,
t e [0,m].
y = (t) =rsint,

Homogenitu vyjadiime konstantni hustotou:

/ dt’:2

sint(— sin t) dt‘ = 2cr?

/5 crsint(rcost)’ dt‘
0

—/2sin2tdt‘
0

1 /7
—|=(==2-0)—=0
HEREOR

[NIE]

= 2cr? /
0

1
= 2c1?|— {2(15 - sintcost)}

s
2
= 2cr?

=]

= 2cr? —’ =c—

tedy plocha ptlkruhu krat plosna hustota.



Staticky moment vzhledem k ose y by mél vyjit nulovy, nebot deska je
soumérna podle této osy a soucasné je homogenni:

M, =

/ crcostrsintr(—sint) dt‘
0

[fstostosira]-

[e%

1 s
= 07‘3 — [ sin3 t]
3 0

iy
—/ sin%costdt‘ =cr’
0

—?1)[0—01’ 0.

= ¢r?

Staticky moment vzhledem k ose x:

1 /8 1 /=
M, = ‘2/ o ()2 (t)¢' (t) dt‘ = ’2/ cr?sin® tr(—sint) dt’
ot 0
Loos] ™2 : L o5l [" 2 -
= —cr / sin” t(—sint) dt‘ =—cr / (1 — cos®t)(—sint) dt‘
2 0 2 0
1 1 T 1 4 2
= —cr? {Cost— cosgt} = —cr®|——| = Zerd.
2 3 0 2 3 3
Soutradnice téziste:
M 0 M, Zcr® 4
rr==t= =0, yr=-—t=3-""=o4r
m - m cr= m
4r
— 0. ==
[xTayT] [ ’37T:|

vvvvv

hustoté o(t) = 1) prvniho kvadrantu asteroidy je

1 13 3
:—P:—— 2:— 2'
m 4 487'('& 3271'&



VvV

asteroidy.

A opét ze symetrie

> fog o ()P ()¢ () dt‘ 3 fog a’®sin® t3a cos? t(— sin t) dt‘
T m - Epe _
32

5a° fo% sin” t cos? ¢ dt‘ 164

/5(1 — cos?)? COSQtSintdt’ =
0

B 3%7'('(12 T
cost = 2 prehozeni
— s = 16a | 1
— tilr[ljt:djz _df = | znaménka :J / (1_22)322(:12 _
:7r : a mezi T 0
t—§:>Z—O
L6a ! 16a | /1
= 7@/ ((1—322+3z4—26)22) dz :J/ (Z2_324+326_Zg> 1| —
T 0 T 0
_ 16a|[2 3% 3T 1Y _16ai1 3 3 1) 16a| 16
256 a
= =02
S5n . 20a
O

grafu funkce y = 4x(1 — x), je-li plosnd hustota

a) konstantni o(x) =1,



b) proménlivd ve sméru osy x: o(x) = 2.

Resend. Jde o tise¢ paraboly nad osou z na tseku z € [0; 1].

ad a) Mame tedy funkci f(z) =4z(l —2z),c0=1,a=0ab=1.

Hmotnost homogenniho rovinného utvaru:

m = /aba(a:)~f(a:')dx:/011-4:1:(1—:1:)d:1::4/01(x—x2)d:c

2 371 2 3
12 1 2
S (i () (i | g
2 3, 2 3 3

Déle vypocteme statické momenty:

b 1 1 !
M, = ;/U<x>.y2dx:2/ 1 fa(l = o) de =8 [ 231 - 2)*da
a 0 0

1 1
= 8/ x2(1—2x—|—x2)dx:8/ (332—21:3+x4) dx
0 0

3 4 571

Y N
13 T4 5,

M, = /aba($)-xydw:/abl-x[élx(l—x)]dz:;.

Soufadnice tézisté T'[xr, yr|:

7 homogenity a soumérnosti plyne, ze xr = % Ovérime

8
~
I
|
ol
|
\

Dale
M, + 43 2
yr=—=7%
m 3

Uvazovana rovinna deska ma hmotnost % a téziste T B, %]

ad b) Zde je jedind zména, o(z) = z2. Jinak zistava f(z) = 4z(1—x),a =0

ab=1.



Hmotnost nehomogenniho rovinného utvaru:

m = /aba(x)-f(x)dx:/lxz-élx(l—x)dx:;.

0

Déle vypocteme statické momenty:

M, = ¢ [o@) e = [ # a1 - )Pl =

o = 5 o) yide=g | ot [ ) dz = o
b b 2

M, = /U(x)-xydx:/x2-x4x(1—x)dx:1—5.

Vvev

7, nehomogenity plyne, ze xp se oproti homogennimu piipadu posune
doprava. Ovérime

Déle
Yr =

vV

Hmotnost a souradnice tézisté krivky

Zde je to podobné jako u rovinné desky, jen misto plochy budeme pracovat
s délkou.

Explicitné zadana krivka

K¥ivku mame zadanu jako usek grafu funkce y = f(x) na intervalu x € [a, b].
Déle uvazujeme jeji délkovou hustotu zavislou ne z, tedy o(x).
Jeji hmotnost bude odpovidat jeji délce a hustoté:

m = / ()1 + [f(2)] da.

Statické momenty:

M, / o1+ [f(@)] de,



ds = \/ [gp’(t)r + [¢’ (t)rdt pro parametricky zadanou kiivku a ds =

2
{1 + { f! (a:)} dx pro explicitné zadanou kiivku.

M, = /abm-a(a:)\/1~|— {f’(:v)rdx.

} M, [Pz o(x)y/1+ [f’(ac)rdx
T Pol) 1+ [f(@)] de

M, R I@) 0@ 1+ @] do

Yyr = —— 5
m ffa(x)\/l + [f’(ac)} dx

Parametricky zadana krivka

vV

Uvazujme rovinnou kfivku o délkové hustoté o(t) danou parametricky rov-
nicemi

r o= (1),
y = Y1),

Pak jeji hmotnost ziskdme pomoci nasledujiciho vzorce:

t €la, ]

m = /ja(t)\/[gp’(t)r + [w’(t)rdt.



Statické momenty:

M. = [Tt oo [ 0] + [po)]

2

M, - / Tolt) aw o)+ [w)]

Vv

M, _ b \/ ()] at
m fﬂ()ﬂm} [zm]

Uloha 1.4. Urcete té3iste jednoho oblouku asteroidy.

hustote) jednoho oblouku asteroidy je
3

m=s= —a.
2
Vzhledem k tomu, zZe uvazovany oblouk asteroidy lezi v prvnim kvadrantu a

je symetricky Vzhledem k ose prvniho a tretiho kvadrantu (viz obrazek), tak

vV

/2 w/2
M / yds / asin®t 3asintcostdt
yT = :CT = — = = 0 3
m 5

w/2 : 5t /2 1 2
= 2@/ sin t cost dt = 2a s = 2a <—0>:a.
0 5 1, 5



2 Priblizné metody vypoctu Riemannova in-
tegralu

Existuje vice pribliznych metod, kterymi lze provadét vypocet Riemannova
integralu. Oznaceni ,, priblizna metoda“ neni zddnou degradaci prislusné me-
tody, nebot zejména s vyuZitim vypocetni techniky lze takto provadét vypocet
Riemannova integralu prakticky s libovolnou presnosti. Takze v aplikacich méa
tento postup stejnou hodnotu a rozsahlejsi uplatnéni nez klasicky vypocet
uzitim Newtonova vzorce, protoze — jak bylo naznaceno jiz v kapitole 77
— primitivni funkci ve tvaru pro pouziti Newtonova vzorce lze ziskat jen
v nékterych specialnich pripadech.

Predpokladdme-li f(z) > 0 na (a,b), jde pii vypoctu Riemannova in-
tegralu o vypocet obsahu zdkladniho obrazce.

Metoda obdélnikova

\1.\

N

~. /

________7/
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e

-____________k\

____________7/

Obrézek 3: Obdélnikova metoda

Princip této metody spociva v tom, ze urcity integral nahradime vhodnym
integralnim souctem (tj. s dostatecné jemnym délenim a s vhodnymi body ¢&;
v elementech déleni, viz obr. 3).

Zpravidla volime déleni na n stejnych elementt, tedy délka jednoho ele-

mentu (tzv. krok h) je
h = Al’l = b= a,
n
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za &; volime stfedy elementti. Obsah zakladniho obrazce pokladame priblizné
roven integralnimu souctu, tedy souc¢tu obsahi obdélniki o stranach f(¢;) a
h. Pro obdélnikovou metodu tak mame vzorec

n

S f&)

noi4

b—a

/bf(x) dz

Chybu metody lze stanovit napt. uzitim hornich sou¢tt a dolnich souctu
(viz 11.1) coz je zv1ast jednoduché pro monoténni funkee.

Metoda lichobézZnikova

SN—

“\4& 4 \.

Obrazek 4: Lichobéznikova metoda

Princip této metody spo¢iva v tom, interval (a, b) rozdélime na n stejnych
elementt a funkci nahradime lomenou ¢arou (viz obr. 4). Obsah zakladniho
obrazce pak priblizné nahradime souc¢tem obsaht elementarnich lichobéznik

b—a' Tedy

se zakladnami f(x;_1), f(z;) a s vyskou h =

[ serae = g 3 st + s = [ FG 4 5 s+ H
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Metoda Simpsonova

b—a
Interval (a, b) rozdélime na sudy pocet 2n elementi o siice h = . Délici
n
body znacime
ro=a, ry=a-+h, xro =a+2h, ... x9, = 0.
7 téchto elementt vytvorime dvojice elementi o Sitce 2h = — .V kazdé

dvojici (na kazdém intervalu [r9;, x9;10] pak funkei f nahra(?ime kvadra-
tickou funkei (kterd je dané funkci f rovna na krajich a uprostied (xo;11)
téchto ,,dvojelement“), takze k vypoctu obsahu vzniklych , kivocarych li-
chobéznikl” lze vyuzit Simpsonova vzorce:

1 n—1

P = 6 Z($2z‘+2 — ;) [f(xzz) +4f(22i41) + [(22i42)

=0

Provedeme-li s¢itani pres vsechny elementy, dostaneme vyslednou formuli
pro Simpsonovu metodu:

[r@ar m S [50)+ )] +2[f@) + fle) + o+ fean)] +

4] f@r) + flws) -+ f(@a)] }
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