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1 Uvodni motivaéni p¥iklad

Po prostudovani této kapitoly zjistite, k ¢emu mohou byt diferencialni rovnice
uzitecné. Jak se pomoci nich da modelovat prakticky problém, jak muze
vypadat jejich feSeni a co nam ptinasi jeho dalsi zkoumani.

Praktickd motivace je vzdy ta nejlepsi. Spojenim s fyzikou volného padu
si uvédomime, ze diferencialni rovnice skutecné nejsou ,,jen dalsim matema-
tickym vymyslem ur¢enym na terorizovani studenti“.

Nez si presné nadefinujeme, co to vlastné obycejné diferencialni rovnice
jsou, uvedeme si jeden ilustracni priklad.

Priklad 1.1 (Vrh télesem svisle dolt). Téleso o hmotnosti m vrhneme svisle
dolii s pocdtecni rychlosti vy a budeme zkoumat, jak se meni jeho rychlost
v = v(t) v ndsledujicim case t > 0, jestlize pocitame s odporem vzduchu s
koeficientem k(> 0).

Reseni: Pokud si nejste moc jisti svymi fyzikdlnimi znalostmi (a chcete s
tim néco délat), tak doporucuji dvé videa z cyklu Ceské televize , Rande
s fyzikou“. Prvni je vénovano Newtonovym zakontmlla druhé zrychleni a
volnému padu.

Na padajici téleso pusobi zemska tize (urychluje pad) a souc¢asné odpor
vzduchu (zpomaluje pad). Zatimco zemskou tizi povaZujeme za konstantni
(mg), tak odpor vzduchu zavisi primo tmeérné na aktualni rychlosti (kv).
Jiné sily ptisobici na téleso neuvazujeme.

lhttp://www.ceskatelevize.cz/porady/10319921345-rande-s-fyzikou/
211563230150003-newtonovy-zakony/video/

Zhttp://www.ceskatelevize.cz/porady/10319921345-rande-s-fyzikou/
211563230150002-zrychleni-a-volny-pad/video/


http://www.ceskatelevize.cz/porady/10319921345-rande-s-fyzikou/211563230150003-newtonovy-zakony/video/
http://www.ceskatelevize.cz/porady/10319921345-rande-s-fyzikou/211563230150003-newtonovy-zakony/video/
http://www.ceskatelevize.cz/porady/10319921345-rande-s-fyzikou/211563230150002-zrychleni-a-volny-pad/video/
http://www.ceskatelevize.cz/porady/10319921345-rande-s-fyzikou/211563230150002-zrychleni-a-volny-pad/video/

Pocateéni rychlost v ¢ase t =0 Sily v priabéhu padu

Odpor prostredi: kv

v(0) = wg (>

Tihova sila: mg

Obrazek 1: Grafické znazornéni situace padajiciho télesa.

Pokud na téleso ptisobi néjaka nenulova sila, udéluje mu zrychleni. Zavislost
této sily F', hmotnosti télesa m a jeho zrychleni a popisuje druhy Newtontv
zakon:

m-a=F.

Hmotnost télesa m je dana, zrychleni a = ?qu vyjadiime jako derivaci aktualni
rychlosti a F' = mg — kv je soucet uvazovanych sil (sila pusobici smérem k
Zemi je brana kladné, v opacném sméru zaporné). Po dosazeni do rovnice
druhého Newtonova zakona:

m v:mg—km. (1)

dt
V této rovnici se vyskytuje derivace neznamé (hledané) funkce v = v(t) a
je to ptiklad tzv. linearni diferencialni rovnice prvniho fadu. Rovnice tohoto
typu se v prubéhu semestru naucime fesit (=najit funkce, které dané rovnici
vyhovuji). V tuto chvili si ukdzeme, k ¢emu lze pri FeSeni takové rovnice
dojit. Uvedeme si jednoparametrickou t¥idu funkei, které vSechny (se svymi
derivacemi) vyhovuji rovnici ({Il) pro t > 0:
mg

L
Zkusme tuto skute¢nost ovérit. Abychom mohli dosadit feseni (2]) do rovnice
(@), potfebujeme vypocist derivaci rychlosti

d
v — |:C.e_y]:lt+/rng

v:v(t):c-e*£t+ ceR, tel0,00). (2)

/
_k
=—c—-e m',
m

dt k

Dosadime do levé strany (Il) a upravime:

k
L=m- <_C.e_:1t) :—C.k.e_%t'

m



Podobné pro pravou stranu (II) po dosazeni dostaneme:

P:mg—k‘(c-e_:lt—l—n;g) = —c-k-e .

Tedy L = P pro libovolné c € R a t € [0,00).

Jelikoz ¢ € R, existuje nekoneéné mnoho feseni (funkei), které vyho-
vuji rovnici () na intervalu [0, 00). Cim se ligf? Co pfedstavuji? Jak mezi
nimi rozlisovat? Klicem bude zatim nezapocitand pocatecni rychlost vg. Mezi
vSemi moznymi Fesenimi budeme vybirat jen ta, ktera splnuji pocateéni
podminku v(0) = vg. Uvidime, Ze bude pravé jedno:

v(0) = wy,
myg
cC = Vg— —/.
k
Dosadime zpét do (2):
v=u(t) = (UO - ”;9) -e—%w%, t € 10,00). (3)

Resen{ () nazyvame obecné (zahrnuje vsechna feseni), zatimco TeSeni ()
nazyvame partikularni.

Na zavér prozkoumame dva limitni stavy partikularniho reseni, pro £ —
0% (zanedbani odporu vzduchu)

. mg _ky Mg
1 — . m _—
0<1<1:I—I>10+ [(UO k ) ¢ + k

a pro t — oo (limitni chovani rychlosti v Case)

T _ I ke Y
voo.tlggo{<vo k) e +k:

Zde je vy limitni (konstantni) rychlost, pfi které se odpor vzduchu vyrovna
s tthovym zrychlenim.

Na obrazku [l je zndzornén vyvoj rychlosti padajiciho télesa pri pocatecni
rychlosti vy < V.

= vy + gt.

_mg

o

]



Obrazek 2: Graf rychlosti padajictho télesa v = v(t), kde v(0) = vy znadi
pocatecni rychlost a v, je rychlost limitni.

2 Diferencialni rovnice — zakladni pojmy

Po prostudovani této kapitoly jiz budete znat presnou definici obycejné di-
ferencidlni rovnice n-tého radu (dokonce budete védét i co je to ten ad) a
jejiho feseni. Budete umét ovérit, podle definice, zda néjaka dana funkce je
resenim dané diferencialni rovnice.

Po vagnim motivacnim tvodu je tfeba zamitit do bezpeci presnych defi-
nic.

Jak jsme si ilustrovali na predchozi ukéazce, pri praktickych tilohach casto
potfebujeme nalézt neznamou funkci, jejiz vlastnosti jsou popsany pomoci
jejich derivaci, zasazenych do néjaké rovnice. Takovou rovnici pak nazyvame
diferencialni rovnice.

Poznamka 2.1. V matematice i v aplikacich se pracuje

e s obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi, to jsou ty, kde nezndmd funkce

je funkci jedné nezavisle proménné a derivace nezndmé funkce je obycejnou

derivaci,

e q také s parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi, kde neznamd funkce je
funkci vice proménngjch a jeji derivace jsou tedy derivacemi parcidlnimi.

V tomto textu se budeme zabyvat vyhradné obycejnymi diferencidlnimi
rovnicemi, a tak si obcas budeme moci dovolit vynechat slovo ,,obyceiny® a
pouZit pouze termin ,diferencidlni rovnice®.

4



Rovnici
F(t,y,y,.. .y(”)) =0, (4)
kde

e [ je dana funkce n 4 2 proménnych, definovana na néjaké mnoziné
G=1xQ, |,
kde I C R je intervall a Q ¢ R™+1,

e t € [ je nezavisle proménna,

e y = y(t) je nezndma funkce, a

e . ...y™ jsou derivace této neznamé funkce y,
nazyvame obycejnd diferencidlni rovnice n-tého rddu.

Rddem diferencidlni rovnice ({Hl) rozumime ¥ad nejvyssi derivace, kterd se
v (@) vyskytuje.

Specialné, pro n = 1, tedy mame obycejnou diferencidlni rovnici prvniho
radu
F(t,y,y') = 0.

Nyni si ukazeme t¥i priklady jednoduchych diferencialnich rovnic, u kterych
(jen se znalosti zakladu diferencidlniho a integralniho poc¢tu) budeme schopni
urc¢it alespon néktera feseni.

Piiklad 2.2. Hledame funkci y = y(t), pro niZ plati y' = 2t + cost.
Ukazme, Ze jde opravdu o diferencidlni rovnici. Rovnici y' = 2t + cost lze
prepsat na y' —2t —cost = 0, coZ muzeme psdt jako F(t,y,y") = 0, kde funkci
F definujeme predpisem
F(t,zq,x9) = 9 — 2t + cost.
Potom skutecné F(t,y,y') =y — 2t — cost, a tak dostdvdme
F(t,y,y') =0, I=(—00,00) =R, Q=RxR,
tedy
G=1xQ=RxR%

Podle definice primitivnd funkce je hledanou funkei y(t) kazda funkce pri-
mitivnd k zadané funkci 2t +cost, tedy y = t*+sint+C, kde C je (libovolnd)
integracni konstanta a t € R. O

3Interval I miize byt riizného tvaru, naptiklad (a,b), [a,b], (a,o0) nebo (—oo,00).



Priklad 2.3. Najdeme funkciy = y(t), pro niz plati y" = —y.

Nejprve opét urcime
F<t7yvy/7y//> :yl/+y, G=R X]Rs.

Ddle z vlastnosti derivaci funkci cost a sint vidime, Ze uvedend rovnice je
spinéna napriklad pro funkci y, = cost, také pro funkci yo, = sint, ale rovnez
pro

y=Cicost+ Cysint, kde Cp,Cy € R.

Ve wsech téchto pripadech nejsou na t Zddnd definicni omezeni (ani v
zadant, ani u Tesent), a tak muzeme opét vzit t € R. O

Priklad 2.4. Najdeme funkci y = y(t), pro niz plati y' = 1, pricemz y(2) =
5.
Urcime

F(t,y,y)=vy —1, G =R x R?
Nejprve si vsimnéme jen rovnice y' = 1; vyhovuje ji kazdd funkce y =t + C,
kdet € R a C je libovolnd konstanta. PouZijeme-li nyni uvedenou podminku,

dostaneme 5 = 2+C', a z toho C' = 3. TakzZe funkce y = t+3, t € R, vyhovuje
jak uvedené rovnici, tak zadané podmince. O

V nasich prikladech jde postupné o obycejné diferencialni rovnice prvniho,
druhého a opét prvniho radu.

Je Cas se ptat po presnéjsi definici pojmu feseni. Jelikoz v diferencidlni rov-
nici je neznamou funkce, mnozinou reseni takové rovnice je mnozina funkei.
Tyto funkce musi splnovat dva pozadavky:

e musi se dat dosadit do rovnice;

— tedy musi existovat vSechny jejich potrebné derivace
— a mohou nabyvat jen takové hodnoty, aby byly v defini¢nim oboru
funkce F',

e po jejich dosazeni musi byt F' identicky rovna nule.

Tyto pozadavky hledané funkce nemusi spliovat vsude (V¢ € ), ale staci na
néjakém intervalu. Proto obvykle hovorime o feseni diferencialni rovnice na
intervalu.



Definice 2.5 (Re%eni diferencidlni rovnice). Funkce v, kterd je n-krdt spojité
diferencovatelnd na intervalu J, je feSsenim diferencialni rovnice ({f]) na J,
jestlize pro kazZdé t € J plati

(tot), ¢ ®),....eM ) €G a F(t,o(t),¢®),...,0" () =0.

Z této definice vyplyva, ze kromé feseni y = () je také treba urcit
interval J C I, na kterém je ¢ FeSenim. J nebudeme zjistovat v tom piipadé,
kdy bude odpovidat prirozenému defini¢nimu oboru funkce ¢.

Poznadmka 2.6 ([2]).

Reseni diferencidlni rovnice pruniho radu F(t,y,y') = 0 se také nazgvd
integral diferencidlni rovnice a jeho graf v roviné (t,y) zase integralni
krivka.

Ne vZdy se podari nalézt reseni v explicitnim tvaru, a tak integralni
krivky mohou byt ddny i implicitné:

— explicitné: y=p(t), t € J,
— implicitné: H(t,y) =0, (t,y) € D C R

Resit diferencidlni rovnici znamend urcit vSechna jeji 1eseni. Ale ne
kazdd takova rovnice musi byt resitelnd.

MnoZinu vsech Teseni nasi diferencidlni rovnice (4)) nazjvdme obecné
reseni

Obecné reseni ({)) lze v nékterych pripadech (napriklad w linedrnich
diferencidlnich rovnic) vyjadrit ve tvaru

y=(t,C1,Cy,....Ch), kde Cy,Co,...,ChER.

Kdyz z obecného resent vybereme jedno konkrétni (napriklad volbou kon-
stant Cy,Csy, ..., Cy ), hovorime o partikularnim feéenﬁ.

4Neéktef{ autoii do obecného feSeni nezahrnuji tzv. singuldrni feseni. To je definovano
tak, ze kazdym bodem integralni krivky odpovidajici tomuto feseni prochazi alespon jedna
dalsi integralni kfivka prislusné diferencidlni rovnice. Piikladem singuldrniho feseni je
funkce y = 0 v piikladu 3.5 na strané 20 ve skriptech [I].

5Singularni feseni lze rovnéz chépat jako partikuldrni feseni.



Priklad 2.7. Zjistéte, zda funkce
t Ly
je resenim diferencidlni rovnice
y' =y —t=0 (5)
a na jaké mnoziné (intervalu).

Reseni. Jde o obycejnou diferencidlni rovnici druhého tadu, kde defini¢ni
obor funkce F' (na levé strané rovnice ([@))) je

G=1xQ=RxR3

nebot F(t,y,y',y") je definovdna pro libovolné hodnoty svych argumentii.
Nabizena funkce je také definovana pro vsechna t € R.
Nyni vypocteme prvni a druhou derivaci nabizené funkce, abychom mohli
vysledek dosadit do rovnice ([H):

1
Y(8) = (e +t—o ) = 0e'tl—t = H1—t, y'(H) = (' +1-1) = ¢~ 1.
Nyni dosadime do (H):
L:y”—y'—t:(6t—1)—(et+1—t)—t:—2;&0:]3,

Dand funkce y = 1+ ¢’ + ¢ — 3¢ tedy nen{ FeSenim rovnice (G), nebot
jsme nedostali identickou rovnost levé a pravé strany rovnice (Bl na zadném
intervalu pro t.

Kdyz se ovsem zamyslime, uvédomime si, ze cil jsme minuli jen o ,, kou-
sek“. Staci upravit znaménko u ¢ a jednicky se nam ve vysledku odectou:

1
y:1+€t_t_§t2, y,(t):et_]._t, y”(t):et_l-
Tedy
L=y —y —t=("-1)—(e'—1—-t)—t=0= P, pro vsechna t € R.

Funkce y = 1 + ¢" — t — 1¢? je tedy feSenim rovnice () naR (J =R). O



Dalsi priklady:
Priklad 2.8. Zjistéte, zda funkce

2 1 1
y(t) = gsint— 5cost— 56_2t—|—6

je resenim diferencidalni rovnice
y' 4+ 2y —cost =0

a na jaké mnoziné (intervalu).

[Ano, je resenim na celé redlné ose.]

Priklad 2.9. Zjistete, zda funkce

je resenim diferencidlni rovnice
v —Vt=0

a na jaké mnoziné (intervalu).
[Ano, je Tesenim prot € [0,+00). Tedy J = I = [0, +00), Q = R?.]

Priklad 2.10. Zjistete, zda funkce
1 1
t)=—tlnt — =t
y(t) = gtnt — 5

je resenim diferencialni rovnice

1
2 " — 0
YR
a na jaké mnoziné (intervalu).

e zadani: I = (—o00,0) nebo I = (0,00) a 2 = R°. Nabizend funkce je
Ze zadani: I 0 bo I 0 Q = R3. Nabizend funk

resenim na intervalu J = (0, 00)./



3 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu

Po této prednasce jiz veelku bezpecné poznate obycejnou diferencialni rovnici
prvniho fadu a budete védét, jak sestrojit jeji smérové pole.

Cekaji Vas obrazky! Budou z Vas malifi diferencialnich rovnic.

Na predchozi prednéasce jsme si uvedli, ze obyc¢ejna diferencialni rovnice
prvniho fadu ma obecny implicitni tvar

F(t,y,y') =0.

Pro nase tcely je to tvar zbyteéné obecny. ﬁplné nam budou stacit rovnice, ve
kterych je prvni derivace nezndmé funkce vyjadiena explicitné (jsou zapsany
v tzv. normélnim tvaru):

y' = ft.y) (6)
Budeme predpokladat, Ze k rovnici (@) existuji integralni kiivky (grafy feseni)
na néjaké mnoziné

G=1x9Q, I[,QCR,

kde je funkce f definovana.

3.1 Geometricka interpretace obycejné diferencialni rov-
nice 1. radu — smérové pole

Proménné ¢ a y z rovnice (@) muzeme chapat jako soufadnice bodu (t,y)
v roviné ty.

Kazdému bodu (¢,y) € G je pritazena hodnota f(t,y) a na zdklade vztahu
(@) je tato hodnota spojena s derivaci neznamé funkce y’. Vzhledem k tomu,
ze geometricky derivace udava smér, mame na G pomoci (@) definovano tzv.

smerové pole
{(t.y, F(t.9): (L) € G},

kde usporadanym trojicim (t,y,f(t,y)) tikdme [linedrni elementy. Tyto se
daji znazornit pomoci kratkych tsecek se stiedem v (¢, y) a se smérnici f(t,y).
Integralni krivky diferencidlni rovnice (@) maji v kazdém bodé v G tetnu
orientovanou shodné se smérovym polem (smérnice teény v bodé (¢,y) ma
hodnotu f(¢,y))
Ktivky v G, ve kterych je

y=[f(ty)=c ceR,
se nazyvaji izokliny. (Linedrni elementy , lezici“ na této kfivce maji vSechny
stejnou smérnici c.)
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Priklad 3.1 (Smérové pole). Zndzornéete smérové pole diferencidlni rovnice

y = %, a to pomoct izoklin. Ddle nacrtnéte graf jednoho resent.

Reseni. Prava strana f(t,y) = % je definovana pro t # 0 a y € R. Tim je

dano, ze ulohu muzeme uvazovat na dvou oblastech:
G = (—00,0) x R, nebo Gy = (0,00) x R.

Izokliny jsou ty krivky v G, na kterych je derivace 3/, a tedy i hodnoty
f(t,y), konstantni. Budeme je tedy hledat pomoci rovnice

g:c, ceR,
t

odkud (snazime se explicitné vyjadiit zavislost y na t)
y=ct, celR.

Pro kazdé ¢ € R jde o rovnici primky, ktera prochazi po¢atkem a ma smérnici
c. Kdyz vezmeme v potaz podminku ¢ # 0 (resp. nase uvazované oblasti Gy
a Gs), tak dostaneme vzdy dvé polopfimky, na kterych smérnice linearnich
elementt maji totoznou hodnotu c. To znamenad, ze jsou v dané poloprimce
obsazeny.
Soucasné z toho plyne, ze i grafy feseni se s témito poloptimkami shoduji.
Vse je graficky znazornéno na obrazku 3
O
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C:_2 /I\ C:2
|
C:_l y|
l C:1
L |
— 1 |
| 2
: f{eéeniy:%t7t>0.
|
| c=0
c=0 “ t
|
|
: 1
— 1 ! c=—3
C—2 I 2
|
| 1
C = —
c=1 :
|
| c=—2

Obrazek 3: Smérové pole z prikladu B.1] sestrojené pomoci izoklin.

y'=yh

Obrézek 4: Smérové pole z prikladu [B1] sestrojené pomoci pocitace (sité
bodu).
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Priklad 3.2 (Smérové pole). Zndzornéte smeérové pole diferencidlni rovnice
Y =t —\/y pomoci izoklin. Také se pokuste nacrtnout graf nékterého resen.

Reseni. Pravé strana f(t,y) =t — VY je definovana pro t € R a y > 0, tim
je dano
G = (—00,00) x [0,00).
[zokliny:
t—\Y=c, a tedy Vy=t—ec

Zde mizeme nahlédnout, Ze vyraz dava smysl jen pro t > ¢, nebot leva
strana (,/y) je nutné nezapornd, coz samoziejmé musime pozadovat i po
pravé strané. Celkové tedy dostaneme:

y=(t—c)? ceR, t>c

Pro zvolené ¢ tedy pujde o pravou polovinu paraboly s vrcholem (poc¢atkem)
v bodeé (¢, 0).

Vse (i s ndcrtkem feseni) je zndzornéno na obrézku

PAEPASEN
)

NoY
g 7 A A4
(V] ¢ O (V]

N

o

A F

08

\ \\A T4 Il >

t

Obréazek 5: Smérové pole z prikladu sestrojené pomoci izoklin.
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Obréazek 6: Smeérové pole z prikladu sestrojené pomoci poditace (sité
bodu).

Dalsi priklady:

Priklad 3.3. Zndzornéte smérovd pole ndsledujicich diferencidlnich rovnic.
Pokuste se nacrtnout i graf néjakého resend.

a) y =y—t7, d) y =+,
b) 2y +2y —t—3=0,
y , /
¢)y =—, e) y =——.
t—y Yy

L4 v
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