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1 Substitučńı metoda integrace

Při hledáńı primitivńıch funkćı (neurčitého integrálu) se použ́ıvá celá řada
metod. V minulé přednášce jsme si představili tzv. př́ımou integraci (kdy si
vystač́ıme s tabulkovými integrály a některými jednoduchými pravidly pro
úpravu integrál̊u) a metodu per partes.

Dnes přidáme ukázku jednoduchého použit́ı metody substitučńı. Jej́ı fun-
gováńı je založeno na dvou větách o substituci a mnoha speciálńıch typech
substitućı. Od oboj́ıho si ukroj́ıme jen malý kraj́ıček, ale měli bychom o této
metodě źıskat alespoň hrubou představu.

Začneme ukázkou, jak se substituce v integrálu zapisuje a provád́ı.

Úloha 1.1. Vypočtěte
∫

sin x cos x dx.

Řešeńı.
∫

sin x cos x dx =

[

sin x = u

cos x dx = du

]

=
∫

u du =
u2

2
+ C =

1

2
sin2 x + C,

x ∈ (−∞, ∞).

Vid́ıme, že pomoćı substituce u = sin x jsme převedli p̊uvodńı integrál
∫

sin x cos x dx v proměnné x na jednodušš́ı integrál
∫

u du v proměnné u.
Po jeho výpočtu jsme se zpětným dosazeńım za u dobrali výsledku p̊uvodńı
úlohy. Dále vid́ıme, že tzv. diferencováńım substitučńı rovnice (diferenciál
nějaké funkce f(x) zaṕı̌seme jednoduše jako f ′(x) dx, pro u je to triviálně
u′du = 1du = du) jsme źıskali i potřebný vztah dx a du (zde cos x dx = du).

Zmı́něné dvě věty o substituci se odlǐsuj́ı t́ım, že 1. věta o substituci popi-
suje situaci, kdy v integrálu nahrazujeme nějakou funkci v aktuálńı proměnné
(zpravidla x) novou proměnnou (v předešlé úloze jsme volili u = sin x).

Kdežto 2. věta o substituci se věnuje tomu př́ıpadu, kdy stávaj́ıćı proměnnou
nahrad́ıme funkćı v nové proměnné (např́ıklad x = t2).

Vyslovme 1. větu o substituci.
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Věta 1.2 (1. substitučńı metoda). Předpokládejme, že funkce ω : (a, b) →
(A, B) má derivaci všude v (a, b) a že funkce f : (a, b) → R má tvar

f = (g ◦ ω) · ω′,

kde g : (A, B) → R. Pak plat́ı:
Je-li G funkce primitivńı ke g v (A, B), je funkce G ◦ ω funkce primitivńı

k f v (a, b).

∫

g(ω(x)
︸ ︷︷ ︸

u

) ω′(x) dx
︸ ︷︷ ︸

du

=

G je primitivńı ke g
︷ ︸︸ ︷∫

g(u)du = G(u) + C = G(ω(x)) + C = (G ◦ ω)(x)

︸ ︷︷ ︸

(G ◦ ω) je primitivńı ke (g ◦ ω) · ω′

V př́ıkladech na použit́ı 1. věty o substituci má tedy integrovaná funkce
tvar součinu složené funkce a derivace vnitřńı funkce.

V úloze 1.1 to bylo sin x cos x, kde g(u) = u a ω(x) = sin x.

Úloha 1.3. I =
∫

x dx√
x2 − a2

.

Řešeńı. I =
∫

x dx√
x2 − a2

=






u = x2 − a2

du = 2x dx
du

2
= x dx




 =

∫ du

2√
u

=
1

2

∫

u−
1

2 du =

1

2

1
1

2

u
1

2 + C =
√

u + C =
√

x2 − a2 + C.

Uvedeme i 2. větu o substituci. Uvid́ıme, že podmı́nky pro jej́ı použit́ı
jsou náročněǰśı. Proto také zájemce o jej́ı využit́ı odkážeme na literaturu a
zde v tomto kurzu se j́ı dále zabývat nebudeme.

Věta 1.4 (2. substitučńı metoda). Necht’ f : (a, b) → R a necht’ ω :
(α, β) →na (a, b) (tzn., že ω(α, β) = (a, b)) splňuje všude v (α, β) podmı́nku
0 6= ω′ 6= ±∞. Pak plat́ı

Je-li G funkce primitivńı ke g := (f ◦ω)ω′ v (α, β), je funkce F := G◦ω−1

funkce primitivńı k f v (a, b).
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2 Speciálńı př́ıpady aplikace 1. věty o substi-

tuci

2.1 Lineárńı substituce u = ax + b, a 6= 0

∫

g(ax + b) dx =






u = ax + b

du = a dx

dx = 1

a
du




 =

∫

g(u)
1

a
du =

1

a

∫

g(u)du =

=
1

a
G(u) + C =

1

a
G(ax + b) + C.

Úloha 2.1.

∫ (

cos(2x − 3) + sin(x + 5)
)

dx.

Řešeńı.
∫ (

cos(2x−3)+sin(x+5)
)

dx =
∫

cos(2x−3) dx+
∫

sin(x+5) dx =





u = 2x − 3 v = x + 5
du = 2 dx dv = dx

du

2
= dx




 =

1

2

∫

cos(u)du +
∫

sin(v)dv =

1

2
sin(u) − cos(v) + C =

1

2
sin(2x − 3) − cos(x + 5) + C.

2.2 Integrace funkćı tvaru
h′(x)

h(x)

∫
h′(x)

h(x)
dx =







u = h(x)
du = h′(x) dx
(

g(u) = 1

u

)







=
∫ 1

u
du = ln |u| + C = ln |h(x)| + C,

kde x je z nějakého intervalu, kde je definováno h(x) i h′(x) a současně je
h(x) 6= 0.

Tento výsledek můžeme také použ́ıt jako daľśı tabulkový integrál:

∫
h′(x)

h(x)
dx = ln |h(x)| + C.

Úloha 2.2. I =
∫ cos x

sin x
dx = ln |sin x|+C, na každém intervalu, kde sin x 6=

0.

Úloha 2.3. I =
∫ sin x

cos x
dx = −

∫ − sin x

cos x
dx = − ln |cos x| + C, na každém

intervalu, kde cos x 6= 0.
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Cvičeńı na substituce

Př́ıklady 2.20–2.25 na stranách 31–33, př́ıklady z poznámky 2.26 na straně
33, př́ıklad 2.6 i) na straně 12 a př́ıklad 6 k) na straně 17. Vše ve skriptech
[HKR].

3 Newton̊uv integrál

Definice 3.1 (Zobecněná primitivńı funkce). Necht’

−∞ ≤ a < b ≤ +∞

a necht’ I ⊂ R je interval s krajńımi body a a b. Řı́káme, že F je zobecněnou
primitivńı funkćı funkce f v intervalu I, je-li funkce F spojitá v I a plat́ı-li
rovnost F ′ = f všude v I − K, kde K ⊂ I je nějaká konečná množina.

• Zde (na rozd́ıl od primitivńı funkce) nemuśı být jen otevřený interval
(a, b), ale i [a, b), (a, b] nebo [a, b]. Takže zde můžeme uvažovat jedno-
strannou spojitost a derivace v krajńıch bodech, pokud do intervalu
patř́ı.

• Podstatné je, že na otevřeném intervalu (a, b) je každá primitivńı funkce
také zobecněnou primitivńı funkćı.

Definice 3.2 (Př́ır̊ustek funkce). Necht’ F je funkce spojitá na uzavřeném
intervalu [a, b]. Hodnotu

F (b) − F (a)

budeme nazývat př́ır̊ustkem funkce F na intervalu [a, b].

Tento pojem se dá zobecnit následovně:

Definice 3.3 (Zobecněný př́ır̊ustek funkce). Necht’

−∞ ≤ a < b ≤ +∞

a necht’ F je funkce spojitá na otevřeném intervalu (a, b). Hodnotu

[F ]b
a

= [F (x)]b
a

:= F (b−) − F (a+) = lim
x→b−

F (x) − lim
x→a+

F (x)

budeme nazývat zobecněným př́ır̊ustkem funkce F na intervalu (a, b).

• V př́ıpadě, že F (a+) a F (b−) jsou konečné limity, tak ř́ıkáme, že zo-
becněný př́ır̊ustek [F (x)]b

a
má smysl.
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• V opačném př́ıpadě (kdy alespoň jedna z limit je nekonečná nebo nee-
xistuje) ř́ıkáme, že zobecněný př́ır̊ustek [F (x)]b

a
nemá smysl.

Definice 3.4 (Newton̊uv integrál). Předpokládejme, že:

1. I je interval s krajńımi body a a b, kde −∞ ≤ a < b ≤ +∞,

2. F je zobecněná primitivńı funkce k funkci f na intervalu (a, b)

3. a zobecněný př́ır̊ustek [F (x)]b
a

má smysl.

Potom Newton̊uv integrál funkce f přes interval I s krajńımi body a < b

definujeme rovnost́ı
∫

b

a

f(x) dx = [F (x)]b
a
.

Symbolu vlevo se též ř́ıká (Newton̊uv, určitý) integrál funkce f od a do b,
č́ıslo a resp. b je tzv. dolńı resp. horńı mez integrálu. Funkce f se nazývá in-
tegrand nebo integrovaná funkce, interval I je integračńı obor, x je integračńı
proměnná.

Abychom měli základńı představu, kdy tento integrál určitě existuje:

Věta 3.5 (Základńı věta o existenci integrálu). Je-li funkce f spojitá a ome-

zená v omezeném intervalu (a, b), integrál
∫

b

a

f(x) dx existuje.

Úloha 3.6.
∫

π

0

sin x dx = [− cos x]π0 = −(−1) − (−(1)) = 2.

Úloha 3.7. ∫ 2π

π

sin x dx = [− cos x]2π

π
= −2.

Úloha 3.8 (Integrovaná funkce neńı spojitá, ale je omezená).

∫ 1

0

sgn x dx = [|x|]10 = 1 − 0 = 1.

Úloha 3.9 (Cvičeńı: Integrovaná funkce neńı definovaná v 0 a neńı omezená).
Vypočtěte

∫ 1

− e

ln |x| dx.
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Řešeńı. Nejprve hledáme primitivńı funkci F (x) k funkci f(x) = ln |x|.
Vzhledem k tomu, že D(f) = R \ {0} = (−∞, 0) ∪ (0, ∞), tak ji (je) bu-
deme uvažovat postupně na obou intervalech.

Pro x ∈ (0, ∞), tedy x > 0 máme f(x) = ln |x| = ln x:

∫

ln x dx =
∫

1 · ln x dx =




u = ln x v′ = 1

u′ = 1

x
v = x



 = x ln x −
∫

x
1

x
dx

= x ln x −
∫

dx = x ln |x| − x + C.

Pro x ∈ (−∞, 0), tedy x < 0 máme f(x) = ln |x| = ln(−x):

∫

ln(−x) dx =
∫

1 · ln(−x) dx =




u = ln(−x) v′ = 1

u′ = 1

−x
(−1) = ln x v = x





= x ln(−x) −
∫

x
1

x
dx = x ln(−x) −

∫

dx = x ln |x| − x + C.

Na obou intervalech tedy můžeme zapsat př́ıslušnou primitivńı funkci ve
stejném tvaru

F (x) = x ln |x| − x, kde x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0, ∞),

respektive máme primitivńı funkci na jakémkoli intervalu, který neobsahuje
0.

Ovšem náš integračńı obor (− e, 1) nulu obsahuje. Zkuśıme tedy
”
vyrobit“

zobecněnou primitivńı funkci na (− e, 1). Nejprve vypočteme jednostranné
limity v nule (s využit́ım LP):

lim
x→0−

x ln |x| − x = 0,

lim
x→0+

x ln |x| − x = 0,

a tak i
lim
x→0

x ln |x| − x = 0.

T́ım jsme zjistili, že funkce x ln |x| − x, má v nule odstranitelnou nespojitost,
kterou odstrańıme dodefinováńım:

F (x) =







x ln |x| − x x 6= 0,

0 x = 0.
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F (x) je nyńı spojitá na R a plat́ı, že F ′(x) = f(x) všude kromě nuly. T́ım je
F zobecněnou primitivńı funkćı k funkci f na R, a tedy i na (− e, 1), a tak
ji můžeme využ́ıt při výpočtu našeho integrálu:
∫ 1

− e

ln |x| dx = [F (x)]1
− e = (1 ln |1|−1)−(− e ln |− e|−(− e)) = (−1)−(0) = −1.

Úloha 3.10 (Cvičeńı: Nekonečná horńı mez).
∫ +∞

0

x e−x dx = [−(x + 1) e−x]+∞

0 = 0 − (−1) = 1.

Úloha 3.11 (Cvičeńı: Existuje).

∫ 3π

4

−
π

4

cos x

1 + sin x
dx =

[

ln |1 + sin x|
] 3π

4

−
π

4

=
[

ln(1 + sin x)
] 3π

4

−
π

4

= · · · .

Úloha 3.12 (Cvičeńı: Neexistuje).
∫ 2π

0

cos x

1 + sin x
dx

neexistuje, protože na tomto intervalu neexistuje př́ıslušná zobecněná primi-
tivńı funkce. Problém je v bodě x = 3

2
π, kde má funkce F (x) = ln(1 + sin x)

neodstranitelnou nespojitost.

Úloha 3.13 (Cvičeńı: Integrál s parametrem). Ukažte, že
∫ 1

0

dx

xα
=

1

1 − α
,

pro všechna α < 1, zat́ımco pro žádné α ≥ 1 tento integrál neexistuje.

Úloha 3.14 (Cvičeńı: Integrál s parametrem a nekonečnou horńı meźı).

Ukažte, že
∫ +∞

1

dx

xα
=

1

α − 1
, pro všechna α > 1, zat́ımco pro žádné α ≤ 1

tento integrál neexistuje.

Úloha 3.15 (Cvičeńı: Integrály sice existuj́ı, ale neumı́me je vypoč́ıst).
∫ 1

0

sin
1

x
dx a

∫ 1

0

cos
1

x
dx.

3.1 Vlastnosti Newtonova integrálu

Věta 3.16 (Linearita integrálu vzhledem k integrované funkci). Pro libovolné
reálné konstanty k1, k2 je

∫
b

a

(k1f1(x) + k2f2(x)) dx = k1

∫
b

a

f1(x) dx + k2

∫
b

a

f2(x) dx,

existuj́ı-li integrály vpravo. (Funkćı a konstant m̊uže být lobovolný konečný
počet.)
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Věta 3.17 (Monotonie integrálu). Je-li na (a, b) f(x) < g(x), potom také

∫
b

a

f(x) dx ≤
∫

b

a

g(x) dx,

existuj́ı-li oba integrály.

Věta 3.18 (Aditivita integrálu vzhledem k integračńımu oboru). Je-li c ta-
kové, že a < c < b, potom

∫
b

a

f(x) dx =
∫

c

a

f(x) dx +
∫

b

c

f(x) dx,

má-li jedna strana této rovnosti smysl. (Takových dělićıch bod̊u m̊uže být
libovolný konečný počet.)

Úloha 3.19 (Využit́ı aditivity integrálu). Vypočtěte
∫ 2

0

(|x − 1| + 3) dx.

Řešeńı. Absolutńı hodnota má jediný nulový bod x = 1, který spadá do
integračńıho oboru:

∫ 2

0

(|x − 1| + 3) dx =
∫ 1

0

(−(x − 1) + 3) dx +
∫ 2

1

((x − 1) + 3) dx

=
∫ 1

0

(−x + 4) dx +
∫ 2

1

(x + 2) dx

=

[

−x2

2
+ 4x

]1

0

+

[

x2

2
+ 2x

]2

1

=

(

−12

2
+ 4 · 1

)

− (0) +

(

22

2
+ 2 · 2

)

−
(

12

2
+ 2 · 1

)

= 3,5 + 3,5 = 7.
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Úloha 3.20 (Cvičeńı: Využit́ı aditivity integrálu). Vypočtěte

I =
∫ 2

−3

|x − 1| − 2 x |x + 2| dx.

Řešeńı. Pro integraci výraz̊u s absolutńı hodnotou rozděĺıme na intervaly:

x 〈−3, −2〉 〈−2, 1〉 〈1, 2〉

|x − 1| 1 − x 1 − x x − 1

|x + 2| −(x + 2) x + 2 x + 2

|x − 1| − 2 x |x + 2| 1 − x + 2x(x + 2) 1 − x − 2x(x + 2) x − 1 − 2x(x + 2)

po úpravě 2x2 + 3x + 1 −2x2 − 5x + 1 −2x2 − 3x − 1

Po rozděleńı na tři integrály a dosazeńı dostaneme:

I =
∫

−2

−3

(2x2 + 3x + 1) dx +
∫ 1

−2

(−2x2 − 5x + 1) dx +
∫ 2

1

(−2x2 − 3x − 1) dx.

Nyńı již provedeme výpočet:

I =
∫

−2

−3

(2x2 + 3x + 1) dx +
∫ 1

−2

(−2x2 − 5x + 1) dx +
∫ 2

1

(−2x2 − 3x − 1) dx =

=
[
2

3
x3 +

3

2
x2 + x

]−2

x=−3

+
[

−2

3
x3 − 5

2
x2 + x

]1

x=−2

+
[

−2

3
x3 − 3

2
x2 − x

]2

x=1

=

=
[(

2

3
(−2)3 +

3

2
(−2)2 + (−2)

)

−
(

2

3
(−3)3 +

3

2
(−3)2 + (−3)

)]

+

+
[(

−2

3
13 − 5

2
12 + 1

)

−
(

−2

3
(−2)3 − 5

2
(−2)2 + (−2)

)]

+

+
[(

−2

3
23 − 3

2
22 − 2

)

−
(

−2

3
13 − 3

2
12 − 1

)]

=

=
[(

−16

3
+ 6 − 2

)

−
(

−18 +
27

2
− 3

)]

+
[(

−2

3
− 5

2
+ 1

)

−
(

16

3
− 10 − 2

)]

+

+
[(

−16

3
− 6 − 2

)

−
(

−2

3
− 3

2
− 1

)]

=

=
−16 − 2 − 16 − 16 + 2

3
+

−27 − 5 + 3

2
+ (4 + 21 + 1 + 12 − 8 + 1) =

− −48

3
− 29

2
+ 31 = −16 − 14 − 1

2
+ 31 =

1

2
.
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10

−5

−10

−15

1 2−1−2−3

Obrázek 1: Graf funkce y = |x − 1| − 2 x |x + 2|.
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Úloha 3.21 (Cvičeńı: Využit́ı aditivity integrálu). Diskutujte využit́ı aditi-
vity integrálu v úloze 3.9.

Úloha 3.22 (Cvičeńı:). Diskutujte využit́ı zobecněné primitivńı funkce a adi-
tivity integrálu v př́ıkladech 3.27 na straně 129 a 3.10 na straně 114 v [HKR].

Řešeńı. Uvažujeme funkci

f(x) =







2 pro x ∈ [−2, 1],

−1 pro x ∈ (1, 3),

1 pro x ∈ [3, 4]

a integrál
∫ 4

−2

f(x) dx.

Pro jeho výpočet máme dvě možnosti, bud’ najdeme zobecněnou primitivńı
funkci na (−2, 4), nebo využijeme aditivitu integrálu a existenci primitivńıch
funkćı na jednotlivých intervalech (−2, 1), (1, 3) a (3, 4).

Druhý př́ıstup bude př́ımočařeǰśı:

∫ 4

−2

f(x) dx =
∫ 1

−2

f(x) dx +
∫ 3

1

f(x) dx +
∫ 4

3

f(x) dx

=
∫ 1

−2

2 dx +
∫ 3

1

−1 dx +
∫ 4

3

1 dx = [2x]1
−2 + [−x]31 + [x]43

= [2 − (−4)] + [−3 − (−1)] + [4 − 3] = 6 − 2 + 1 = 5.

V rámci prvńıho př́ıstupu si zase zopakujeme
”
slepováńı kus̊u grafu do

spojité funkce“. Na jednotlivých intervalech vypadaj́ı primitivńı funkce následovně:

F (x) =







2x + C1 pro x ∈ (−2, 1),

−x + C2 pro x ∈ (1, 3),

x + C3 pro x ∈ (3, 4).

Potřebujeme volit C1, C2 a C3 tak, abyhom mohli F spojitě dodefinovat v 1 a
3. T́ım by nám vyšla spojitá funkce na (−2, 4), která by byla zobecněnou pri-
mitivńı funkćı na (−2, 4) k f , nebot’ by F ′(x) = f(x) všude na (−2, 4) kromě
1 a 3. Předpisy d́ılč́ıch funkćı jsou spojité na R, a tak mı́sto jednostranných
limit v bodech 1 a 3, tedy

lim
x→1−

2x + C1 = lim
x→1+

−x + C2,

lim
x→3−

−x + C2 = lim
x→3+

x + C3,
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můžeme rovnou dosadit:

2 + C1 = −1 + C2,

−3 + C2 = 3 + C3.

Máme soustavu dvou lineárńıch rovnic o třech neznámých, která má ne-
konečně mnoho řešeńı. Stač́ı nám jedno. Voĺıme např́ıklad C1 = 0. z prvńı
rovnice dostaneme C2 = 3 a následně z druhé C3 = −3. Celkově tedy máme
zobecněnou primitivńı funkci

F (x) =







2x pro x ∈ (−2, 1),

−x + 3 pro x ∈ [1, 3],

x − 3 pro x ∈ (3, 4),

jej́ıž graf je na obrázku 2.

2

−2

−4

1 2 3 4−1−2

Obrázek 2: Graf zobecněné primitivńı funkce F (x) z úlohy 3.22.

Nakonec se dostaneme k výpočtu zadaného integrálu:

∫ 4

−2

f(x) dx = [F (x)]4
−2 = lim

x→4−

F (x) − lim
x→−2+

F (x)

= lim
x→4−

(x − 3) − lim
x→−2+

(2x) = (4 − 3) − (−4) = 5.
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