
KMA/MAT2 Přednáška a cvičeńı č. 6,

Funkce dvou proměnných

20. a 21. března 2017

1 Funkce dvou (v́ıce) proměnných

Širš́ı teorii funkćı v́ıce proměnných najdete na adrese
http://homen.vsb.cz/˜kre40/esfmat2/fceviceprom.html.

Podstatné části zaměřené na funkce dvou proměnných uvád́ım zde:

Definice 1.1. Necht’ M ⊆ R
2, M 6= ∅. Funkćı dvou proměnných budeme

rozumět každé zobrazeńı
f : M → R.

Množinu M nazýváme definičńım oborem funkce f a znač́ıme D(f).

Poznámka 1.2. 1. Pro funkci dvou proměnných voĺıme značeńı

z = f(x, y).

2. Proměnné x a y nazýváme nezávisle proměnné, z je závisle proměnná.

3. Neńı-li dán definičńı obor, pak se j́ım rozumı́ neǰsirš́ı př́ıpustná množina
v R

2.

Př́ıklad 1.3. Určete definičńı obor funkce z = x2 + y2.

Řešeńı. Funkce (jej́ı předpis) neklade žádná omezeńı na x a y, a tak je

D(f) = R
2 = {(x, y); x ∈ R, y ∈ R} ,

tedy všechny uspořádané dvojice reálných č́ısel, resp. celá rovina xy.

Daľśı úlohy na určeńı definičńıho oboru funkce dvou proměnných najdete
na

homen.vsb.cz/˜kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_4_1.pdf.
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Parciálńı derivace

Funkce
z = f(x, y)

má dvě proměnné. Chceme-li na ni uplatnit definici derivace funkce jedné
proměnné, můžeme ji derivovat jen podle jedné proměnné a druhou fixovat
(v takovém př́ıpadě považujeme druhou proměnnou za konstantu).

Definice 1.4. Řı́káme, že funkce z = f(x, y) má v bodě A = [x0, y0] ∈ R
2

parciálńı derivaci podle x, jestlǐze existuje (vlastńı) limita

lim
h→0

f(x0 + h, y0) − f(x0, y0)

h
.

Podobně ř́ıkáme, že funkce z = f(x, y) má v bodě A = [x0, y0] ∈ R
2 parciálńı

derivaci podle y, jestlǐze existuje (vlastńı) limita

lim
h→0

f(x0, y0 + h) − f(x0, y0)

h
.

1. Obvyklé značeńı pro parciálńı derivaci funkce f podle x (podle y) v
bodě A = [x0, y0]:

∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂x
(A), f ′

x(x0, y0)





∂f

∂y
(x0, y0),

∂f

∂y
(A), f ′

y(x0, y0)



.

2. Parciálńı derivace

∂f

∂x
(x, y) a

∂f

∂y
(x, y)

jsou opět funkce proměnných x a y, s definičńımi obory

D

(

∂f

∂x

)

⊆ D(f), D

(

∂f

∂y

)

⊆ D(f).

3. Při výpočtu parciálńıch derivaćı použ́ıváme stejná pravidla jako u oby-
čejných derivaćı (derivace součtu, součinu, . . . ).
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Parciálńı derivace druhého řádu

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(

∂f

∂x

)

,
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(

∂f

∂y

)

,

• Smı́̌sené parciálńı derivace druhého řádu:

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(

∂f

∂y

)

,
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(

∂f

∂x

)

.

Záměnnost smı́̌sených parciálńıch derivaćı:

Věta 1.5. Jsou-li smı́̌sené parciálńı derivace

∂2f

∂x∂y
a

∂2f

∂y∂x

spojité v bodě A = [x0, y0], pak jsou si v tomto bodě rovny:

∂2f

∂x∂y
(A) =

∂2f

∂y∂x
(A).

Př́ıklad 1.6. Určete parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu funkce

f(x, y) = 3x4 − 2xy + xy2 + y6.

Řešeńı: Nejprve urč́ıme definičńı obor funkce f . Zřejmě

D(f) = R
2.

Parciálńı derivace prvńıho řádu:

∂f

∂x
(x, y) =

∂

∂x
(3x4 − 2xy + xy2 + y6) = 12x3 − 2y + y2 + 0;

∂f

∂y
(x, y) =

∂

∂y
(3x4 − 2xy + xy2 + y6) = 0 − 2x + 2xy + 6y5.

Parciálńı derivace druhého řádu:

∂2f

∂x2
(x, y) =

∂

∂x

(

∂f

∂x
(x, y)

)

=
∂

∂x
(12x3 − 2y + y2) = 36x2;

∂2f

∂y2
(x, y) =

∂

∂y

(

∂f

∂y
(x, y)

)

=
∂

∂y
(−2x + 2xy + 6y5) = 2x + 30y4;
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∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂

∂x

(

∂f

∂y
(x, y)

)

=
∂

∂x
(−2x + 2xy + 6y5) = −2 + 2y;

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂

∂y

(

∂f

∂x
(x, y)

)

=
∂

∂y
(12x3 − 2y + y2) = −2 + 2y.

Definičńı obory:

D

(

∂f

∂x

)

= D

(

∂f

∂y

)

= D

(

∂2f

∂x2

)

= D

(

∂2f

∂y2

)

= D

(

∂2f

∂x∂y

)

= D

(

∂2f

∂y∂x

)

= R
2.

• Řadu daľśıch úloh najdete na

homen.vsb.cz/˜kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_1.pdf.

Lokálńı extrémy funkćı dvou proměnných

Nejprve si lokálńı extrém funkce dvou proměnných definujeme:

Definice 1.7 (lokálńı extrémy). Řekneme, že funkce

f : R2 ⊇ D(f) → R

nabývá v bodě A ∈ D(f) lokálńıho maxima, jestlǐze existuje okoĺı

O(A) ⊆ D(f)

bodu A takové, že

pro všechna X ∈ O(A) plat́ı f(X) ≤ f(A).

Řekneme, že funkce
f : R2 ⊇ D(f) → R

nabývá v bodě A ∈ D(f) lokálńıho minima, jestlǐze existuje okoĺı

O(A) ⊆ D(f)

bodu A takové, že

pro všechna X ∈ O(A) plat́ı f(X) ≥ f(A).
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Definice 1.8 (stacionárńı bod). Řekneme, že bod A ∈ R
2 je stacionárńım

bodem funkce f : R2 ⊇ D(f) → R, jestlǐze v něm jsou obě parciálńı derivace
prvńıho řádu funkce f nulové, tedy

∂f

∂x
(A) = 0 ∧

∂f

∂y
(A) = 0.

Podobně jako u funkce jedné proměnné plat́ı:

Věta 1.9. Necht’ f : R2 ⊇ D(f) → R má v A lokálńı extrém a necht’ f má
v A obě parciálńı derivace.

Pak nutně A je stacionárńım bodem f .

• Tato věta nevylučuje možnost, že lokálńı extrém nastane v bodě který
neńı stacionárńım, ale nesmı́ v něm alespoň jedna parciálńı derivace
existovat (pokud ale nějaká existuje, muśı být nulová).

Určováńı lokálńıch extrémů funkce dvou proměnných

• Označme:

D1(x, y) =
∂2f

∂x2
(x, y), D2(x, y) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂y∂x
(x, y)

∂2f

∂y2
(x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

hlavńı determinanty matice parciálńıch derivaćı druhého řádu.

Postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci ostrého lokálńıho extrému funkce f

ve stacionárńım bodě A:

Věta 1.10. Necht’ funkce f : R2 ⊇ D(f) → R je na okoĺı bodu A = [x0, y0]
dvakrát spojitě diferencovatelná. Necht’ bod A je jej́ı stacionárńı bod.

1) Jestlǐze

D2(A) =
∂2f

∂x2
(A)

∂2f

∂y2
(A) −

(

∂2f

∂x∂y
(A)

)2

> 0,

pak má funkce f v bodě A ostrý lokálńı extrém.

Je-li nav́ıc

D1(A) =
∂2f

∂x2
(A) > 0,
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jedná se o ostré lokálńı minimum, je-li

D1(A) =
∂2f

∂x2
(A) < 0,

jedná se o ostré lokálńı maximum.

• Je-li D2(A) < 0, potom funkce f v A lokálńı extrém nemá.

• V př́ıpadě D2(A) = 0 nelze takto o existenci lokálńıho extrému rozhod-
nout.

Př́ıklad 1.11. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + y2.

Řešeńı: 1. Definičńı obor: funkce je definována na celé rovině xy, tedy
D(f) = R

2.

2. Parciálńı derivace prvńıho řádu:

∂f

∂x
(x, y) = 2x;

∂f

∂y
(x, y) = 2y.

Obě parciálńı derivace jsou definovány a spojité na celé rovině xy.

3. Stacionárńı body:

2x = 0 ∧ 2y = 0 =⇒ A = [0, 0].

4. Parciálńı derivace druhého řádu:

∂2f

∂x2
(x, y) = 2;

∂2f

∂y2
(x, y) = 2;

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂2f

∂y∂x
(x, y) = 0.

Všechny parciálńı derivace druhého řádu jsou definovány a spojité na
celé rovině xy.

6



5. Hlavńı determinanty:

D1(x, y) =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2, D2(x, y) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂y∂x
(x, y)

∂2f

∂y2
(x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0

0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

6. Hodnota hlavńıch determinant̊u ve stacionárńım bodě A = [0, 0]:

D1(0, 0) = 2 > 0, D2(0, 0) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0

0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 · 2 − 0 · 0 = 4 > 0.

7. Vyhodnoceńı:
D2(A) > 0 ∧ D1(A) > 0,

a tak má funkce f v bodě A = [0, 0] ostré lokálńı minimum o hodnotě
f(A) = f(0, 0) = 02 + 02 = 0.

8. Daľśı lokálńı extrémy (mimo stacionárńı body): Vzhledem k tomu, že
obě parciálńı derivace existuj́ı v celé rovině, mohou lokálńı extrémy
nastat pouze ve stacionárńıch bodech, a tak funkce f žádný daľśı lokálńı
extrém nemá.

Obrázek 1: Graf funkce f(x, y) = x2 + y2 v okoĺı bodu [0, 0], kde má tato
funkce lokálńı minimum 0.

Př́ıklad 1.12. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 − y2.
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Řešeńı: 1. Definičńı obor: funkce je definována na celé rovině xy, tedy
D(f) = R

2.

2. Parciálńı derivace prvńıho řádu:

∂f

∂x
(x, y) = 2x;

∂f

∂y
(x, y) = −2y.

Obě parciálńı derivace jsou definovány a spojité na celé rovině xy, takže
lokálńı extrémy mohou nastat pouze ve stacionárńıch bodech funkce f .

3. Stacionárńı body:

2x = 0 ∧ −2y = 0 =⇒ A = [0, 0].

4. Parciálńı derivace druhého řádu:

∂2f

∂x2
(x, y) = 2;

∂2f

∂y2
(x, y) = −2;

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂2f

∂y∂x
(x, y) = 0.

Všechny parciálńı derivace druhého řádu jsou definovány a spojité na
celé rovině xy.

5. Hlavńı determinanty:

D1(x, y) =
∂2f

∂x2
(x, y) = 2, D2(x, y) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2
(x, y)

∂2f

∂x∂y
(x, y)

∂2f

∂y∂x
(x, y)

∂2f

∂y2
(x, y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0

0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

6. Hodnota hlavńıch determinant̊u ve stacionárńım bodě A = [0, 0]:

D1(0, 0) = 2 > 0, D2(0, 0) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 0

0 −2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2 · (−2) − 0 · 0 = −4 < 0.
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Obrázek 2: Graf funkce f(x, y) = x2 − y2 v okoĺı bodu [0, 0], kde tato funkce
lokálńı extrém nemá. Plocha má tvar sedla (v jednom směru lokálńı maxi-
mum, ve druhém lokálńı minimum).

7. Vyhodnoceńı:
D2(A) < 0,

a tak funkce f v bodě A = [0, 0] lokálńı extrém nemá.

Skutečně, f(0, 0) = 0 a v libovolném okoĺı bodu A = [0, 0] má funkce
f jak záporné (x = 0 ∧ y 6= 0), tak i kladné hodnoty (y = 0 ∧ x 6= 0).

Př́ıklad 1.13. Určete lokálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + 6 |y| .

Řešeńı: 1. Definičńı obor: funkce je definována na celé rovině xy, tedy
D(f) = R

2.

2. Parciálńı derivace prvńıho řádu:

∂f

∂x
(x, y) = 2x;

∂f

∂y
(x, y) =























−6, pro y < 0,

neexistuje pro y = 0,

6, pro y > 0.
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Parciálńı derivace podle x je definována a spojitá na celé rovině xy,
zat́ımco parciálńı derivace podle y neexistuje na př́ımce y = 0 (mimo
tuto př́ımku je v celé rovině definována a spojitá).

Hledáńı lokálńıch extrémů budeme tedy provádět r̊uzně ve dvou oblas-
tech, na př́ımce y = 0 a mimo ni.

(a) Mimo př́ımku y = 0 obě parciálńı derivace existuj́ı, tud́ıž zde
může nastat lokálńı extrém pouze ve stacionárńım bodě. Vzhle-
dem k tomu, že parciálńı derivace podle y je zde vždy nenulová
(nabývá hodnot ±6), žádný stacionárńı bod zde neexistuje, a tak
ani lokálńı extrém.

(b) Na př́ımce y = 0 neexistuje parciálńı derivace podle y, a tak lokálńı
extrémy na ńı nemůžeme vyšetřovat standardně podle naš́ı věty.
Při analýze chováńı funkce f na př́ımce y = 0 (a v jej́ım okoĺı)
budeme postupovat následovně:

i. Nejprve si uvědomı́me, že funkce f je spojitá v celé rovině xy.

ii. Když je v daném bodě parciálńı derivace podle x nenulová,
znamená to, že funkčńı hodnoty ve směru osy x v daném bodě
rostou nebo klesaj́ı, a tak zde nemůže být lokálńı extrém.
Když tedy existuje parciálńı derivace podle x, muśı být v
lokálńım extrému nulová. Na př́ımce y = 0 je parciálńı deri-
vace podle x nulová pouze v bodě A = [0, 0]. Jediným kan-
didátem na lokálńı extrém je tedy tento bod.

iii. Vzhledem k tomu, že

f(0, 0) = 02+6 |0| = 0 a f(x, y) > 0 pro (x, y) 6= (0, 0),

tak rychle zjǐst’ujeme, že v bodě [0, 0] nabývá funkce f svého
lokálńıho minima 0.

• Řadu př́ıklad̊u (řešených i neřešených s výsledky) najdete na adrese:

homen.vsb.cz/˜kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_6_1.pdf.

1.0.1 Několik př́ıklad̊u
”

na lokálńı extrémy“

Najděte lokálńı extrémy funkćı:
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Obrázek 3: Graf funkce f(x, y) = x2 +6 |y| v okoĺı bodu [0, 0], kde tato funkce
má lokálńı minimum 0. Na př́ımce y = 0 pro funkci f neexistuje jej́ı parciálńı
derivace podle proměnné y (ostrý hřbet plochy).

1. f(x, y) = 3xy − x2y − xy2

[

LMax v (1, 1)
]

2. f(x, y) = e
x

2 (x + y2)
[

LMin v (−2, 0)
]

3. f(x, y) =
√

x2 + y2

[

LMin v (0, 0)
]

4. f(x, y) = x2 + xy + y2 − 6x − 9y

[

LMin v (1, 4)
]

5. f(x, y) = 3 ln
x

6
+ 2 ln y + ln(12 − x − y)

[

LMax v (6, 4)
]

6. f(x, y) = x3 + 3xy2 − 15x − 12y

[

LMax v (−2, −1), LMin v (2, 1)
]

7. f(x, y) = 2y3 + x2y + x2 + 5y2

[

LMin v (0, 0) a LMax v
(

0, −5

3

)

]
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