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1 Interpolačńı polynom

Často je potřeba složitou funkci nahradit funkćı jednodušš́ı, nebo naopak k
daným bod̊um určit jednoduchou funkci, jej́ıž graf těmito body procháźı.

V obou př́ıpadech vycháźıme ze zadaných uzl̊u x0, x1, . . . , xn a funkčńıch
hodnot v těchto uzlech f0, f1, . . . , fn, kde n ∈ N. Zpravidla tedy dostaneme
k dispozici tabulku následuj́ıćıho tvaru:

i 0 1 2 · · · n

xi x0 x1 x2 · · · xn

fi f0 f1 f2 · · · fn

,

konkrétně např́ıklad
i 0 1 2
xi −3 −1 1
fi 1 −1 2

Interpolačńı úloha

je o tom, že hledáme polynom stupně nejvýše n,

pn(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + · · · + anxn, (1)

jehož graf zadanými body procháźı, tud́ıž plat́ı, že funkčńı hodnoty polynomu
pn se v uzlech rovnaj́ı zadaným funkčńım hodnotám:

pn(x0) = f0, pn(x1) = f1, pn(x2) = f2, · · · pn(xn) = fn. (2)

Interpolovat lze i pomoćı daľśıch funkćı, ale využit́ı polynomů se ukazuje
nejjednodušš́ı. Polynomy se dále dobře derivuj́ı a integruj́ı. Proto se zaměř́ıme
jen na ně.
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Z (2) dostaneme po dosazeńı za pn z (1) soustavu n + 1 lineárńıch rovnic
pro n + 1 neznámých koeficient̊u a0, a1, a2, . . . , an:

a0 + a1x0 + a2x
2

0
+ · · · + anxn

0
= f0

a0 + a1x1 + a2x
2

1
+ · · · + anxn

1
= f1

a0 + a1x2 + a2x
2

2
+ · · · + anxn

2
= f2

...
a0 + a1xn + a2x

2

n + · · · + anxn
n = fn

. (3)

Rozš́ı̌rená matice této soustavy má tvar
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Dá se ukázat, že matice soustavy má plnou hodnost, a tak existuje jediné
řešeńı a0, a1, a2, . . . , an, tedy jediný polynom pn(x) (stupně nejvýše n), který
danou soustavu rovnic splňuje. Koeficienty a0, . . . , an mohou být i nulové,
a tak výsledný polynom skutečně nemuśı být př́ımo stupně n, ale i nižš́ıho.
Proto hovoř́ıme o polynomu stupně nejvýše n a ne o polynomu stupně n. Na
druhou stranu nemůže být vyšš́ıho stupně, nebot’ mocniny vyšš́ı než n v něm
nepředpokládáme.

Zmı́něné podstatné informace si shrneme do následuj́ıćı věty:

Věta 1.1. Necht’ jsou dány vzájemně r̊uzné uzly xi a funkčńı hodnoty fi v
těchto uzlech, i = 0, 1, . . . , n. Potom existuje právě jeden interpolačńı poly-
nom stupně nejvýše n. Jeho koeficienty źıskáme jako řešeńı soustavy (3).

Př́ıklad 1.2. Pro uzly xi a funkčńı hodnoty fi dané tabulkou

i 0 1 2
xi −3 −1 1
fi 1 −1 2

sestavte interpolačńı polynom.

Řešeńı. Podle věty 1.1 existuje právě jeden polynom stupně nejvýše 2,

p(x) = a0 + a1x + a2x
2,
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který interpoluje daná data. Jeho koeficienty źıskáme jako jediné řešeńı sou-
stavy

p(−3) = 1 =⇒ a0 − 3a1 + 9a2 = 1,

p(−1) = −1 =⇒ a0 − a1 + a2 = −1,

p(1) = 2 =⇒ a0 + a1 + a2 = 2.

V maticovém tvaru:
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Obrázek 1: Ilustrace k úloze 1.2.

1.1 Lagrange̊uv tvar interpolačńıho polynomu

Interpolačńı polynom stupně nejvýše n sice existuje právě jeden, ale můžeme
jej źıskat či zapsat v r̊uzných tvarech, z r̊uzných d̊uvod̊u. Jako ukázku si
předvedeme tzv. Lagrange̊uv tvar, při jehož hledáńı se obejdeme bez řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic.

Jak na to? Interpolačńı polynom budeme hledat ve tvaru

pn(x) = f0ϕ0(x) + f1ϕ1(x) + · · · + fnϕn(x). (4)
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Požadované rovnosti pn(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n budou splněny pro

ϕi(xj) =







1 pro i = j,

0 pro i 6= j.

Tomu vyhovuj́ı následuj́ıćı funkce:

ϕ0(x) =
(x − x1)(x − x2)(x − x3) · · · (x − xn−1)(x − xn)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3) · · · (x0 − xn−1)(x0 − xn)
,

ϕ1(x) =
(x − x0)(x − x2)(x − x3) · · · (x − xn−1)(x − xn)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xn−1)(x1 − xn)
,

ϕ2(x) =
(x − x0)(x − x1)(x − x3) · · · (x − xn−1)(x − xn)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3) · · · (x2 − xn−1)(x2 − xn)
,

...

ϕn−1(x) =
(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−2)(x − xn)

(xn−1 − x0)(xn−1 − x1) · · · (xn−1 − xn−2)(xn−1 − xn)
,

ϕn(x) =
(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−2)(x − xn−1)

(xn − x0)(xn − x1) · · · (xn − xn−2)(xn − xn−1)
,

Př́ıklad 1.3. Pro uzly xi a funkčńı hodnoty fi dané tabulkou

i 0 1 2
xi −3 −1 1
fi 1 −1 2

sestavte interpolačńı polynom v Lagrangeově tvaru.

Řešeńı. Interpolačńı polynom v Lagrangeově tvaru je dán předpisem

p2(x) = f0ϕ0(x) + f1ϕ1(x) + f2ϕ2(x),

kde ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x) jsou polynomy Lagrangeovy báze dané úlohy:

ϕ0 =
(x + 1)(x − 1)

(−3 + 1)(−3 − 1)
=

1

8
(x + 1)(x − 1),

ϕ1 =
(x + 3)(x − 1)

(−1 + 3)(−1 − 1)
= −

1

4
(x + 3)(x − 1),

ϕ2 =
(x + 3)(x + 1)

(1 + 3)(1 + 1)
=

1

8
(x + 3)(x + 1).
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Celkově tedy

p2(x) =
1

8
(x + 1)(x − 1) +

1

4
(x + 3)(x − 1) +

1

4
(x + 3)(x + 1).

Úloha 1.4. Pro uzly xi a funkčńı hodnoty fi dané tabulkou

i 0 1 2
xi 1 2 3
fi 2 1 3

sestavte interpolačńı polynom: a) v základńım tvaru, b) v Lagrangeově tvaru.
[

p2(x) = 3

2
x2 − 11

2
x + 6

]

Úloha 1.5. Pro uzly xi a funkčńı hodnoty fi dané tabulkou

i 0 1 2 3
xi −4 −2 −1 0
fi 0 0 1 0

sestavte interpolačńı polynom: a) v základńım tvaru, b) v Lagrangeově tvaru.
[

p3(x) = −1

3
x3 − 2x2 − 8

3
x

]
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