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1 Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

Hledáme funkci ϕ, pro niž je

ϕ(xi) ≈ fi, i = 0, 1, . . . , n,

kde přibližná rovnost
”
≈“ je určena tak, aby součet druhých mocnin (čtverc̊u)

odchylek mezi předepsanými hodnotami fi a hodnotami ϕ(xi) byl minimálńı.
Necht’ je předepsán systém daných funkćı ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm. Uvažujeme všechny

funkce ϕ v následuj́ıćım tvaru:

ϕ(x) := c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + · · · + cmϕm(x) =
m
∑

j=1

cjϕj(x),

kde koeficienty c1, . . . , cm jsou libovolná reálná č́ısla. Např́ıklad ϕ(x) := c1 +
c2x nebo ϕ(x) := c1 sin(x) + c2 cos(x).

Funkci ϕ∗, která má minimálńı součet druhých mocnin (čtverc̊u) odchylek
mezi předepsanými hodnotami fi a hodnotami ϕ(xi), tedy

n
∑

i=0

(ϕ∗(xi) − fi)
2

≤

n
∑

i=0

(ϕ(xi) − fi)
2, pro všechna ϕ,

nazýváme aproximaćı podle metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Jej́ı koeficienty c∗

1
, c∗

2
, . . . , c∗

m

urč́ıme jako minimum funkce

Ψ(c1, . . . , cm) :=
n
∑

i=0





m
∑

j=1

cjϕj(xi) − fi





2

,

které vyhovuje rovnićım

∂Ψ

∂ck

(c∗

1
, . . . , c∗

m) = 0, k = 1, . . . , m. (1)

1



Po dosazeńı parciálńıch derivaćı

∂Ψ

∂ck

= 2
n
∑

i=0





m
∑

j=1

cjϕj(xi) − fi



ϕk(xi)

do (1) dostaneme soustavu m lineármı́ch rovnic o m neznámých c∗

1
, . . . , c∗

m:

2
n
∑

i=0





m
∑

j=1

c∗

jϕj(xi) − fi



ϕk(xi) = 0, k = 1, . . . , m.

Po jednoduché úpravě:

m
∑

j=1

(

n
∑

i=0

ϕj(xi)ϕk(xi)

)

c∗

j =
n
∑

i=0

fiϕk(xi), k = 1, . . . , m. (2)

Soustava (2) se nazývá soustava normálńıch rovnic.

Př́ıklad 1.1. Napǐste normálńı soustavu lineárńıch rovnic odpov́ıdaj́ıćı systému

funkćı

ϕ1(x) = e−x, ϕ2(x) = sin x.

Aproximujte data

i 0 1 2 3
xi −2 −1 1 2
fi 10 4 6 3

.

Řešeńı. Funkce ϕj jsou dvě, tedy m = 2. Uzly xi jsou čtyři, tedy n = 3.
Soustava normálńıch rovnic:

2
∑

j=1

(

3
∑

i=0

ϕj(xi)ϕk(xi)

)

c∗

j =
3
∑

i=0

fiϕk(xi), k = 1, . . . , 2.

Rozeṕı̌seme pro k = 1 a k = 2

2
∑

j=1

(

3
∑

i=0

ϕj(xi)ϕ1(xi)

)

c∗

j =
3
∑

i=0

fiϕ1(xi),

2
∑

j=1

(

3
∑

i=0

ϕj(xi)ϕ2(xi)

)

c∗

j =
3
∑

i=0

fiϕ2(xi).

Na levých stranách rozeṕı̌seme pro j = 1 a j = 2. T́ım bude zřejměǰśı, že jde
soustavu dvou rovnic o dvou neznámých c∗

1
a c∗

2
:

(

3
∑

i=0

ϕ1(xi)ϕ1(xi)

)

c∗

1
+

(

3
∑

i=0

ϕ2(xi)ϕ1(xi)

)

c∗

2
=

3
∑

i=0

fiϕ1(xi),

2



(

3
∑

i=0

ϕ1(xi)ϕ2(xi)

)

c∗

1
+

(

3
∑

i=0

ϕ2(xi)ϕ2(xi)

)

c∗

2
=

3
∑

i=0

fiϕ2(xi).

Ještě dosad́ıme ze zadáńı ϕ1(x) = e−x a ϕ2(x) = sin x:
(

3
∑

i=0

e−xi e−xi

)

c∗

1
+

(

3
∑

i=0

(sin xi) e−xi

)

c∗

2
=

3
∑

i=0

fi e−xi ,

(

3
∑

i=0

e−xi(sin xi)

)

c∗

1
+

(

3
∑

i=0

(sin xi)(sin xi)

)

c∗

2
=

3
∑

i=0

fi(sin xi).

Po drobné úpravě (druhé mocniny) dostáváme normálńı soustavu s oddělenými
jednotlivými koeficienty:

(

3
∑

i=0

(

e−xi

)

2

)

c∗

1
+

(

3
∑

i=0

(sin xi) e−xi

)

c∗

2
=

3
∑

i=0

fi e−xi ,

(

3
∑

i=0

e−xi(sin xi)

)

c∗

1
+

(

3
∑

i=0

(sin xi)
2

)

c∗

2
=

3
∑

i=0

fi(sin xi).

T́ım je úloha splněna.

Pro př́ıpadné daľśı řešeńı této normálńı soustavy je potřeba vypoč́ıst jed-
notlivé koeficienty, tedy:

3
∑

i=0

(

e−xi

)

2

=
(

e−x0

)

2

+
(

e−x1

)

2

+
(

e−x2

)

2

+
(

e−x3

)

2

=
(

e2
)

2

+
(

e1
)

2

+
(

e−1
)

2

+
(

e−2
)

2

=̇62,14.

Podobně daľśı tři koeficienty na levé straně:

3
∑

i=0

(sin xi) e−xi =
3
∑

i=0

e−xi(sin xi)=̇8,57,
3
∑

i=0

(sin xi)
2=̇3,07.

Zbývaj́ı dvě pravé strany:

3
∑

i=0

fi e−xi =̇87,38,
3
∑

i=0

fi(sin xi)=̇ − 4,68.

Po dosazeńı již dostaneme soustavu

62,14c∗

1
+ 8,57c∗

2
= 87,38,

8,57c∗

1
+ 3,07c∗

2
= −4,68.

Po jej́ım vyřešeńı dostáváme aproximačńı funkci

ϕ(x) = c∗

1
e−x +c∗

2
sin x ≈ 1,95 e−x +3,91 sin x.
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