Matematika 2

Geometricka interpretace urcitého integralu.
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Vzorce pro obsah a délku

Obsah Délka kfivky

Explicitn /bf(x) i /b o
/jydx /j?/f(t)w’(t)dt‘ /j\/mdt

Parametricky
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Plocha rovinnych obrazcl

Uloha

Grafy funkci f a g vymezily v roviné jistou konecnou plochu. Vypoctéte
obsah této plochy, jestlize:

f(x) = 4x3 +4x% —80x, g(x) = —2x3 — 2x2 + 40x.
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Plocha rovinnych obrazcl

Nejprve musime zjistit, zda se grafy obou funkci viibec protnou, a
jakym zplsobem:

PriseCiky: f(x) =g(X) = X3 =-5, % =0, x3=4.
Situaci si ilustrujeme na néasledujicim obrazku:

200
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Plocha rovinnych obrazcl

Ze znalosti vzajemné velikosti f(x) a g(x) na intervalech (-5, 0)
(0,4) dostaneme plochy oblasti A a B:

P =Pa+Pg= /_i(f(x) ~g(x)) dx +/04(g<x> ~(x)) dx,

pokud bychom neznali jejich usporadani, staci vzit:

P pA+PB_‘/ )ex| + /04(f<x>—g<x>)dx

nebo dokonce .
= / fx) -
-5

Pro kone¢ny vypocet pouZijeme prostfedni vztah.

i
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Plocha rovinnych obrazcl

/(f(x) - g(x)) dx = /((4x3 +4x2 — 80x) — (—2x3 — 2x? +40x)> dx

- /<6x3 +6x2 —120x) ) dx = x4 4 2x° — 60x2 1 C.

2
P = /Z(f(x)—g(x))dx +

_ /04(f(x) —g(x)) dx

3 0 3 4
= [—x“ +2x°3 — GOXZ] + [—x"’ +2x3 — GOXZ]
2 -5 2 0
1625 2521
= |70 4 |-448| = T2,
2 ‘ + | 2
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Plocha rovinnych obrazcl

Uloha

Grafy funkci f a g vymezily v roviné jistou konecnou plochu. Vypoctéte
obsah této plochy, jestlize:

f(x) = 3x* 4+ 6x3 — 189x?, g(x) = —x* —2x3 + 63x2.
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Plocha rovinnych obrazcl

Nejprve musime zjistit, zda se grafy obou funkci viibec protnou, a
jakym zplisobem:

PriseCiky: f(x)=g(X) = Xx1=-9, X2=x3=0,x4=7.
Situaci si ilustrujeme na nasledujicim obrazku:

\
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Plocha rovinnych obrazcl

Nebudeme hledat usporadani funkci na intervalech (-9, 0) a (0, 7),
a pfimo vezmeme:

+
-9

P:PA+PB=‘/O(f(X)—9(X)>dX

/07<f(x) - g(x)) dx|.

/(f(x)—g(x)) dx = /((3x4+6x3—189x2) — (—x4—2x3+63x2)> dx

4
= /(4x4 +8x% —252x%) ) dx = £x° + 2x* —84x? +-C.
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Plocha rovinnych obrazct

0
= [§‘_‘rx5 +2x4 — 84x2] +
-5

25

E’xs +2x% — 84x2]

5 5 5
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Délka oblouku (kfivky)

b b
S:/ ds:/ \/ 1+ f/(x)% dx
a a

Uloha

UrCete délku Usecky leZici na pfimce |y = 2x, pro x € (0; 3).

Reseni.
b 3 3
s:/ \/1+f’(x)2dx:/ \/1+22dx:/ V1 + 4dx
a 0 0
3
x=0
DJ
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Délka oblouku (kfivky)

Uloha
5 ) _ x = acos’t, -
UrCete délku oblouku asteroidy _ te <O, —>.
y = asin’t, 2
x’ = —3acos’tsint,
x’ = —3acos?tsint,
x?1+y? = 9a? (cos“tsinzt + sin*t cos? t) = 9a?sin?t cos? t(sin’t +
= 9a’sin’tcos’t.
7'('/2 1 7'('/2 3
s = / 3asintcostdt = 3a [— sinzt] = Ca.
0 2 . 2
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Délka oblouku (kfivky)

(Funkce sint i cost jsou na intervalu (O, §> nezaporné, takze po
odmocnéni neni tfeba psat absolutni hodnotu.)

Délka oblouku asteroidy je s = ga.

(Celkova délka asteroidy je tedy 4s = 6a.)
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Objem télesa

Pomoci Riemannova integralu funkce jedné proménné Ize pocitat
objemy ve dvou pfipadech.

a) Teéleso leZi mezi rovinami x = a, x = b a zname funkci P (x), jejiz
hodnoty znamenaji obsah fezu télesa rovinou kolmou k ose x.
Element objemu je

AV =P(x)-Ax, t. dV =P(x)- dx,
a objem télesa je
b
V:/ P(x) dx.
a

b) Rotacni téleso, kde osou rotace je osa x a které vznikne rotaci
kfivoCarého lichobéZniku ohraniCeného grafem funkce f na
intervalu (a, b). Zde je fezem kruh o obsahu =[f(x)]? a plati

v :w/ab[f(x)rdx:w/abyzdx.
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Objem télesa

Uloha

Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce y = |x| kolem
osy x naintervalu (—1,1).

Vyjdeme ze vzorce pro objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce f
kolem osy x:

b 2 1 1 X3 2
VZT['/ [f(x)] dXZT['/ x[? dx:27r/ x2dx = 27 [—] =23
a -1 0 3 0 3

y =X

y
ok
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Objem télesa

Uloha

Vypoctéte objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce y = sin 3 kolem
osy x na intervalu (0, 7).

Redeni.

T 1 — . 1 .
V:w/ smzidx:w/ ST gy — Tix — sinx]T = =22 [13].
0 0 2 2

2 072

O
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