Matematika 2 — Metody integrace pro funkce
jedné proménné
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Zakladni problém

Primitivni funkce F:

Pro danou f hledame F: F’' =f.
Neurcity integral F + C:

/f (X)+C, (Fx)+C) =F'(x)+C'=F'(x)=1f(x)

K dané funkci f stanovujeme mnoZinu vSech jejich prim tivnich
funkci F,tedy,neurCity integral“ F + C funkce f.
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Dva problémy pfi zjiStovani primitivni funkce k dané
(elementéarni) funkci f:
1) zda pro danou funkci f primitivni funkce vlibec existuje,

2) pokud ano, zda ji Ize vyjadfit koneCnym vzorcem pomoci
elementéarnich funkci.

Exi st ence:

Kazda funkce f spojith naintervalu J ma zde primitivni funkci.
Vyjadfeni primtivni funkce elenmentarnim funkcem :
Jen pro vybrané typy integrovanych funkci.

Napf i kl ad:

/eX2 dx, /Smxdx, /sinx2 dx, dx
X InXx

nejsou funkce elementéarni, tj. nelze je vyjadfit kone¢nym vzorcem
pomoci elementarnich funkci.
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Zakladni vzorce pro integraci elementarnich funkci

@ Ze sady zakl adnich vzorclu pro derivace elementarnich
funkci dost avane ihned odpovidajici vzorce pro stanoveni
primtivnich funkci.

@ Napf. sinx je primitivni k cosx, nebot (sinx)’ = cosx,
@ neurcitym integralem k funkci cosx je mnozZina funkci sinx + C,
kde C je (libovolnd) i nt egratni konst ant a.

/cosxdx =sinx +C,

kde F jejedna z primitivnich funkci k funkci f.

@ | nt egr ace: operace, pfi niz k dané funkci stanovujeme primitivni
funkci nebo neurcity integral.

® Wraz f(x)dx:integrand,
@ Rikame, e danou funkci f i ntegruj ene.
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Funkce: Funkce primitivni: || Funkce: | Funkce primitivni:
meR xm+1 1
xm (m €R, - In x|
m # —1) m-+1
ex eX aX a*/Ilna
COS X sinx sinx — COS X
! tg x ! cotg x
c0S?2 X g sinZ x g
chx shx shx chx
1 1
5 thx - coth x
ch“ x sh® x
1 arctg x ! arcsin x
1+ x? J 1—x2
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Vzorce pro derivaci souctu a rozdilu

Z véty o derivaci souctu (rozdilu) plyne:
@ Je-li F primitivni funkce k funkci f a
@ G primitivni funkce k funkci g,
Pak
@ F+G (F—G) jeprimitivnik f+g (f — Q).

Podobné plati:
@ kF (kde k je konstanta) je primitivni ke kf.
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Integrace uzitim substituci

@ Zakladem jsou dvé véty o substitucich;

1.VoS : funkce(x) =u, 2.VoS: x = funkce(u),

@ v obou pfipadech necht je funkce f(u) definovana na intervalu J
@ funkce ¢ (u = ¢(x)) necht je definovana na intervalu |,
@ kde ¢(I) C J, pficemzZ existuje ¢'.
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1. véta o substituci

Véta (1.véta o substituci)

Je-li F primitivni funkci k funkci f na J, pak sloZzen& funkce F oy je
primitivni funkci k funkci (f o ¢) - ¢' na I.

Dilkaz.

(F o @) (X)) = F(u) - /() = F(u) - ¢/(x) = (F 0 9)(X) - ¢/ (X). 5]
F je primitivn’l k f

/f(( dx—/f U) +C = F(p(x)) + C = (F 0 ) (x)

(F o) je primitivni k (f o) - ¢/
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1. véta o substituci

V prikladech na pouziti 1. véty o substituci ma tedy integrovana funkce

tvar soucinu slozené funkce a derivace vnitfni funkce.

Uloha
Vypoctéte | = [sinx cosx dx.

Reseni.
; 2
_ sinx =u _ _u 1 .5
I_|:COSXdX:dU:|_/Udu_?+c_zsm X+ C.

Zde bylo f(u) =u, ¢(x) =sinx.
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1. véta o substituci

Uloha

Vypoctéte | = /sin3x dx.

Reseni.

Iz/sinzxsinx dx:/(l—coszx)sinx dx =

/sinx dx—/coszxsinx dx = --- .

Prvni z integral je tabulkovy, ve druhém poloZime cosx = u. Ol
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Vybrané typické priklady na pouziti 1. véty o substituci:

| = /sin"‘xcosx dx,

arctg™ x
I=/ g dx,
14 x2

tg x

e

| = dx, ...
cos2x
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1. véta o substituci — linearni substituce

Uloha

Vyreste specialni pfipad integrace slozené funkce, kde vni t ¥ ni
funkce je linearni.

Reseni.
Je-li vnitfni funkce linearni, dostavame z 1. véty o substituci

/f(ax +b)dx = %F(ax +b) +C,
takZe napfiklad

/e2X+3 dx = %eZX” +C, /cosg dx = 3sin % + C.
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1. véta o substituci

Uloha

VyfesSte specialni pfipad integrace sloZzené funkce ve tvaru zlomku,
kde Citatel je derivaci jnenovatele.

Regeni.
Pro f(x) # 0:

/:((:(‘)) dx = In [f(x)| + C,

takze napfiklad

2x —1 2
/tgx dx = —In|cosx| + C, /Xz_x+3dx_ln(x —-x+3)+C.

Ol

v
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2. véta o substituci

Véta (2. véta o substituci)
Necht ¢ #0 na I, ¢()=J.

Je-lifunkce |F  primitivnik foy- /|

Pak funkce |Fo@™! jeprimitivnik f| na J

(kde ¢! je funkce inverznik o).

Dukaz.
Necht

Pak
[(Foe ™))" = [(Fle™ () = F{(t) - [T (x)]' =
=fle®)] ¢'(t) - (1/¢' (1)) = f(x).
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2. véta o substituci

F je primitivnik fop-¢

/f(X) dx = /f(cp(t))go'(t)dt =F(t)+C=F (go_l(X)) +C

- 7/

F oo™t je primitivni k f

Jifi Fiser (KMA, PfF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09 15/31



2. véta o substituci

Uloha

Uzitim 2. véty o substituci pocitejte | = /sin VX dx.

Regeni.

. X =t2 .
I_/S|n\/§dx_[dXZtht]_z/tsmtdt_....

@ Podle 2. véty o substituci se postupuje v mnoha specialnich
pfipadech, napfiklad:
» pfi integraci nékterych iracionalnich funkci nebo
» u goniometrickych a hyperbolickych substituci.
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Metoda per partes

Véta
Necht funkce f, g jsou definovany a maji derivaci na intervalu J.

Jestlize ¥ je funkce primitivnik f'-g na J, pak ® =f.-g -V je
primitivni funkci k funkci f - g’ na J.

Véta o per partes plyne ze vzorce pro derivaci soucinu:

=(Ff.-g-0)=Ff.g+f-g -V =f.g"

Jiny pfistup: Prou=f(x),v=g(x)je (uv) =uv+uv,t.
uv’ = (uv)’ — u'v, takze

/uv’ dx:uv—/u’v dx.
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Metoda per partes — tlohy

Uloha

Vypoctéte | = / X COS X dX.

Regeni.

| | u=Xx v/ = cosx
- | uU=1 v=sinx

= xsinx—/sinx dx

= Xxsinx +cosx + C.

O]

v
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Metoda per partes — tlohy

Uloha

Vypottéte | = /x2 sinx dx.

Reseni.
~ | v/ =sinx v =-cosx
= —x2cosx+2/xcosxdx:...’
a znovu se pouZije metoda per partes, viz pfedchozi pfiklad. Ol
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/x” cos X dx

Typické priklady na metodu per partes:

/x”sinx dx
/x”eX dx

/x”lnx dx
/x” arctgx dx

=] = = E na
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Zvlastni pripady pouziti metody per partes

. , . dx
Rekurentni vzorec pro integral |, = /n, n>2.
(a2 +x2)
. . » 1
Vintegralu I, kde m > 1, poloZime u=-———4,Vv/ =1
(a? +x2?)

a dostaneme

o~ - 2
Im = (aZ +x2)m +2mly — 2ma“lyi1,

odkud vyjadfime Iy, 1. PoloZime-li pak m = n — 1, dostaneme

L 1 X . 2n -3
"7 2(n—1)a2 (a2 + XZ)”*l 2(n— 1)@z "t
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Integrace racionalnich funkci

Zakladni typy racionalnich funkci a jejich integrace:

(1) /x(ﬁ( =In|x —k|+C,

k
Uloha
/ 20X _ oinjx + 3] +C.
X+ 3 |
Uloha
5dx 5
12 §In|3x+2|+C.
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Integrace racionalnich funkci

Zakladni typy racionalnich funkci a jejich integrace:

dx 1 1
@) / x—Kkp -

1—s(x —k)s-1

+C,

kde s #1.
Uloha

/dx 1
(

X+2)3 —2(x+2)

5 +C.

o <D
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Integrace racionalnich funkci
Zakladni typy racionalnich funkci a jejich integrace:

dx
3 —_ |,
®) /x2+pX+q

» kde ve jmenovateli je nerozlozitelny kvadraticky polynom,

» vede po Upraveé jmenovatele na funkci arctg x.

Uloha
/ dx _/ dx _1/ dx
2 - 2 ~ 2 T eaan2
| X +6>:;13 (x+3)2+4 4 15 (2
X
EarcthJrC.
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Integrace racionalnich funkci
Zakladni typy racionalnich funkci a jejich integrace:

dx
@) /(x2+px+q>s ’

» kde ve jmenovateli je nerozlozitelny kvadraticky polynom a s # 1,

» vede na pouziti rekurentniho vzorce.

Uloha

/(x2+6(j<x+13)2:/[(X+3(»j));+4]2:{th? _ Zdz}:

/ dz 1 Z i 1/ dz
(z24+22)2  2.4z2422 2.4 [ z2422

Podle (3) vede tento integral na funkci arctg x a pak se vratime k
plvodni proménné x dosazenim z = x + 3.
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Integrace racionalnich funkci

L P(x)
Racionalni funkce ,
Q(x)

kde P(x), Q(x) jsou polynomy:

@ P¥i jejich integrovani pfevadime racionalni funkci na uvedené

zakladni typy,
@ pricemz vyuzivame poznatkl z algebry.
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Algoritmus integrace racionalnich funkci

(1) Je-li stupen citatele mensi nez stupen jmenovatele, prejdeme na
krok (2). Jinak uzitim déleni upravime funkci na tvar

kde A(x) je polynom, ktery jiz dovedeme integrovat a R(X)
(zbytek déleni) je polynom stupné nizSiho nez Q(x); tedy:
snizime stupeh Citatel e pod stupeh jnenovatel e.

(2) Rozl ozine jmenovatel Q(x) na linearni kofenove
Cinitele a nerozlozitel né kvadrati cké pol ynony.

(3) Provedeme rozkl ad zl onku R(x)/Q(x) na parci al ni
zIl onky.

(4) I ntegruj ene vsechny konponenty rozkladu funkce.
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L R L
Rozklad racionalni funkce ﬂ na parcialni zlomky

Q(x)

Polynom Q(x) lze jednoznacné zapsat ve tvaru

Q(x) =a(x —ry)M - (x —1p)® - (X2 + ugx 4 vp) -+ (X2 + UgX + V),

@ a je koeficient u nejvys3i mocniny polynomu Q,
® ry,....rp jsou rlizna reélna ¢isla — koreny polynomu Q,
» k; je nadsobnost kofenu r; a
@ Xy + pjx + g; jsou kvadratické polynomy bez realnych kofendl

» |; je nasobnost jejich komplexnich kofent
» aproruzna j majityto polynomy rtizné komplexni kofeny.
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R(x)

Rozklad racionalni funkce —— na parcialni zlomky

Q(x)

R(x)
Q(x)

Racionalni funkce

q
|X—|-C‘|
+§:< J 1

2
J X2 + UpX + vj)h

kde koeficienty typu A, B, C jsou realna cisla.
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R(X)

Rozklad racionalni funkce —— na parcialni zlomky
Q(x)

Uloha

. , 3X — , .
Upravte integral /x2 X 13 dx na zéakladni typ (3). J
Reseni.

_ 2 1-1
/ 3x -2 dx - / X + +3 x+i-1+35
X2+x+3 2 X2+x+3
3 2 dx

Jifi Fiser (KMA, PFF UP Olomouc) KMA-MA2AA ZS09 30/31



Uloha

Upravte integral / % dx na zakladni typ (4) a

dvojnasobnym pouZitim rekurentniho vzorce pak na zakladni typ (3).

2x —1+1+ 32
@i = 2 e @

(X2 —x +3)3

SN Sy S
- (x2—-x+3)2 (x2 —x+4+3)3
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