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Definice Riemannova integrálu

Riemannův integrál lze definovat v podstatě dvojı́m způsobem:

užitı́m (Cauchyových) integrálnı́ch součtů nebo

pomocı́ dolnı́ch a hornı́ch integrálů.

Základnı́ podmı́nky

Uvažujeme funkci f omezenou na intervalu 〈a, b〉, kde a < b.

Dělenı́ intervalu (označı́me D) — každá konečná posloupnost
bodů x0, x1, . . . , xn (zvaných dělicı́ ), kde
a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Element dělenı́ ∆i = 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , n,
jeho délka je ∆xi = xi − xi−1.

Norma dělenı́ ν(D) = max ∆xi , stručné označenı́ ν.
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Dolnı́ a hornı́ integrál
Dolnı́ a hornı́ integrálnı́ součet — DEFINICE

Mějme funkci f omezenou na 〈a, b〉 a libovolné dělenı́ D.

Pro x ∈ 〈xi−1, xi〉 definujeme:

mi = inf f (x), Mi = sup f (x)

◮ dolnı́ integrálnı́ součet přı́slušný f a D:

s(f , D) =

n
∑

i=1

mi ∆xi ,

◮ hornı́ integrálnı́ součet přı́slušný f a D:

S(f , D) =

n
∑

i=1

Mi ∆xi .
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Dolnı́ a hornı́ integrál
Dolnı́ a hornı́ integrálnı́ součet — OBRÁZEK

a = x0x1 x2 x3 x4 x5 = b

y = f (x)

x
∆x1 ∆x2 ∆x3 ∆x4 ∆x5

y

m = m1

m2 = M1

M2

M

Obrázek:
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Dolnı́ a hornı́ integrál
Dolnı́ a hornı́ integrálnı́ součet — VLASTNOSTI

(1) ∀D1, D2; s(f , D1) ≤ S(f , D2)

(2) Množina všech dolnı́ch integrálnı́ch součtů je (shora) omezená,
množina všech hornı́ch integrálnı́ch součtů je (zdola) omezená:
Jestliže pro x ∈ 〈a, b〉 označı́me m = inf f (x), M = sup f (x), platı́

m(b − a) ≤ s(f , D) ≤ S(f , D) ≤ M(b − a).

Proto existuje supremum množiny všech dolnı́ch a infimum
množiny všech hornı́ch integrálnı́ch součtů.

Jiřı́ Fišer (KMA, PřF UP Olomouc) KMA–MA2AA ZS09 5 / 22



Dolnı́ a hornı́ integrál
DEFINICE

Definice

Čı́slo
I∗f = sup

D
s(f , D) ( I∗f = inf

D
S(f , D))

nazýváme dolnı́ (hornı́) Riemannův integrál.

Zřejmě platı́ s(f , D) ≤ I∗f ≤ I∗f ≤ S(f , D).
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Dolnı́ a hornı́ integrál
ÚLOHA

Úloha
Najděte dolnı́ i hornı́ integrál Dirichletovy funkce na intervalu 〈0, 1〉.

Řešenı́.
Máme

s(χ, D) =

n
∑

i=1

mi∆xi =

n
∑

i=1

0 · ∆xi = 0, I∗χ = 0,

S(χ, D) =
n

∑

i=1

Mi∆xi =
n

∑

i=1

1 · ∆xi = 1, I∗χ = 1.
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Dolnı́ a hornı́ integrál
Dolnı́ a hornı́ integrálnı́ součet — RIEMANNŮV INTEGRÁL

Definice

Necht’ f je funkce omezená na 〈a, b〉. Řı́káme, že funkce f je na 〈a, b〉
Riemannovsky integrovatelná, f ∈ R (〈a, b〉), právě když

I∗f = I∗f .

Společnou hodnotu If dolnı́ho a hornı́ho integrálu nazveme
Riemannův integrál funkce f na 〈a, b〉 a pı́šeme

If =

∫ b

a
f (x) dx.

— 〈a, b〉 je obor integrace,

— čı́sla a, b dolnı́ resp. hornı́ mez integrace,

— x integračnı́ proměnná.
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Riemannův Integrál
GEOMETRICKÁ INTERPRETACE

Geometrický význam dolnı́ho součtu – obsah
mnohoúhelnı́ku vepsaného do základnı́ho obrazce.

Geometrický význam hornı́ho součtu – obsah
mnohoúhelnı́ku, do nějž je základnı́ obrazec vepsán.

Geometrickým významem Riemannova integrálu – obsah
(mı́ra) základnı́ho obrazce.
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Riemannův Integrál
INTEGROVATELNOST FUNKCÍ — POSTAČUJÍCÍ PODMÍNKY

Dá se dokázat, že do množiny R(〈a, b〉) patřı́ tyto třı́dy funkcı́:

– třı́da všech funkcı́ spojitých na 〈a, b〉,

– třı́da všech funkcı́ spojitých po částech na 〈a, b〉,

– třı́da všech funkcı́ monotónnı́ch a omezených na 〈a, b〉.

V množině R(〈a, b〉) však existujı́ i funkce, které nesplňujı́ žádnou z
uvedených podmı́nek. Jestliže se funkce g lišı́ od funkce f ∈ R(〈a, b〉)
v konečném počtu bodů a nabývá v nich konečných hodnot, pak i
g ∈ R(〈a, b〉) a oba integrály jsou si rovny.
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Riemannův Integrál
NEWTONŮV VZOREC

Věta (Newtonův vzorec)
Necht’ funkce f je integrovatelná na 〈a, b〉 a má tu (zobecněnou)
primitivnı́ funkci F . Pak platı́

∫ b

a
f (x) dx =

[

F (x)
]b

x=a = F (b) − F (a).

Newtonův vzorec je základnı́ metodou výpočtu Riemannova integrálu.
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Riemannův Integrál
Newtonův vzorec — ÚLOHY

Úloha

Vypočtěte I =

∫ π

2

−
π

2

cos x dx.

Řešenı́.

I =
[

sin x
]

π

2
−

π

2
= sin

π

2
− sin

(

−
π

2

)

= 1 − (−1) = 2.
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Riemannův Integrál
Newtonův vzorec — ÚLOHY

Úloha

Vypočtěte I =

∫ e2

e

dx

x ln2 x
.

Řešenı́.

Nejprve určı́me primitivnı́ funkci:
∫

dx

x ln2 x
= (substitucı́) = −

1
ln x

+ C.

Pak I =

[

−
1

ln x

]e2

e
= −

1
2
−

(

1
1

)

=
1
2

.
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
VLASTNOSTI ZÁVISLÉ NA INTEGROVANÉ FUNKCI

Věta (lineárnı́ vlastnosti)

(1) Je-li f ∈ R(〈a, b〉), k ∈ R, pak kf ∈ R(〈a, b〉) a platı́
∫ b

a
kf (x) dx = k

∫ b

a
f (x) dx.

(2) Je-li f , g ∈ R(〈a, b〉), pak (f + g) ∈ R(〈a, b〉) a platı́
∫ b

a

[

f (x) + g(x)
]

dx =

∫ b

a
f (x) dx +

∫ b

a
g(x) dx.

Princip důkazu.
Použijı́ se vlastnosti integrálnı́ch součtů.
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
VLASTNOSTI ZÁVISLÉ NA INTEGROVANÉ FUNKCI

Věta (vlastnosti vyjádřené nerovnostmi)

Necht’ f , g ∈ R(〈a, b〉).

(3) Je-li f (x) ≥ 0 na 〈a, b〉, pak
∫ b

a
f (x) dx ≥ 0.

(4) Je-li f (x) ≤ g(x) na 〈a, b〉, pak
∫ b

a
f (x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx.

(5) |f (x)| ∈ R(〈a, b〉) a platı́

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (x) dx

∣

∣

∣

∣

∣

≤

∫ b

a
|f (x)| dx.

Princip důkazu.
(3) plyne z definice, (4) ze (3) a (5) ze (4), nebot’
−|f (x)| ≤ f (x) ≤ |f (x)|.
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
VLASTNOSTI ZÁVISLÉ NA INTERVALU INTEGROVÁNÍ

Věta (aditivita integrálu)

Necht’ a < c < b. Pak f ∈ R(〈a, b〉), právě když
f ∈ R(〈a, c〉) ∧ f ∈ R(〈c, b〉). Přitom platı́

∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx

∫ b

c
f (x) dx.

Princip důkazu.
Plyne z vlastnostı́ integrálnı́ch součtů, když bod c vezmeme za dělicı́
bod.

Tuto vlastnost lze rozšı́řit na konečný počet bodů
a = c0 < c1 < · · · < cn = b:

∫ b

a
f (x) dx =

n
∑

i=1

∫ ci

ci−1

f (x) dx.
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
Vlastnosti závislé na intervalu integrovánı́ — ÚLOHA

Úloha

Vypočtěte I =

∫ 3

0
|x − 2|dx.

Řešenı́.

I =

∫ 2

0
(2 − x) dx +

∫ 3

2
= · · ·
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
Vlastnosti závislé na intervalu integrovánı́ — ROZŠÍŘENÍ DEFINICE RIEMANNOVA

INTEGRÁLU PRO PŘÍPAD, ŽE a ≥ b:

Pro a = b definujeme
∫ a

a
f (x) dx = 0.

Pro a > b definujeme
∫ b

a
f (x) dx = −

∫ a

b
f (x) dx.

Pak pro libovolné uspořádánı́ bodů a, b, c platı́
∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx, pokud je funkce f integrovatelná

v nejširšı́m intervalu určeném body a, b, c.
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
VÝPOČET URČITÝCH INTEGRÁLŮ

K výpočtu použı́váme zpravidla Newtonova vzorce, tj. najdeme
primitivnı́ funkci a pak použijeme Newtonův vzorec.
Výpočet užitı́m substituce nebo per partes Máme-li při
výpočtu primitivnı́ funkce použı́t substituci, pak můžeme postupovat
tak, že nejprve vypočteme neurčitý integrál a pak se vrátı́me k
určitému, nebo můžeme provést transformaci mezı́.

Věta
Je-li f ∈ R(〈a, b〉), ϕ má spojitou derivaci na 〈α, β〉, přičemž ϕ(α) = a,
ϕ(β) = b, pak platı́

∫ b

a
f (x) dx =

∫ β

α

f
[

ϕ(t)
]

ϕ′(t) dt .
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
Výpočet určitých integrálů — ÚLOHA NA TRANSFORMACI MEZÍ

Úloha

Vypočtěte I =

∫ 1

0

√

1 − x2 dx.

Řešenı́.

I =

[

x = sin t x = 0 ⇒ t = 0
dx = cos t dt x = 1 ⇒ t = π

2

]

=

∫ π

2

0

√

1 − sin2 t cos t dt =

∫ π

2

0
cos2 t dt =

[

1
2

t + sin 2t
]

π

2

t=0
=

π

4
.
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
Výpočet určitých integrálů

Podobně pro per partes platı́

Věta
Jsou-li u′, v ′ spojité na 〈a, b〉, pak

∫ b

a
u(x)v ′(x) dx = [u(x)v(x)]bx=a −

∫ b

a
u′(x)v(x) dx.
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Základnı́ vlastnosti určitého integrálu
Výpočet určitých integrálů — ÚLOHA NA PER PARTES

Úloha

Vypočtěte I =

∫ π

0
x sin x dx.

Řešenı́.

I =

[

u = x u′ = 1
v ′ = sin x v = − cos x

]

= [− cos x]πx=0+

∫ π

0
cos x dx = · · · = π.
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