Matematika 2 — Riemanntyv urcity integral

Jiti FiSer
KMA, P¥F UP Olomouc

ZS09

a
Jifi Figer (KMA, PFF UP Olomouc) KMA—MA2AA - zs09  1/22

=)

12N G4



Definice Riemannova integralu

Riemann(v integral Ize definovat v podstaté dvojim zplisobem:
@ uzitim (Cauchyovych) integral nich souttt nebo
@ ponoci dolnich a hornich integral .

Zakladni podminky
@ UvaZujeme funkci f omezenou na intervalu (a, b), kde a < b.
@ Deéleni intervalu (oznacime D) — kazdé konecné posloupnost

bodl Xg, X1,...,Xn  (zvanych délici), kde
a=Xg <Xy <--<Xp=Dh.
@ Elementdéleni Aj = (Xj_1,X),i=1,...,n,

jeho délkaje  AXj =X — Xj_1.
® Normadéleni (D) =maxAx;, strucné oznaceni v.
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Dolni a horni integral

Dolni a horni integralni sou¢et — DEFINICE

@ Mé&jme funkci f omezenou na (a, b) a libovolné déleni D.
® Pro x € (Xj_1,%;) definujeme:

m; = inff(x), M; =supf(x)
» dol ni integralni soucet pfislusnyf aD:
n
S(f, D) = Zmi AXi,
i=1
» horni integralni soucet pfislusnyf aD:

n
S(f,D) = > M; Ax;.
i=1
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Dolni a horni integral

Dolni a horni integralni souc¢et — OBRAZEK

y
M
M2
m, = M;
m=ms
y =f(x)
B a = XpX1 X2 X3 Xq Xs =b
Obrazek

X
=] = = E na
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Dolni a horni integral

Dolni a horni integralni soucet — VLASTNOSTI

(1) VDy,Dy;  s(f,D1) < S(f,D3)
(2) Mnozina vSech dolnich integralnich souctd je (shora) omezena,

mnoZina v8ech hornich integralnich souctl je (zdola) omezena:
Jestlize pro x € (a,b) oznaime m = inff(x), M = supf(x), plati

m(b —a) <s(f,D) < S(f,D) < M(b — a).

Proto existuje supremum mnoziny vSech dolnich a infimum
mnoziny vSech hornich integralnich soudtd.
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Dolni a horni integral

DEFINICE

Definice

Cislo
l.f =sups(f,D) (I'f= iBfS(f, D))
D

nazyvame dol ni (horni) Ri emannbv integral.

Zfejmé plati s(f, D) < I.f < I*f < S(f,D).
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Dolni a horni integral

ULoHA

Uloha
Najdéte dolni i horni integral Dirichletovy funkce na intervalu (0, 1).

Reseni.
Mame
n n
s(x,D)=> miAxi=>» 0-Ax =0, Lx=0,
i=1 i=1

n n
S(x,D) =Y MiAxi=> 1-Axi=1, I'y=1
i=1 i=1
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Dolni a horni integral

Dolni a horni integralni sou¢et — RIEMANNOV INTEGRAL
Definice

Necht f je funkce omezena na (a, b). Rikame, Ze funkce f je na (a, b)
Ri emannovsky i ntegrovatel na, f € R((a,b)), pravé kdyz

I.f = I"f.

Spole¢nou hodnotu If dolniho a horniho integralu nazveme
Ri emanntiv i ntegral funkce f na(a,b) a piSeme

If = /bf(x)dx.

— (a,b) je obor integrace,

— Cisla a, b dolni resp. horni mez integrace,
— X integracni proménna.
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Riemanntyv Integral
GEOMETRICKA INTERPRETACE

@ Geonetricky vyznam dol ni ho soutt u — obsah
mnohouhelniku vepsaného do zakladniho obrazce.

@ Geonetricky vyznam horniho soutt u - obsah
mnohouhelniku, do néjz je zakladni obrazec vepsan.

@ Geonetrickym vyznamrem R emannova i nt egr al u — obsah
(mira) zakladniho obrazce.
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Riemanntyv Integral

INTEGROVATELNOST FUNKCi — POSTACUJICI PODMINKY

Dé se dok4zat, Ze do mnoziny R((a, b)) patfi tyto tfidy funkci:
— tfida v8ech funkci spojitych na (a, b),
— tfida v8ech funkci spojitych po Castech na (a, b),
— tfida vSech funkci monotonnich a omezenych na (a, b).

V mnoziné R((a, b)) v8ak existuji i funkce, které nespliuji Zaddnou z
uvedenych podminek. Jestlize se funkce g liSi od funkce f € R((a, b))
v kone¢ném poctu bodd a nabyva v nich koneénych hodnot, pak i

g € R((a, b)) a oba integraly jsou si rovny.
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Riemanntyv Integral

NEWTONOV VZOREC

Véta (Newtonlv vzorec)

Necht funkce f je integrovatelna na (a,b) a ma tu (zobecnénou)
primitivni funkci F. Pak plati

/bf(x)dx — [F(x)]°_, = F(b) - F(a).

Newtonllv vzorec je zakladni metodou vypoctu Riemannova integralu.
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Riemann(v Integral

Newtondlv vzorec — ULOHY

Uloha

us

Vypoctéte | = / * cosx dx.

ol

Regeni.

| = [sinxﬁﬂ —sin~ —sin
2

2 (_g

)=1-(-1=2
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Riemanntyv Integral

Newtondlv vzorec — ULOHY

Uloha

dx
xIn?x’

eZ
Vypoctéte | = /
e

Reseni.

x In? x

i | 1151 (1)_1
L Inx], 2 \1) 2

Nejprve uré¢ime primitivni funkci: / dx__ (substituci) = —

1
— +C.

In x

O
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Zakladni vlastnosti urCitého integralu

VLASTNOSTI ZAVISLE NA INTEGROVANE FUNKCI

Véta (linearni vlastnosti)

(1) Je-lif € R((a,b)), k € R, pak kf € R((a,b)) a plati

/kf dX_k/f X) dx.

(2) Je-lif,g € R((a,b)), pak (f +0) € R((a b)) a plati

/b[f(x)+g(x)] dX:/ f(X)dX+/ g(x) dx.

Princip diikazu.
Pouziji se vlastnosti integralnich souét. Ol
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Zakladni vlastnosti urCitého integralu

VLASTNOSTI ZAVISLE NA INTEGROVANE FUNKCI

Véta (vlastnosti vyjadfené nerovnostmi)
Necht' f,g € R((a,b)).

(3) Je-lif(x) > 0na (a,b), pak /bf(x)dx > 0.

b b
(4) Je-lif(x) <g(x)na(a,b), pak/ f(x) dx 5/ g(x) dx.

b
/ f(x)dx
a
Princip diikazu.

(3) plyne z definice, (4) ze (3) a (5) ze (4), nebot
—[FO)] < f(x) < [f(x)]. O

b
(5) [f(x)| € R((a, b)) a plati g/ 1F(x)] dx.
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Zakladni vlastnosti urCitého integralu

VLASTNOSTI ZAVISLE NA INTERVALU INTEGROVANI
Véta (aditivita integralu)

Nechta < c < b. Pakf € R((a,b)), pravé kdyz
f € R((a,c)) Af € R({c,b)). Pfitom plati

/abf(x)dx = /:f(x)dx /cbf(x)dx

Princip dikazu.

Plyne z vlastnosti integralnich souétll, kdyZ bod ¢ vezmeme za délici
bod. O

v

N4

Tuto vlastnost Ize rozsifit na koneény pocet bodU
a=Cyp<C <---<Ch=h:

/f dx_z:/c f(x) dx.
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Zakladni vlastnosti urcitého integralu

Vlastnosti zavislé na intervalu integrovani — ULOHA

Uloha
3
Vypoctéte | =/ X — 2| dx.
0
Reseni.
2 3
|:/ (2—x)dx+/ _
0 2
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Zakladni vlastnosti urCitého integralu

Vlastnosti zavislé na intervalu integrovani — ROZzSIRENiI DEFINICE RIEMANNOVA
INTEGRALU PRO PRIPAD, ZE a > b:

a
Pro a = b definujeme / f(x)dx = 0.
a

b a
Proa>bdefinujeme/ f(x)dx:—/ f(x)dx.
b

Pak pro libovolné uspof%dén’l bodl a, b, c plati
b c b
/ f(x)dx :/ f(x)dx +/ f(x) dx, pokud je funkce f integrovatelna
a a C

LI e
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Zakladni vlastnosti urCitého integralu

VYPOCET URCITYCH INTEGRALU

K vypoctu pouzivame zpravidla Newtonova vzorce, tj. najdeme
primitivni funkci a pak pouzijeme Newtonlv vzorec.

Vypocet uzitim substituce nebo per partes Mame-li pfi
vypodtu primitivni funkce pouzit substituci, pak miZeme postupovat
tak, Ze nejprve vypocteme neurcity integral a pak se vratime k
ur€itému, nebo mdzeme provést transformaci mezi.

Véta
Je-lif € R((a,b)), ¢ ma spojitou derivaci na («, ), pfiemz ¢(a) = a,
©(B) = b, pak plati

b B
Jfeoax= [“lem]sma
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Zakladni vlastnosti urcitého integralu

Vypoget urcitych integralfl — ULOHA NA TRANSFORMACI MEZ

Uloha
1
Vypoctéte | = / V1 —x2dx.
0

Regeni.
X = sint X=0=1t=
= —sin2tcostdt =
[dXZCOStdt X=1:>t—%] / \/Tcosd
2 1 . 13
/ cos?tdt = [—t+sm2t] =T 5
0 2 i 4’ |
2509 20122




Zakladni vlastnosti urcitého integralu

Vypocet uritych integrald

Podobné pro per partes plati
Véta
Jsou-li u’, v’ spojité na (a, b), pak
b

b
/ u(x)v’(x)dx = [u(x)v(x)]f(’:a—/ u’(x)v(x)dx.

a
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Zakladni vlastnosti urcitého integralu

Vypoget urgitych integralti — ULOHA NA PER PARTES

Uloha

™
Vypoctéte | = / X sinx dx.
0

Redeni.

| u=x u'=1
| vV =sinx v =-cosx

™
:| = [—COSX];T:0+/ cosxdx =---=m.
0

O

v
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