Texty k prednaskam z MMAN3:
4. Funkce a zobrazeni v euklidovskych prostorech

1. Cervence 2008

1 Funkce vR"

Definice 1 Necht' n € Na ) # D C R"™ Redlnou funkci v R™ (redlnou funkci n—
proménnych) rozumime zobrazeni f : D — R. MnoZinu D nazyvdme defini¢ni obor
funkce f (Casto znacime jako D(f)).

Poznamka 1 Funkce n redlnych proménnych tedy pfifazuje kazdé usporadané n—tici

(z1,...,2n) € D(f) redlné &islo f((x1, .. ., zy)), které budeme zjednodusené zapiso-
vat symbolem f(z1,...,x,). Argumentdm z1,...,x, fikime nezdvisle proménné.
Zapisujeme

f: y=flzr,...,zn) nebo (1, xn) — f(T1, .., 20),
ptipadné pron = 2 (n = 3)
z=flzy),  (w=f(z,y,2))
Priklad 1 Obsah obdélniku o strandch a, b je roven
S = ab.

Vyraz S lze chépat jako funkci dvou nezdvisle proménnych a,b, a > 0, b > 0, tedy
D(S) = (0,00) x (0,00) (ikdyZ vyraz S ma smysl i pro nekladné hodnoty a, b).

Poznamka 2 Je-li funkce f ddna pfedpisem a neni uréen jeji defini¢ni obor, pak defini¢nim
oborem budeme rozumét mnozinu vSech uspofddanych n-tic, pro které ma predpis
funkce smysl — nazyvame jej pfirozenym defini¢nim oborem.

Priklad 2 Definiénf obor funkce

fag) = V==

je zfejmé& mnoZina
D(f) ={(z,y) e R* : 2® +y* < 1},

tedy uzavieny jednotkovy kruh (kruh o poloméru 1 se stftedem v pocatku).



1.1 Operace s funkcemi

Podobné jako u funkci jedné redlné proménné Ize definovat s¢itani (od¢itani, ndsobent,
délenf). Naptiklad jsou-li funkce f, g funkce v R™ definované na mnoziné¢ D C R",
pak funkci

(fH+9)(xe,...,zn) = f(z1, ... 20) +g(21, ..., 20)

pro kazdé (z1,...,x,) € D nazyvdme souftem funkci f a g.

Podobné Ize definovat dalsi pojmy jako funkce shora, zdola omezend na mnoZing,
supremum, infimum, maximum, minimum na mnoZzing, usporadani funkci (tj. f < g
na D pravé tehdy, kdyz f(z1,...,z,) < g(z1,...,z,) prokazdé (z1,...,z,) € D).

Definice 2 Necht f : D C R™ — R, g1, g2, -- -, gm : M C R™ — R jsou funkce v
R" takové, Ze plati

reM = (gi(x),...,gm(x)) € D.

Pak slozenim funkci f a g1, ..., g rozumime funkci F' : M — R (n proménnych)
definovanou vztahem

F(xla"'vxn) = f(gl(xlv"'7xn)a-~'7gm(x1>-"7mm))

vew s

pro kazdé (x1,...,x,) € M. Funkci f nazyvdme vné&jsi funkci zobrazeni F a funkce
g1, - - -» gm Nazyvame vnitini funkce zobrazeni F'.

Priklad 3 Necht

flu,v) =u?+v>  prokazdé (u,v) € R?
a1 (z,y,2) = zyz pro kazdé (z,v, z) € R,
92(7;7:(/’2;) =zr+y prOkaidé (%Z/,Z) ERB'

Pak funkce F' z definice 2 méa pfedpis

F(x,y,2) = 2%y°2* + (x +y)° pro kazdé (z,y, z) € R3.

1.2 Elementarni funkce v R™

Elementarni funkce v R™ jsou funkce vzniklé pomoci algebraickych operaci (tj. sCitani,
ndsobeni, od¢itan{ a déleni) a operace skladani (viz definice 2) z téchto funkci:

1. konstantni funkce v R",
2. elementarni funkce jedné proménné,

3. projekce v R"™.



Definice 3 Prokazdé: = 1,...,n rozumime i—tou projekci v R” funkciII; : R® — R
definovanou vztahem

Ii(x1, ... xn) = @; pro kazdé (zq,...,x,) € R™.

Ztejmé z konstantnich funkei a projekci miiZzeme pomoci operace nasobeni vytvorit
funkce majici predpis

ki, K kn
g(x,...,xn) = caytay? . oxy,
kde c € R, k; € Ny pro kazdé ¢ = 1,...,n. Funkci g budeme nazyvat jednoclenem

stupn€ kq + ... + k, = m. Soucet libovolného (konecného) poctu jednoClent stupné
nejvySe m nazyvame polynomem v R™ stupné m. Naptiklad

P(z1,x0,x3) = 3w%x2x§ + 4;101:5%:53 — 21129
je polynom stupné 8.
Definice 4 Polynom P v R" nazveme homogenni polynom stupné k, jestliZe plati
P(tzy,... tx,) =tFP(zy, ..., z,)
prokazdét € Ra (z1,...,2z,) € R™
Priklad 4 Polynom
P(z1,x0,x3) = 3x%x2x2 + 21? — 3x1x; + 4:E1x2(£g

je homogenni polynom stupné 8. Staci ovéfit, Ze je splnéna podminka z definice 4.
Vsimnéte si, Ze vSechny jednocleny, ze kterych je tento polynom sestaven jsou stupné
8. To neni ndhoda. Homogenni polynomy jsou souctem jednoclenti o stejném stupni.

Poznamka 3 Chapeme-li prvky z R™ jako vektory, pak homogennimu polynomu stupné
k fikame forma k—tého stupné. Homogenni polynom prvniho stupné (formou prvniho
stupné; linearni formou) v R™ je zobrazeni definované predpisem

W1, Tn) =121 + ... + CrTp

pro kazdé (z1,...,2,) € R", kdecy, ..., c, €R.
Homogennim polynomem druhého stupné (formou druhého stupné; kvadratickou for-
mou) v R™ je zobrazen{ definované pfedpisem

n
E(xy,...,2n) = Z ;T2
i,j=1
pro kazdé (z1,...,z,) € R",kde a;; € Rproi,j=1,...,n.
Priklad 5 Funkce
k(z1,22,23,24) = x% — 21123 + 3004 — T3T4

je kvadratick4 forma v R*,



Definice 5 Grafem funkce f : D(f) C R™ — R budeme nazyvat mnoZinu
G(f)={(21,...,Tn,Tpy1) €R" : (21,...,2,) € D(f) A
A Tpy1 = f(z1,...,20)}

Definice 6 Necht f : D C R™ — R. Hladinou funkce f pfislusné k &islu ¢ (c—
hladinou funkce f) nazyvame mnoZinu

H.={(z1,...,2n) € D: f(x1,...,24) = c}.

1.3 Zobrazeni euklidovskych prostoru

Definice 7 Necht m,n € N, D C R"™. Zobrazeni f : D — R™ nazveme m—
vektorovou funkci n—proménnych.

Poznamka 4 Funkce f tedy kazdému vektoru (z1,...,2,) € D(f) C R™ pfifazuje
bod (vektor) (y1,. .., Ym ). Protoze kazdd slozka y; je urfena jednoznaéné usporddanou
n—tici (x1, ..., 2, ), miZeme psit

yi = fi(z1,...,x,)  prokazdéi=1,...,m,

Tedy zobrazeni f je urCeno jednoznatné m-tici fi1, fo, ..., f, funkci v R™, budeme
tento fakt oznacovat takto
f=f i fm)
Dokazte, Ze plati
fi=Iiof

prokazdé i =1,...,m, kde II; : R™ — R je i—t4 projekce.

2 Spojita zobrazeni

Nyni budeme pracovat s mnoZinou R™ vybavenou euklidovskou metrikou

pn((xla e ,.Tn)7 (yla e ayn)) -

pro (z1,...,Zn), (Y1,--.,Yn) € R™ (tedy s takzvanym euklidovskym prostorem R").
Vsechny nésledujici dvahy se jednoduse daji zobecnit pro zobrazeni libovolnych met-
rickych prostora.

Definice 8 Necht m,n €N, f: D C R* — R™, Rekneme, e f je spojité zobrazeni
vbodé a € D, jestliZe pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé = € D plati

po(@,a) <6 = pm(f(2), fa)) <e

Rekneme, 7e zobrazeni f je spojité, jestliZe je spojité v kazdém bodé& svého defini¢niho
oboru.



Poznamka 5 Uvazujeme-li mnoziny R™ a R™ s euklidovskymi normami (oznacime
je |l - llns Il - [|m), 1ze implikaci v definici 7 napsat jako

e —alln <6 = [f(z) = fla)llm <e

Poznamka 6  (a) Je-li a izolovany bod definiéniho oboru zobrazeni f, pak je f spo-
jité v a.

(b) Necht a € M C D. Je-li f spojité v bod€ a, pak f|as je také spojité v bodé a.
Pozor, neplati obracené! Nakreslete si obrazek.

Vétal Necht' f : D C R™ — R™, a € D. JestliZe existuje k > 0 takové, Ze pro kaZdé
x € D plati

pm(f($)7f(a)) < kp(xaa)a

pak f je spojité zobrazeni v bodé a.

Diikaz. Vezmeme € > 0 libovolné a polozime § = €/k. Pak pro kazdé x € D takové,
ze pp(z,a) < ¢ plati

p(F(2), £(@)) < kpn(w,0) < kS = k- =

Tim je véta dokdzana. O

Poznamka 7 Konstanta k z véty 1 tedy nezdvisi na vybéru x.
Piiklad 6 Dokazte pomoci véty 1, Ze plati:

(1) Kazdé konstantni zobrazeni je spojité.
Reseni: Necht' f je konstantni zobrazeni, tj. existuje ¢ € R™ tak, Ze f(z) = ¢
pro kazdé = € R™. Vezmeme libovolny bod a € R"™. Plati

pn(f(2), f(a)) = pm(c,c) = 0 < kpn(x,a)
pro kazdé € R", kde k muize byt libovolna kladnd konstanta.

(2) Projekce v R™ jsou spojité funkce.
Reseni: Uvazujme projekci IT; : R — R, i € {1,...,n}aa = (a1,...,a,) €
R™. Pak pro kazdé © = (x1,...,z,) € R" plati

p1(i(x),11;(a)) = p1(wi, a;) = |z; — ai

tedy lze polozit k = 1.



(3) Je ddna funkce f : R® — R predpisem

Fagz) = {++ pro (z,y,2) # (0,0,0),

0 pro (z,y,2) = (0,0,0)
Plati
e ol - ewEl  _ VERVPVE (VAR )
x2+y2+22 _z2+y2+z2_x2+y2+22_ z2+y2+22

= \/m = p3((z,9,2),(0,0,0))

pro (z,y, z) # (0,0,0). V tomto pfipadé 1ze opét poloZit k = 1 a pouZit vétu 1.

(4) Je d4na funkce f : R? — R pfedpisem

oy = Vet pro (@) #(0,0),
few {0 pro (z,y) = (0,0).

UkéZeme, Ze tato funkce neni spojitd v bodé€ (0, 0). UvaZujme restrikci funkce f

na mnoziné
M ={(z,y) eR®: y =z},

pro prehlednost oznaime g = f|,s. Pak ziejmé

Je vidét, Ze funkce g nenf spojitd v (0, 0), tedy podle pozndmky 6(a) nemiZe byt
spojitd ani funkce f.

Véta 2 (Charakterizace spojitosti zobrazeni v bodé pomoci konvergentnich posloup-
nosti) Necht’ f : D C R™ — R™, a € D. Zobrazeni f je spojité v bodé a prdvé tehdy,
kdyz pro kaZdou posloupnost {x,} C D plati

lim zp =a = klim flzk) = f(a).

k—o0

Diikaz. Necht' f je spojité zobrazeni v bodé a € D(f) a {zr} C D(f) je posloupnost
bodu takova, Ze z;, — a pro k — oo, tj.

klirn pn(zp,a) = 0. (H

Dokédzeme, Ze klim f(zr) = f(a). Vezmeme libovolné € > 0 (k nému se budeme

snazit najit ko € N takové, Ze pro kazdé k > ko bude platit p,,, (f(xr), f(a)) < €). Ze
spojitosti funkce f plyne existence § > 0 takového, Ze pro kazdé = € D plati

p(@,0) <6 = pm(f(z), fla)) <e )]



Z (1) plyne, Ze k tomuto J Ize najit ky € N takové, Ze pro vSechna k € N plati
k> ko = pn(zi,a) < 4.
Z implikace (2) tedy dostavame, Ze pro k > kg plati

pm(f(z1), f(a)) <e.
Tim jsme dokazali, Ze kli_)m f(zx) = f(a).

Opacnou implikaci dokdZeme sporem. Pfedpoklddejme, Ze f neni spojitd v bodé a €
D. Pak existuje ¢y > 0 takové, Ze pro kazdé k € N existuje x; € D tak, ze

puleea) < 1 azirover  pu(f(a), f(@) > e

Dostdvame tak posloupnost {z;} C D bodi takovou, Ze
Ty —a prok — oo a zédroven flxg) A f(a) prok — oo.
U

Véta3 Necht' f,g: D C R" — RY, a € D. Jsou-li f a g spojité v bodé a, pak jsou
v tomto bod¢ spojité i funkce

f+g9, f—-9, f-g g (jestliZe g(a) # 0).

Vétad (o spojitosti sloZeného zobrazeni) Necht' f : D C R - R™, g: E C R™ —
R m, n, k € Naa € D takové, %e fla) € E. Jestlize f je spojitd v bodé a a g je
spojitd v bod¢ f(a), pak f o g je spojitd v bodé a.
Véta5 Necht' f = (f1,...,fm) : D C R™ — R™. Zobrazeni | je spojité prdvé
tehdy, kdy? f; jsou spojité pro kazdéi=1,...,m.
Priklad 7 Funkce

f(z,y) = (z%y + xy, 3zy — 32)
je spojitd, protoZe funkce f1(z,y) = %y + xy a fo(x,y) = 3xy — 3x jsou spojité.

2.1 Spojitost na kompaktni mnoZiné

Definice 9 Mnozinu M C (X, p) (kde (X, p) je metricky prostor) nazyvame kompak-
tni, jestliZe z libovolné posloupnosti bodd z M 1ze vybrat konvergentni podposloupnost
v M (tzn. limita lezi v M).

Véta 6 (Bolzano—Weierstrass) Z kazdé omezené posloupnosti v R™ Ize vybrat konver-
gentni podposloupnost.

Dusledek 1 (diileZity!) MnoZina M C R™ je kompakini pravé tehdy, kdy? je omezend
a uzavrend.

Véta7 Necht' f: D C R" — R™, A C D. JestliZe f je spojité zobrazeni a mnoZina
A kompakini, pak také f(A) je kompakini.

Dusledek 2 Jsou-li spinény predpoklady pFedchozi véty, pak f nabyvd na mnoziné A
maxima i minima.



2.2 Spojitost na souvislé mnoziné

Definice 10 Rekneme, Ze body a, b € A C R™ Ize spojit cestou (kiivkou) leZici v A,
JestliZe existuje spojité zobrazeni v : [, 3] — A takové, Ze

Wa)=a A AB)=b

Definice 11 Neprdzdnd mnoZina A C R" se nazyvd souvisld, jestliZe libovolné jeji
dva body Ize spojit k¥ivkou leZici v A.

Poznamka 8 Pro A C R plati ekvivalence
A je souvisla = A je interval.

Véta8 Necht' f: D C R" — R™, A C D. Je-li f spojité zobrazeni a mnoZina A je
souvisld, pak také f(A) je souvisld mnoZina.

Priklad 8 Nésledujici mnoZiny jsou souvislé v R™. Ovéite!

(1) Pro a, b € R" definujeme dsecku

ab={Xa+ (1-NbeR™ : A€ [0,1]}.

(2) Lomenou carou s krajnimi body a, b € R™ rozumime mnoZinu

L=aaiUaiaz U...Uayb,

kde ay,. .., an € R™.

2.3 Limita zobrazeni

Definice 12 Necht’ f : D € R* — R™, a € R" je hromadny bod mnoZiny D,
b € R™. Rekneme, Ze f ma v bodé a limitu b, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0
takové, Ze pro kazdé x € D plati

0 < pp(z,a) <6 = pm(f(2),b) <e.

PiSeme

lim f(z) =b.
Poznamka 9 Uvazujeme-li mnoziny R™ a R™ s euklidovskymi normami (ozna¢ime
jell | “ ||m), 1ze implikaci v definici 12 napsat jako

|z —alln <6 = |f(@) = fla)llm <e
Viz pozndmku 5.

Definice 13 Necht' M C D. Ma-li restrikce f|ys v bodé a limitu b, fikdme, Ze b je
limita zobrazeni f v bod€ a vzhledem k mnoZiné€ M a piSeme
lim f(x) =b.

T—a

zEM



Véta 9 Zobrazeni [ miiZe mit v bodé a nejvyse jednu limitu.

Véta 10 Necht’ f : D C R™ — R™, a € D je hromadny bod mnoZiny D. Pak funkce
f je spojitd v bodé a prdvé tehdy, kdyz

f(a) = lim f(z).

r—a

Véta 11 Necht’ existuje limita lim f(x) = b. Je-li M C D takovd, Ze a je hromadnym

r—a

bodem mnoziny M, pak plati
lim f(z) = 0.

T—a

zEM

Dusledek 3 Jestlize existuji M, N C D takové, Ze a je hromadnym bodem obou
mnozin a

lim f(z) # lim f(z),

xEM zEN

pak lim f(z) neexistuje.

Vétal2 Necht' f : D C R — R™ a a € R™ je hromadny bod mnoZiny D. Pak
lim f(x) = b pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {zi}52, C D\ {a} plati

lim 2, =a = lim f(zx) =b.
k—o0 k—o0
Véta 13 Necht’ f a g jsou rediné funkce v R™, existuji limity

lim f(z) =beR, limg(z) =ceR

r—a r—a

a « € R. Pak plati

lim (7 (z) & g(@)) = b c.
lim f(z)g(x) = be
lim af(@) = ab,

_f(x) b

lim —— = - okud ¢ # 0).

v—ag(z) ¢ v )
Véta 14 (limita sloZeného zobrazeni) Necht’ f : D C R® - R™, g: E C R™ — RE,
m,n €N, ae€R" be E. Jestlie lim f(x) = b afunkce g je v bodé b spojitd, pak

lim g(f(2)) = g(lim f(z)).

r—a r—a
Véta 15 (o tFech limitdch) Necht’ f, g : D C R™ — R, a € R" je hromadny bod

mnoZiny D a existuji limity

lim f(x), lim g(x).

r—a T—a
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JestliZe existuje prstencové okoli P(a) bodu a tak, Ze
x € Pla)ND = f(z) < g(z)
pak
lim f(z) < lim g(z).

Tr—a Tr—a

Véta 16 Necht' [ = (f1,...,fm) : D C R" — R™, a € R" je hromadny bod
mnoZiny D. Pak plati

lim f(x) existuje = existuje  lim f;(x) prokazdéi=1,... n.
Tr—a

r—a

Pokud limita lim f(x) existuje, pak

r—a

lim f(z) = (;1lcl—r>r}1 fl(w)vgl_lg fo(z), ... a%li)r}l fm ().

z—a
Poznamka 10 Uvazujme f : D C R2 - R, a, b € R. Necht’ A > 0. Oznalime
A=P(a,A)=(a—A,a+ A)\ {a},
B=P(b,A)=(b—Ab+ A)\ {b},
M = A x B.
Predpokladejme, Ze 1ze vzit takové A, pro které plati
M C D.
Lze pak definovat funkce ¢ : A — R, 9 : B — R takto

o(z) = lirr}) f(z,y) pro kazdé z € A,
yAP

Y(y) = lim f(z,y)  prokazdéy € B.
r—a

Dale je mozné uvaZovat limity

lim p(z) = lim (lim f(z,y))

T—a r—a y—b

lim ¢(y) = lim (lim f(z,y)).
y—b y—b r—a
Tyto limity nazyvame opakované nebo dvojndsobné limity. Limité

fikdme dvojnd limita. Diivod? Dvojndsobnd limita jsou vlastné do sebe vnotené dvé
jednoduché limity funkci jedné proménné (s parametrem y nebo z) — takZe opakované
provedeme dva limitni pfechody. Tedy pouze pojmy z prvniho semestru. OvSem dvojna
limita je jiz limitou v R2, k jejiZ definici je uZ potieba mit k dispozici metriku na této
mnoZiné — coZ je ucivo z kapitoly Metrické prostory.

OTato definice plati obecné, tzn. nejen pro nd$ konkrétni vybér mnoZiny M
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Véta 17 Existuje—li dvojnd limita

lim
o f(z,y)
(z,y)EM

a pro kazdé pevné x € A (resp. y € B) jednoduchd limita
lim f(z,y) = (z)  (resp. Im f(z,y) = (y)),

pak existuje i dvojndsobnd limita

lim (lim f(z,y)) (resp. lim (lim f(z,v)))

z—a y—b y—b z—a
a plati
lim (lim f(z,y)) = lim f(z,y)
r—a y—b (m(‘;)/,)ﬁj_))e(;%b)
(resp. lim(lim f(z,y)) = lim f(x,y))
y—b r—a (z(,f)y~)>€(i/}b)

Diikaz. Necht € > 0 je libovolné. Oznacime

= lim .
17 e am fz,y)
(z,y)eM

Pak existuje § > 0 (miZeme predpoklddat, 7e 0 < § < A) tak, Ze pro kazdé (x,y) €
M plati

O<l|z—al<d A O<l|y—b<d = \f(x,y)—q|<%.

Zvolme ' € R tak, Ze 0 < |2’ — a| < ¢ (kreslete si obrazek!!!). Pak pro kazdé y € B

plati
€

0<|y—0l <o = |f(33'7y)—Q|<2

a odtud pro y — b dostavime, Ze
p(@’) —ql < 5 <e.

To ale miZeme provést s libovolnym z’, pro které 0 < |2’ — a| < 4. Tedy pro libovolné
z € R takové, Ze 0 < |z — a| < § plati

p(z) — g <e
Coz podle definice limity (funkce jedné proménné) znamena, Ze

g = lim p(z) = lim lirr}] flz,y).

r—a r—ay—



