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Uvod k prednasce

vvvvvv

studiu - je to obtizné na pochopeni a je toho hodné. Reseni je ugit
se soustavné uz od prvni pfednasky, snazit se co nejdfive
pochopit zakladni pojmy. Pokud néco neni jasné: zeptat se bud na
dalSi prednasce, nebo si domluvit konzultaci. Pfi ueni pouzivejte
obrazky — bez nich to nejde...

@ Zapocet: dvé nebo tfi pisemky a dochazka

@ Zkouska: pisemna + Ustni
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Prehled uciva

Ciselné mnoziny

Reélné funkce jedné a vice proménnych
Limita posloupnosti v RV

Limita funkce

Spojitost funkce

Diferencialni pocet funkce jedné proménné
Diferencialni pocet funkci vice proménnych
Uvod do vektorové analyzy

Implicitné zadané funkce

000000000
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Ciselné mnoziny

@ mnozina v§ech prirozenych Cisel (N) : 1,2, 3, ...

@ mnozina vSech celych Cisel (Z) :...,-2,-1,0,1,2, ...

@ mnozina vSech racionalnich Cisel (Q) : &isla ve tvaru p/q, kde
peZ, qgeN

@ mnozina vSech realnych Cisel (R) : racionalni + iracionalni Cisla

@ mnozina v§ech komplexnich &isel (C) : Cisla ve tvaru a + bi, kde
a,b € R, &islo i spliiuje i = —1 (tedy nejde o reélné &islo)

Plati
NCcZcQcRcC

My se budeme zabyvat zejména mnozinou vSech reélnych Cisel R.
Prezentovana konstrukce je provedena naznakove a je v ni mnoho
riiznych drobnych podvodu.
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MnozZina vSech pfirozenych Cisel N

N={1,2,3,...}

Na N jsou definovany operace scitani (+), nadsobeni (-); (N, +) a (N, -)
tvori komutativni pologrupy. Na N jsou definovany relace usporadani:
< usporadani na N (tzn. reflexivni, antisymetricka a tranzitivni binarni
relace na N), které je navic Uplné (tzn. kazdé dva prvky jsou
srovnatelné — trichotomie) —- prvky jsou sefazeny ,jeden za druhym*
< definovano jako m < n prave tehdy kdyz m < na m # n.

... arelace k nim inverzni — >, >. Dvojice (N, <) je Uplné uspofadana
mnozina, majici nejmensi prvek (ale nema nejvétsi prvek). Pro
nazornost (a dalsi pouziti) je dobré si ji predstavovat jako body na
primce takto

4 2 3 & 5
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Mnozina vSech celych Cisel Z

Z=A...,-2,1,0,1,2,3,...} (mnozina vSech rozdili pfirozenych Cisel)
Na Z jsou definovany operace scitani (+), nasobeni (-), od¢itani;
(Z,+, -) tvofi komutativni okruh. Na Z jsou definovany relace
usporadani (podobné jako u pfirozenych Cisel): <, <, >, >.
Usporadana dvojice (Z, <) je opét Uplné uspofadana mnoZina (ale
tentokrat nema ani nejmensi ani nejvétsi prvek). Typické grafické
znazorneéni:

e}
2 4 0 4 2
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Mnozina vSech racionalnich Cisel Q

Q={p/q: p€Z,qeN}

Na Q jsou definovany operace scitani (+), nasobeni (-), od¢itani;

(Q, +, ) tvofi komutativni téleso. Na Q jsou definovany relace
usporadani (podobné jako u celych Cisel): <, <, >, >. Opét (Q, <) je
Uplné usporféddana mnozina, nema ani nejmensi ani nejvetsi prvek.
Typické znazornéni:
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Usporadana mnozina (Q, <) mé jednu zajimavou vlastnost:

Ke kazdym dvéma racionalnim Cislim p a r takovym, Zze p < r, existuje
raciondlni Cislo g tak,ze p< g <.

Didkaz
Staci dokazat, ze q = (p + r)/2 (aritmeticky prumeér Cisel p a r) lezi
mezipar.

Tuto vlastnost nemaji celd ani pfirozena Cisla.

Disledek

Mezi kazdymi dvéma racionalnimi Cisly lezi nekonecné mnozstvi
racionalnich Cisel (zformulujte pomoci symbolt vyrokové logiky!).

Jan Tomecdek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 14. Gnora 2011 8/38



Staci nam racionalni ¢isla?

Odpovéd zni ne. Uvazujme nasledujici tlohu: Vypoctéte uhlopficku
Ctverce o délce strany 1. Z Pythagorovy véty plyne, Ze délka UhlopfiCky
Ctverce, kterou si oznac¢ime pismenem u by musela splnovat

P =12412=2 ]

Da se docela jednodu$e dokazat, ze takové Cislo nelze zapsat jako
podil celého a pfirozeného Cisla - tedy nemuze jit o racionalni Cislo.
Je tedy potieba rozsifit pojem Cisla. Je nékolik pfistupl — naznacena
zde bude tzv. Dedekindova teorie fezu.
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Rezy v racionalnich &islech

Definice

Dvojici mnozin A, A* ¢ Q nazveme fez v Q jestlize
@ A£D A £,
@ AUA =Q,ANA =1,
e VxecAVyeAplatix <y.

Mnozine A fikame dolni skupina fezu A/A’, mnozine A’ fikame horni
skupina fezu A/A'.

Priklad
(@ A={xeQ:x<2},A=Q\A,
b) A= {xcQ:x<2}, A=Q\A,
) A={xcQ:(x<0)V(x>0Ax2<2)},A=Q\A,
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Poznadmka
Da se dokazat, Ze pro kazdy rez A/ A’ plati pravé jedna z moznosti:
@ mnoZina A nema nejvétsi prvek, A" ma nejmensi prvek (fez 1.
druhu),
© mnozZina A ma nejvétsi prvek, A' nema nejmensi prvek (fez 2.
druhu),
© mnozina A nema nejvétsi prvek, A' nema nejmensi prvek (fez 3.
druhu).

Muzeme tedy fict, ze kazdy fez prvniho nebo druhého druhu urCuje

jedno raciondlni Cislo — je to bud’ nejmensi prvek mnoziny A’ (fez 1.
druhu) nebo nejvétsi prvek mnoziny A (fez 2. druhu).
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He{

A co tezy tretiho druhu? Ty urCuji “mezeru” v mnoziné racionalnich
Cisel. Tuto ,diru” zaplnime tak, Ze ji prohlasime za tzv. iracionalni islo
— urCené timto fezem tretiho druhu. Viz pfipad (c) z pfedchoziho
ptikladu (fezem je definovano &islo v/2).

Definice

Sjednoceni mnoZiny racionalnich a iracionalnich ¢isel budeme nazyvat
mnoZinou vsech realnych cisel.

Da se také dokazat, ze zadné “mezery” mezi realnymi Cisly uz nejsou.
Dale je nutné definovat operace scitani a nasobeni na realnych Cislech
a definovat relace rovnosti a usporadani v R (=, <, <, atd.) — vice na
stranach 3 az 9 v [1].
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Pro naSe dalSi tvahy ndam bude stacit intuitivni chapani realného Cisla
(podpofené prezentovanou konstrukci). Realné Cislo si budeme
prestavovat jako bod na pfimce.

Z dllezitych tvrzeni z teorie redlnych Cisel jesté uved'me nasledujici
vetu.

Véta J

Mezi kaZzdymi dvéma realnymi Cisly leZi racionalni ¢islo.

Vzhledem k definici

Definice

Rekneme, Ze mnoZina A je husta v mnoZziné B jestlize A C B a mezi
kazdymi dvéma prvky mnoziny B leZi aspon jeden prvek z mnoZiny A.

muzeme Vétu fict (polozime-li A = Q, B = R) takto:

Véta
MnoZina Q je husta v R. J
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Intervaly v R

Pfipomenme si nékteré specialni podmnoziny mnoziny R znamé ze
stfedni Skoly — intervaly. Uvazujme a, b € R. Definujeme
)={xeR:a<x<b}
)={xeR:a<x<b}
y={xeR:a<x<b}
)={xeR:a<x<b}

(—oo,b)={x eR:x < b}
(a,0)={xeR:a<x}
(—oo,b) ={x eR:x < b}
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Mnozina vSech realnych Cisel R

Ve zbytku prednasky se zameéfime na jisté speciality mnoziny R.
Podivame se na ni z nékolika stran — postupné jako na

@ usporadanou mnozinu (<, supremum, infimum, apod.),

@ metricky prostor (vzdélenost, okoli bodu),

@ topologicky prostor (oteviena mnozina v R, apod.).
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Usporadana mnozina R
Definice
MnoZinu § # M C R nazveme

@ omezenou zdola, jestlize 3K e Rvx € M : x > K, (K nazyvame
dolni zavora)

@ omezenou shora, jestlize 3K e RVx € M : x < K, (K nazyvame
horni zavora)

@ omezenou, jestliZe je omezena shora i zdola.

Poznadmka
MnoZina je omezen4, jestlize K e RVx € M : |x| < K.

Priklad

Mnozina N je omezena zdola a neni omezena shora. MnoZina Q neni
omezena shora ani zdola. MnoZina {x e R : 0 < x < 1} je omezena.
MnoZina vsech zapornych celych cisel je omezena shora.

4
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Priklad

Pokud existuje alespori jedna horni zavora dané mnoZiny, pak existuje
nekonec¢né mnoho hornich zavor (proc?). Podobné je tomu tak i u
dolnich zavor. Na obrazku je znazornéna mnozina M s dolnimi
zavorami Ly, Ly a hornimi zavorami Ky, Ko, Ks.

[
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Vyznacna pro nas bude nejmensi horni zavora (tzv. supremum) a
nejvetsi dolni zavora (tzv. infimum) mnoziny, viz nasledujici definice:
Definice

Uvazujme shora omezenou mnoZinu ) # M C R. Supremem mnoZiny
M rozumime Cislo G € R takové, Ze

(i)vxeM:G>x,
(i) VG < GIxz € M : x5 > G.
Supremum mnoZiny M znacime jako sup M.

Poznamka

Jak si predstavit supremum mnoZiny? Podle podminky (i) je supremum
horni zavora mnoZiny M. Podminka (ii) fika, Ze vezmeme-—li Cislo
mensi (o sebe mensi kousek) neZ supremum, pak toto ¢islo neni horni
zavorou. Da se tedy fici, Ze supremum mnoZiny M je nejmensi mozZna
horni zavora této mnoZiny.
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Definice

UvaZujme zdola omezenou mnozinu () # M C R. Infimem mnoZiny M
rozumime céislo g € R takové, Ze

()vx e M:g<x,
(i)vg > g 3xg € M : x5 > g.
Infimum mnoZiny M znacime jako inf M.

Pro uplnost dodejme, ze existence suprema ani infima neni
samoziejmosti. Bez diikazu si uved'me tzv. vétu o supremu.

Véta
(véta o supremu) Pro kaZdou neprazdnou shora omezenou mnoZinu
existuje pravé jedno supremum.

Podobné plati, ze kazda neprazdna zdola omezena mnozina ma prave
jedno infimum.
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Definice
Necht ) # M C R. Prvek x € M nazveme
@ nejvetsi prvek mnoZiny M, jestlize Vx' € M : x' < x
(ozn. x = max M),
@ nejmensi prvek mnozZiny M, jestlize Vx' ¢ M : x' > x
(ozn. x = min M).

Priklad

(a) Uvazujme mnoZinu M = {x e R: 0 < x < 1}. ZrejmémaxM =1 a
min M = 0.

(b) UvaZujme nyni mnoZinu M = {x e R: 0 < x < 1}. Zfejmé

min M = 0. Ale co max M ? Horkym kandidatem by mohlo byt ¢islo 1.
Ale 1 ¢ M. Po chvilce zjistime, Ze max M neexistuje (dokaZte to!).

Véta

Ma—li mnozZina nejvétsi prvek, je roven jejimu supremu, tzn.

max M = sup M. Ma—Ii mnoZina nejmensi prvek, je roven jejimu infimu,
fzn. min M = inf M.
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K dal§im uvaham je vhodné definovat dalsi dvé “Cisla” a to co (nebo-li
+00) a —oo. Definujeme tzv. rozSifenou realnou osu

R* =R U {oco, —oc0}

kde oo (tzv. nekonecno) a —oo nepatfi do mnoziny R. Na R* Ize
prirozené rozsifit relaci usporadani <. Pro kazdé realné Cislo x
definujeme

—o0 < X<

(a tedy samoziejmé —oo < x < oo - proc?).

Definice

(doplnéeni definice suprema a infima) Pro shora neomezenou mnoZinu
M C R klademe sup M = oo, pro zdola neomezenou mnoZinu M C R
klademe inf M = —co. Dale definujeme inf() = oo, sup () = —oc.
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Metricky prostor R

vzdalenosti. Zde pljde o vzdalenost dvou realnych Cisel. Jak byste
definovali vzdalenost tfeba Cisel 1 a 67
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Metricky prostor R

vzdalenosti. Zde pljde o vzdalenost dvou realnych Cisel. Jak byste
definovali vzdalenost tfeba Cisel 1 a 6? Treba d(1,6) = 5. Pro¢?
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Metricky prostor R

------

vzdalenosti. Zde pljde o vzdalenost dvou realnych Cisel. Jak byste
definovali vzdalenost tfeba Cisel 1 a 6? Treba d(1,6) = 5. Pro¢?

Nebo &isel vV2 a —1?
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Metricky prostor R

------

vzdalenosti. Zde pljde o vzdalenost dvou realnych Cisel. Jak byste
definovali vzdalenost tfeba Cisel 1 a 6? Treba d(1,6) = 5. Pro¢?
Nebo ¢&isel v/2 a —1? Treba d(v/2, —1) = v2 + 1. Pro&?
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Metricky prostor R

vvvvvv

vzdalenosti. Zde pljde o vzdalenost dvou realnych Cisel. Jak byste
definovali vzdalenost tfeba Cisel 1 a 67 Treba d(1,6) = 5. Pro¢?
Nebo &isel v2 a —1? Treba d(v2, —1) = v2 4 1. Prog?

Obecné, jakym vztahem byste definovali vzdalenost dvou realnych
Cisel x, y € R?
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Metricky prostor R

vvvvvv

vzdalenosti. Zde pljde o vzdalenost dvou realnych Cisel. Jak byste
definovali vzdalenost tfeba Cisel 1 a 67 Treba d(1,6) = 5. Pro¢?
Nebo &isel v2 a —1? Treba d(v2, —1) = v2 4 1. Prog?

Obecné, jakym vztahem byste definovali vzdalenost dvou realnych
Cisel x, y € R?

Vzdalenost dvou realnych Cisel x a y budeme definovat ,vzorcem*

Vx,y e R di(x,y) =[x -yl J

Pro dané Cisla x, y € R budeme €islo dq(x, y) nazyvat vzdalenost Cisla
x od y.
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Zkuste dokéazat, ze pro d = d4 plati:

(i) vx,y € R :d(x,y) > 0, (nezapornost)

(i) vx,y e R:d(x,y) = 0 < x = y, (totoznost)
(ii) Vx,y € R :d(x,y) = d(y, x), (symetrie)

(iv) vx,y,z e R :d(x,z) <d(x,y) +d(y, 2).
(trojuhelnikova nerovnost)

Tyto Ctyfi podminky jsou tzv. vlastnosti metriky.

Definice

(definice metrického prostoru) Necht X je neprdzdna mnozina a
zobrazenid : X x X — R md vlastnosti (i) — (iv). Dvojici (X, d)
nazyvame metricky prostor. Mnozinu X nazyvame nosic, zobrazeni d
nazyvame metrika.

Poznamka
Z predchoziho je jasné, ze (R,d1) je metricky prostor!

<
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V metrickém prostoru zavadime pojem okoli bodu (bod = prvek
metrického prostoru) a redukovaného okoli bodu.

Definice

Necht (X, d) je metricky prostor. Pro s > 0 a a € X rozumime
d—okolim bodu a mnoZinu

U(a,d) ={x e X: d(x,a) < d}.
Cislo 6 nazyvdme polomér. MnoZinu
R(a,0)={xe X: 0<dx,a)<d}=U(ad)\{a}

nazyvame redukovanym (prstencovym) é—okolim bodu a.

Poznamka

Specialné, é—okoli (resp. redukované/prstencové) realného cisla a je
ve tvaru

U(a,d) =(a—0,a+9), (resp.R(a,d)=(a—9,a)uU(a a+yd)).
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Mnozina RN

Symbolem RN rozumime N—-tou kartézskou mocninu mnoziny véech
reélnych Cisel — tedy mnozinu vS8ech usporadanych N—tic
(X1,.. . ,XN),

kde x; e R, i=1,...,N.
Pro N = 1,2, 3 slouzi mnozina RV jako mnozina soufadnic bodti na
primce, v roviné, v prostoru (trojrozmérném) — nakreslete!
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Na RN definujeme s&itani 4+ a nasobeni skalarem -:

VX = (X1, XN) Y = (V1o UN) ERN i Xty = (X1 + Y1, .. XN+ YN,
VX =(x,...,xn) €RN. ceR:c-x=(cxq,...,CxXNn).

Da se dokazat, ze

(RN, +,) ]

tvofi vektorovy prostor dimenze N.

Poznamka
V8imnéte si, Ze plati R = R'. Co z toho pro nas plyne? J
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Metrické prostory na RN

Podobné jako v R se budeme zajimat o definici vzdalenosti mezi
kazdymi dvéma body v RN. To bude opét realizovano prostfednictvim
n&jakého zobrazeni d : RN x RN — R majiciho vlastnosti metriky (d
budeme opét nazyvat metrikou).

Metrik na RV mizeme definovat nekone&né mnoho. Zajimat nas
budou jen nékteré. Pro jednoduchost se nejprve omezime na mnozinu
R? — tedy jak definovat vzdalenost kazdych dvou bod( v roviné.

\ %

Existuji samozfejmé dalSi moznosti — zde uvedené jsou
nejpouzivanéjsi (zkuste podobné vzdalenosti definovat v R3).
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Budeme pouzivat nasledujici metriky v RV:

Euklidovska metrika

Souctova metrika

ds(x,y) =Y |1x — yi

i=1

Maximova metrika
dm(x,y) = max{|x; — yi[ : i =1,...,N}

prox = (xy,...,xn), ¥ = (V1,...,yn) € RV,

Oveérte, ze tato zobrazeni jsou skutec¢né metriky!
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Geometricky vyznam metrik v R?:

N s S S LAY
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Muzeme tedy fict:
Véta

Usporadané dvojice (RV, dg), (RN, ds), (RN, dp) jsou metrické
prostory.

Na nésledujicich obrazcich jsou zobrazena é—okoli bodu (0,0) v
metrickych prostorech (R?, dg), (R?, ds), (R?, dp).

s

AN

\
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b
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\ \\ N
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|

Poznamka

Pokud nebude uvedeno jinak, budeme na RN pouZivat pouze
euklidovskou metriku.
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Klasifikace bodul vzhledem k mnoziné

Uvazujme neprazdnou mnozinu A c RN a a € RV,

Rekneme, Ze a je vnitfini bod mnoziny A, jestlize existuje okoli ¢/(a)
tak, ze

Ua) C A
Mnozinu vSech vnitfnich bodd mnoziny A nazyvame vnitfek mnoziny A
a znac¢ime A° nebo intA.

v

Rekneme, Ze a je vnéj$i bod mnoziny A, jestlize existuje okoli ¢/(a) tak,
ze

U c RN\ A.
Mnozinu vSech vnéjSich bodi mnoziny A nazyvame vnéjSek mnoziny
A a znaCime A€ nebo extA.
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Rekneme, Ze a je hraniéni bod mnoziny A, jestlize pro kazdé okoli
U(a) plati

U@nA+0 azaroven  U(a)n RN\ A) #£0.

Mnozinu vSech hrani¢nich bodd mnoziny A nazyvame hranice mnoziny
A a znaCime 0A nebo hA.

v

Rekneme, Ze a je bod uzavéru mnoziny A, jestlize pro kazdé okoli
U(a) plati
U@ nNA#0Q.

Mnozinu vSech bodu uzavéru mnoziny A nazyvame uzavér mnoziny A
a zna¢ime A nebo clA.
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Rekneme, Ze a je hromadny bod mnoziny A, jestlize pro kazdé
redukované okoli R(a) plati

R(a)NA#0.

Rekneme, Ze bod a je izolovany bod mnoziny A, jestlize ac Aa
existuje redukované okoli R(a) takove, ze

R(a)NA=0.

Priklad
Urcete vnitiek, vnéjsek, uzaver, hranici, izolované body a hromadné
body mnoZiny:

@ Ay ={1/n:neN} vR,

@ A, =(0,1)U{2} vR,

@ Az ={(x,y) € R?: x2 + y?> > 1} VR?,

@ Ay={(x,y) eR? : x+y <1AX>+y? <1} vR2

V.
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Vztahy mezi jednotlivymi mnozinami:

Poznamka

Z definic se da dokazat, ze A° C A, An A® = () a Ze trojice A°, hA, A®
tvofi rozklad prostoru RV (to znamend, Ze A° UhAU A® = X a pfitom
A°NhA =0, hAN A® =, A°U A® = (). Déle plati A°> = A\ clA,

A= AUDbA atd.
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Topologické pojmy v RV
Vse se tocCi okolo tzv. otevienych mnozin.
Definice

Otevfenou mnozinou v RN rozumime takovou mnoZinu, jejiz kazdy bod
je jejim vnitfnim bodem. (nebo—li: Mnozina O c RN se nazyva
otevrena, jestlize

Vx € OJU(x) :U(x) C O;

nebo také: O c RN nazveme otevienou jestlize O = intO.)

Véta

Mnoziny O a RN jsou oteviené. Sjednoceni libovolného systému
otevienych mnoZin je oteviena mnoZina. Prinik konecného mnoZstvi
otevienych mnoZin je oteviena mnoZzina.

Definice
Mnozinu M c RN nazyvame uzavienou, jestlize M = cIM.

y
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Véta

MnozZina je uzaviend pravé tehdy kdyZ jeji mnoZinovy dopinék v RN je
oteviena mnoZzina.

Z predchozich vét plyne:
Véta
Mnoziny § a RN jsou uzaviené. Pranik libovolného systému

uzavfenych mnoZzin je uzaviena mnoZzina. Sjednoceni kone¢ného
mnoZstvi uzavienych mnoZzin je uzaviena mnozina.

Dale plati
Véta

Vnitfek mnoZiny je oteviena mnozina. Uzavér mnoZiny je uzaviena
mnoZina.

Priklad
Urcete které mnoZiny jsou uzaviené, oteviené: My = (1,2),
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Na zavér definujeme dalsi matematikou strukturu — topologicky prostor.

Definice

Necht X je neprazdna mnoZina, T je systém jejich podmnoZin majici
vilastnosti

e, Xer,

(ii) Je=li M,, € T pro véechna o € | (I # ), pak | J, M, € T,

(iii) Je—i M; € T proi =1,...,n, pak(_4 M; € 7.

Pak usporadanou dvojici (X, ) nazyvame topologicky prostor.

Poznamka

Vlastnost (ii) Fika, Ze sjednoceni libovolného poctu mnozin z 7 je opét
mnozina z 7 a vlastnost (iii) fika, ze prtnik kone¢ného poctu mnozin z
T je opét prvek z .

Poznamka

Oznadme symbolem 7 mnozinu véech otevienych mnozin v RN. Z
predchoziho vyplyva, Ze dvojice (RN, 1) tvofi topologicky prostor.
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