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Realné funkce jedné a vice realnych proménnych

Definice

Funkce je zobrazeni, jehoZ obor hodnot je mnoZina Cisel (je—li obor
hodnot podmnoZinou R, nazyvame ji realna funkce; pro C komplexni
funkce).

Necht' ) # AcC RN, N € N, funkci f : A— R nazyvame (reélnou) funkci
N realnych proménnych, mnoZinu A nazyvame definicni obor funkce f
(ozn. D(f)), mnoZinu f(A) nazyvame obor hodnot (image) funkce f
(oznacujeme H(f)).

Umluva

Zapisem f : RN — R budeme rozumét realnou funkci pro niz

D(f) ¢ RN. Rekneme-li, Ze funkce f : RV — R je definovana na
mnozing § # A ¢ RN, budeme tim myslet A  D(f). Rekneme-li, Ze
funkce f : RV — R je definovana na néjakém (redukovaném) okoli
bodu a € RV, budeme tim myslet, Ze existuje ¢/(a) (R(a)) tak, ze
U(a) c D(f) (R(a) c D(f)).
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Definice
Necht f : RN — R. Grafem funkce f rozumime mnoZinu

graf(f) = {(X17' o0 7XN7XN+1) € RN—H :
(X1~ X) € D) A X = F((61r - X))

.

Nakreslit mizeme pouze graf funkce jedné nebo dvou proménnych.
Pro vizualizaci grafu funkce dvou a tfi proménnych si mizeme pomoct
hladinami funkce — viz déle.

Obrazek: Graf funkce jedné a dvou proménnych
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Poznamka
Funkce jsou jednoznacnée dany svym definicnim oborem a funkcnimi
hodnotami. Nebo—li, funkce f; a f, jsou si rovny (fi = f,) pravé tehdy
kdyz

D(f;) = D(f) A (Vx € D(fy) : fi(x) = (X))

Priklad
Funkce
fi(x) =sinx, xeR,

. ™ T
h(x) =sinx, x e< — o §>

Si nejsou rovny, protoZe jejich definicni obory si nejsou rovny
(Nakreslete jejich grafy!).
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Definice

Necht je dana f : RN — R a mnoZina ) # A  D(f). Funkcig : RN — R
definovanou
D(g)=A, 9(x)=f(x), xcA

nazyvame restrikci funkce f na mnozinu A, oznacujeme ji f| 4.

Funkce mizeme scitat, odc¢itat, nasobit i délit.
Definice

Necht f,g : RN — R. Souctem, soucinem, rozdilem a podilem
rozumime funkce

(f£9)(x) = f(x) £9(x), VxeD(f+g):=D(f)nD(g),
(f-9)(x) = f(x) - 9(x), Vvx eD(f-g):=D(f)nD(9),
(f/9)(x) = f(x)/9(x), Vx € D(f/g) :=

D(f)nD(9) N {x € D(9) : 9(x) # O}
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Funkce jedné realné proménné

Zaméfime se na specialni pfipad: N = 1, tedy na funkce f : R — R.
Definice
Rekneme, Ze funkce f : R — R je rostoucr (klesajici, neklesajici,
nerostouci na mnoziné M C D(f), jestlize
Vxi, o € M X1 < xo = f(xq) < f(x2)
(f(x1) > f(x2), f(x1) < f(x2), f(x1) = f(x2))

Funkcim neklesajicim a nerostoucim fikame souhrnné monotonni,

rostoucim a klesajicim fikame souhrnné ryze monotonni (na mnoZiné
M).

Jak pozname monotonni funkce z jejich grafu?
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Definice
Rekneme, Ze f : R — R je prosta, jestlize

Vxy, X € D(f) 1 X1 # X2 = f(xq) # f(x2).

Rekneme, Ze f : R — R je prosta na mnoziné § # A c D(f), je—li f|a
prosta.

Definice
Necht 7 : R — R je prosta. Pak f~! : R — R definovanou

D(fFY)Y=H(f), YyeD( "WxeD(): ' (y)=x < fx)=y

nazyvame inverzni funkce k f.

Poznamka

Jak poznate z grafu prostou funkci? Jak jsme schopni z grafu prosté
funkce nacrtnout graf k ni inverzni funkce?

V.
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Priklad
Funkce

f(x)=sinx, xeR
neni prosta — nema tedy inverzni funkci. Ale treba funkce f|_r /2 =2 jiZ
prosta je — inverzni funkci k ni nazyvame arcsin(x). Jaky je jeji
definicni obor a obor hodnot?

Definice

Necht f: R — R. (1) Pokud je definiéni obor symetricky podle pocatku

(j. plati implikace x € D(f) = —x € D(f)), pak fekneme, Ze funkce f

je

(a) suda, je—li f(—x) = f(x) pro v8echna x € D(f),

(b) licha, je—i f(—x) = —f(x) pro v8echna x € D(f).

(2) Necht p > 0 a defini¢ni obor je p—periodicka mnozina (ij.

x € D(f) = x + p € D(f)). Rekneme, Ze f je periodicka s periodou p,
jestlize f(x + p) = f(x) pro vSechna x € D(f).
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Definice

Necht' f,g : R — R, H(g) N D(f) # 0. SloZzenim funkci f a g rozumime
funkci f o g definovanou takto: D(f o g) = {x € D(9) : 9(x) € D(f)},

(fo9)(x) = f(g(x)) x € D(f o g)

Funkci f fikame vnéjsi a funkci g vnitini funkce funkce f o g.

Priklad

(a) f(x) = sinx, g(x) = x2. fo g =2.

(b) f(x) = x?, g(x) =sinx. fog =?.

(b) f(x) = x2, g(x) = sinx, h(x) =Inx. fogoh="2.

Poznamka
Necht f je prosta. Pak

vxeD(f) : FI(f(x)=x a YyeD(): f(rly)=y.
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Elemetarni funkce jedné proménné

Funkci f: R — R je opravdu hodné. My zname (ze zakladni a stfedni
Skoly) pouze malou skupinu specialnich funkci — fikame jim
elementarni funkce. Elementarni funkce rozdélujeme na:

@ mocninna funkce: f(x) = x*, a € R,

@ exponenciélni funkce: f(x) = a*, a> 0,

© logaritmicka funkce: f(x) =log, x, a € (0,1) U (1, c0),
© trigonometricka funkce: sin, cos, tg, cotg,

@ cyklometrické funkce: arcsin, arccos, arctg, arccotg,
© hyperbolické funkce: sh, ch, th, cth,

@ hyperbolometrické funkce: argsh, argch, argth, argcth,
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Casto se mezi elementarni funkce fadi i funkce vzniklé algebraickymi
operacemi a skladanim z vySe zminénych funkci. Napf.

@ Polynomialni funkce:

1

f(x)=apnx"+ap_1x""+...+aix+ay

kdeneN,a eR,i=0,...,n
@ Racionalni funkce:

f(x) = P(x)/Q(x),

kde P a Q jsou polynomidlni funkce.

Mezi zakladni dovednosti a znalosti studenta patfi nakresleni grafu
elementarnich funkci a znalost jejich vlastnosti. Budou na zkousce
vyzadovany. Tyto védomosti se budou hodit porad!
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Funkce vice proménnych

Nyni se podivejme na funkce, jejichz definiéni obor je podmnozinou
RN, N € N (pfipad N = 1 jsme préavé probrali).

Poznamka

Méjme f: RN = R, (xq, ..., xn) € D(f). Pro jednoduchost budeme
funcni hodnotu funkce f v bodé (x, ..., xy) misto f((x1,...,Xn)) psat
f(X1,...,XN). )
Poznamka

Je-li funkce f dana predpisem a neni urCen jeji definiCni obor, pak
definiénim oborem budeme rozumét mnozinu vSech usporadanych
N-tic, pro které ma predpis funkce smysl — nazyvame jej pfirozenym
defininim oborem.
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Priklad
Defini¢ni obor funkce

f(x,y) =1 —-x2—y?
je zfejmé mnozina
D(f) = {(x,y) e R?: x® + y? < 1},

tedy uzavreny jednotkovy kruh (kruh o poloméru 1 se stfedem v
pocatku).
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Zobrazovani graft funkci vice proménnych je jiz pomeérné slozity
problém. Lepsi predstavu o prabéhu funkce dvou a tfrech proménnych
nam muze dat nasledujici pojem.

Definice

Necht f : RN — R.Hladinou funkce f pfislugné k &islu ¢ (nebo—li
c-hladinou funkce f) nazyvdme mnoZinu

He ={(x1,...,Xxn) € D(f) : f(x1,...,Xn) = C}.

Priklad
Nacrtnéte hladiny funkce

f(x,y)=1/1—x%—y2
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Operace s funkcemi vice proménnych

Algebraické operace jsme zavedli jiz na zacatku prednasky. Podivejme
se na skladani funkci.

Definice
Necht f: R™ — R, g1, 92, - - -, 9m : R” — R jsou takové, ze
D(g)=AVi=1,....m A {(g1(x),...,9m(x)) : x € A} C D(f).

Pak sloZzenim funkci f a g1, ..., gm rozumime funkci F : R — R (n
proménnych) definovanou vztahem

F(Xt,....xn) = f(g1(X1, .-y Xn), -, Gm(X1, - - -, Xm))

pro kazdé (xi,...,Xn) € A (tedy D(F) = A). Funkci f nazyvdme vnéjsi
funkci funkce F a funkce gy, ..., gm nazyvame vnitfnimi funkcemi
funkce F. Zna¢ime F = f(g1,...,9gn) nebo F = fo (g1,...,9Nn)-
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Priklad
Necht
flu,v) =u?+v®  prokazdé (u,v) € R?,
91(x,y,z) =xyz  prokazdé (x,y,z) € R,
9(x,y,2)=x+y  prokazdé (x,y,z) € RS
Pak slozena funkce F = f(g1, g2, g3) ma predpis

F(x,y,z) =x?y?22 + (x +y)®  prokazdé (x,y,z) € R3.
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Definice

Prokazdé i = 1,..., N rozumime i—tou projekci v RN funkci
M; : RN — R definovanou vztahem

Mi(x1,....,Xa) =%  prokazdé (xq,...,xy) RN

Definice
Elementéarni funkce N proménnych jsou funkce vzniklé pomoci
algebraickych operaci (tj. s¢itani, nasobeni, od¢itani a déleni) a
operace skladani z téchto funkci:

@ konstantni funkce N proménnych,

@ elementarni funkce jedné proménné,

© projekce v RV,
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Ztejmé z konstantnich funkci a projekci miizeme pomoci operace
nasobeni vytvorit funkce majici predpis

_ A~k R Kn
g(Xq, .., XN) = CX X7 L XY J

kde c € R, ki € Ngprokazdéi=1,...,n.

Funkci g budeme nazyvat jedno¢lenem stupné ki + ... + k, = m.
Soucet libovolného (kone¢ného) poctu jednoclenl stupné nejvySe m
nazyvame polynomem v RN stupné m. Napfiklad

P(x1, X2, X3) = 3XZXoX5 + 4X1 X3 X3 — 2X1 Xo J

je polynom stupné 8.
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Definice

Polynom P v R™ nazveme homogennim polynomem stupné k, jestlize
plati
P(txq, ..., ) = t“P(xq, ..., Xp)

pro kazdét € R a (xq,...,Xn) € R".

Priklad
Polynom
P(x1, X0, X3) = 3x2xox35 + 2x8 — 3x1 x4 + 4xq xox8

je homogenni polynom stupné 8. VSimnéte si, Ze vSechny jednocleny,
ze kterych je tento polynom sestaven jsou stupné 8. To neni nahoda.
Homogenni polynomy jsou souétem jednoclend o stejném stupni.
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Poznamka

Homogennimu polynomu stupné k se Casto fika forma k—tého stupné
(hapeme-—li prvky z RN jako vektory). Homogenni polynom prvniho
stupné (formou prvniho stupné; linearni formou) v RN je zobrazeni
definované predpisem

I(X1,...,Xn) = C1Xq + ...+ CNXN
pro kazdé (xi,...,xy) € R", kde cq, ..., cy € R.

Homogennim polynomem druhého stupné (formou druhého stupné;
kvadratickou formou) v RN je zobrazeni definované pfedpisem

N
K(X1,...,XN) = Z ajiXix;
=1

pro kazdé (xi,...,xy) € RV, kde aj e Rproi,j=1,...,N.
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Priklad

Funkce

2
k(X1 , X2, X3, X4) =Xy — 2X4 X3 + 3XoX4 — X3X4
je kvadraticka forma v R*.
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P¥i vySetrovani tzv. lokalnich extrému funkci N proménnych budou mit
pro nas zasadni vyznam formy stupné jedna a dva, tzn. linearni a
kvadratické formy. Grafem linearni formy je rovina prochéazejici
pocatkem. Grafem kvadratické formy jsou specialni pfipady kvadrik —
muze jit o rotaCni paraboloid, sedlovou plochu apod.

Priklad

Nacrtnéte grafy funkci

(a) f(x,y) = 2x — 3y,

(b) f(x,y) = x2 + y2,

() f(x,y) = xy.

Urcete, které z funkci jsou homogenni polynomy (formy) a urcete jejich
stupen. Navod: S vyhodou Ize vyuzit pojem hladiny funkce.

v
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