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Posloupnosti realnych Cisel

Ze stfedni Skoly asi znate pojem nekonecné posloupnosti realnych
Cisel. Jedna se o jakousi nekonecnou ,frontu” Cisel — kazdé Cislo v ni
ma své misto, ma svého predchidce (kromé prvniho prvku) a svého
nasledovnika. Napf. posloupnost

1,1/2,1/4,1/8,1/16,1/32, ...

znate jako tzv. geometrickou posloupnost, jejiz prvni prvek je roven
jedné a kvocient jedné poloviné. Dullezité je zde poradi konkrétniho
Cisla, napf. 1/4 je treti prvek, 1/16 je Ctvrty prvek, apod.
Posloupnost muze byt ale tfeba i takova

22,2 2,....

(tzv. konstantni posloupnost) — jde o0 geometrickou posloupnost s
kvocientem rovnym jedné.
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Formalné definujeme posloupnost takto:
Definice

Realnou funkci jejimz definiénim oborem je mnozina vSech
prirozenych ¢isel nazyvame posloupnosti realnych Cisel.

Pro posloupnost a : N — R pouzivame nasledujici oznaceni:
@ ap namisto a(n) — nazyvame n—ty ¢len posloupnosti,
@ {ap}°°, namisto a— posloupnost {an}>° 4,
@ {a,: ne N} misto a(N) — mnozina hodnot prvkid posloupnosti
{an}pis-
Posloupnost byva zadana
@ vyctem jejich ¢lend - napf.

1,2, 4,8, 16,...,

@ predpisem pro vypoéet n—tého prvku - napt. a, = 2" 1,
@ rekurentnim vzorcem - napf. a,, 1 =2approne N, a; = 1.
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Graf posloupnosti

Protoze posloupnost redlnych Cisel je realna funkce jedné realné
proménné, graf posloupnosti je jiz vlastné definovan.

Je to velmi dulezity prostfredek pro pochopeni pojmi souvisejicich s
posloupnostmi.
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Monoténni posloupnosti
Casto se budeme setkavat s nasledujicimi typy posloupnosti.
Definice
Rikame, Ze posloupnost {a,}>° , je
(a) neklesajici, jestlize
any1>an YneN,

(b) rostouci, jestlize
apy1 > an VneN,
(c) nerostouci, jestlize

ant1<ap VneN,

(d) Kklesajici, jestlize
anyi1 < an vV neN,

4
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Definice
(e) monotonni, jestlize je neklesajici nebo nerostouci,
(f) ryze monotonni, jestliZe je rostouci nebo klesajici,

Napt. {1/n}2°, je klesajici, {n?}>°, je rostouci, {(—1)"}°, neni
monotonni, konstantni posloupnost je nerostouci i neklesajici zaroven.
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Omezené posloupnosti

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {an}o2 4 Jje

(a) zdola omezena, jestlize je mnoZina {a, : n € N} zdola omezena,
nebo—li
dJKeRVneN ap>K,

(b) shora omezena, jestlize je mnozZina {a, : n € N} shora omezena,
nebo—li
JKeRVNneN a, <K,

(c) omezena, jestlize je mnoZina {a, : n € N} omezena, nebo—li

dJKeRVneN |ay <K.

Napr. {(—1)"}%2, je omezena, {n}?° , je omezena zdola a neni
omezené shora, {1/n}°° , je omezend, {(—3)"}> ; neni omezena ani
shora ani zdola, apod.
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Limita posloupnosti

U posloupnosti nas bude predevsim zajimat, jakych hodnot nabyvaji
jeji prvky s ,hodné velkymi“ indexy. Jinak fe¢eno (opét nepresng),
zajima nas, co se déje s prvky a, jestlize n roste ,do nekonecna.”
Priklad

UvaZujme posloupnost {1/n}> ;. Co Ize vyCist z grafu této
posloupnosti? K cemu se ,pribliZuji* hodnoty 1/n posloupnosti, kdyZz
index n stale zvétsujeme?

Odpoveéd zni, Ze se neomezené priblizuji k nule. Proc? A co znamena
~,heomezene priblizovat se k nule?” Potfebujeme presnou definici.

Proc je dulezité slovo neomezené? Napf. jak je to s pfiblizovanim
posloupnosti {1+ 1/n}>° ; a {1/n}> ; knule?
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Pokus o konstrukci definice vlastni limity posloupnosti

Zabyvejme se nejprve nasledujici vétou:

Prvky posloupnosti nezapornych realnych Cisel {a,}7° ; se pro
rostouci index n neomezené priblizuji k nule .

Jak si to predstavit? Jak tuto predstavu presné zformulovat pomoci
symboll vyrokové logiky?
Uvazujme posloupnosti

1 (o)
{7}n:1> { +0 1}n 1) { n n 1 { +0 000001}n 1y
n 2

Které ,se priblizuji k nule”? A které ne? ProC? V ¢em je mezi nimi
rozdil? Co zapfiCini, ze nékteré jdou k nule a nékteré ne?
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Pokus o konstrukci definice vlastni limity posloupnosti

Muzeme zformulovat definici pro definici nulové limity pro posloupnost
S nezapornymi prvky:
Definice

Posloupnost {an}° ; nezapornych Cisel ,jde k nule”, jestliZze ke
kazdému e > 0 existuje index ng € N, Ze pro kazdy index n € N plati,
ze je—li n > ng, pak a, < €, zkracené:

Ve>0dng e NVneN:n>ny=—an<e
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Pokus o konstrukci definice vlastni limity posloupnosti

Nyni jsme pfipraveni k odvozeni definice vlastni limity posloupnosti.
Jak chapat vétu:

Prvky posloupnosti realnych Cisel {a,}7°  se pro rostouci n
neomezené priblizuji k readlnému Cislu a € R.

To si asi mGzeme predstavit tak, ze posloupnost

{lan — al}32s ]

vzdéalenosti prvkid posloupnosti {a,}7° ; od Cisla a pljde k nule.
VS§imnéme si faktu, ze tato posloupnost ma nezaporné Cleny! Staci
tedy preformulovat nasi definici z pfedchoziho slajdu.
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Definice (vlastni) limity posloupnosti

Definice

Je dana posloupnost {a,}° ; a Cislo a € R. Rikame, Ze aje (vlastni)
limitou posloupnosti {an}7° ; jestlize ke kazdému e > 0 existuje ng € N
tak, Ze pro vSechna n € N plati

n>ny = lap—al <e.

Rikame, ze posloupnost {an}7 ; konverguje k &islu a (posloupnost
{an}>°, ma vlastni limitu a), piseme lim a, = a.
B n—o0

Fakt nILm an = a se tedy zapise takto

Ve >03ng e NVne N (n>ny = |an— a| <e). J
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Vyrok

Ve >03dng e NVneN(n>ny = |ap—a| <e) J

Ize napsat jako

Ve>03ng e NVne N (n>ny = ap € U(a)) J

a tedy jako

VU(a) 3ng e NVYne N (n>ny = a, € U(a)). J

Je dobré chapat v§echny kroky. VS§imnéte si, Ze definici Ize Fict bez e —
jen s pomoci okoli bodu a.
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Zapis vyroku z definice Ize jesté zjednodusit. Nejprve predstavme
nasledujici definici:

Definice
Necht V(n), n € N je vyrokova forma. Rekneme, ze

V(n) plati pro skoro vSechna n € N

jestlize existuje ny € N tak, ze pro vSechna n € N, n > ng plati V(n).

V.

Vyrok

YU(a) Ing e NVne N (n>ny = an € U(a)) J

Ize tedy prepsat na

VU (a)(an € U(a) pro skoro vSechna n € N). J
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Dokazme, ze nlim 1/n = 0. Mame dokazat, ze plati
— 00

Ve >03dng e NVne N (n>ny = |an— a| < e), J

proa,=1/naa=0.
Zvolme tedy € > 0. K nému je potfeba najit index ny takovy, ze pro
vSechny indexy n € N, které jsou vétsi nebo rovny ng plati
[1/n—0] <e.
Upravime posledni nerovnost a ziskame
n>1/e.
Z toho jiz snadno lze zjistit, Ze polozime—li ny = [1/€] + 1, pak implikace
n>n = n>1/e

plati. Kreslete si obrazek!
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Nevlastni limita

Priklad
Uvazujme posloupnost {n?}. Co Ize vyéist z grafu? K demu se pFibliZuji
hodnoty pro n jdouci do nekonecna?

Odpoved': K Zadnému realnému cislu. Hodnoty ,rostou neomezene,”
kdyZ n roste nade vSechny meze. Jak to popsat matematicky?

Priklad
Nebo co tfeba posloupnost {—n®} ? Prvky zase klesaji neomezené.

Opét potrebujeme presnou definici.
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Definice nevlastni limity

Definice
Je dana posloupnost {an} 72 4.

(a) Rikame, ze {an}p2 4 ma (nevlastni) limitu oo, jestlize ke kazdému
L € R existuje index ny € N tak, zZe pro vSechna n € N plati

n>ny — ap>L.
PiSeme lim a, = oo.
n—oo

(b) Rikame, ze {an}52 1 mé (nevlastni) limitu —oo, jestlize ke kazdému
L € R existuje index ny € N tak, ze pro vSechna n € N plati

n>n — an<L

PiSeme lim a, = oo.
n—oo

tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 25. tnora 2011 17 /34



Definujeme pojem okoli ,nevlastnich“ bodd +occ. Pro L € R definujeme
mnoziny

Up(oo) ={xeR:L<x} a U(-oo)={xeR:L>x} J

jako L—okoli bodu +oo (zkrécené piSeme U(oo), U(—o0)).
Pak Ize definici limity co (podobné pro —oo)

VLeR3Ing e NVneN (n>ny = ap > L), J

napsat jako

VLeR3ng e NVne N (n>ny = ap € Uy(0)), J

a poté prepsat jako

Vid(0o) Ing e NVNe N (n>ny = ap € U(c0)). ]

VSimnéte si, Ze jde o stejny zapis jako u vlastni limity.
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Limita posloupnosti

Pojem vlastni a nevlastni limity Ize tedy napsat do jedné definice - s
vyuzitim pojmu okoli bodl z R*.

Definice

Je dana posloupnost {an}>° ; a Cislo a € R*. Rikame, ze a je limitou
posloupnosti {an}> ; jestlize ke kazdému U/(a) existuje index ny € N
tak, Zze pro vSechna n € N plati

n>ny = ap<U(a).

PiSeme lim a, = a.
n—oo
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Existence a jednoznacnost limity

Definice mame za sebou. Ted je tfeba se ptat: Ma kazda posloupnost
limitu? MGze mit posloupnost vice jak jednu limitu?
Odpoved zni v obou pfipadech ne.
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Jednoznacnost limity

Nejprve odpovime na druhou otazku: Kolik limit mize posloupnost mit?

Véta
K dané posloupnosti existuje nejvyse jedna limita.

Dukaz
Je tfeba dokazat, Ze nenastane ani jedna z nasledujicich situaci:
(a) Existuji a, b € R, a+# b tak, Ze Iim ahn—=aa Iim an=>b,

(b)

(c) existuje a € R tak, Ze I|m ap=aa nI|_>m an = —o0,
(d)

existuje a € R tak, Ze I|m ap=aa lim a, =
n—oo

lim a, = a I|m apn = —00.
n—oo

Stru¢na odpovéd': bud zadnou nebo jen jednu.
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Existence limity

vvvvvv

{1/n}%2., mé limitu. Jak pozdéji dok&zeme, existuji posloupnosti, které
limitu nemaji (napf. posloupnost {(—1)"}7° ; nema limitu).
Véta
Kazda monotonni posloupnost ma limitu. Je—li posloupnost {an}5°
neklesajici, pak

nIi_)moo anp =sup{an: neN}.

Je—li posloupnost {an}5°  nerostouci, pak

nIi_)moo ap =inf{a,: ne N}.
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Priklad
(a) Je—lig € (0,1), pak je posloupnost {q"}> , klesajici, dokonce
plati
lim q@" = 0.

n—o0

(b) Je—li o > 0, pak je posloupnost {n“}> , rostouci, dokonce plati

lim n® = co.
n—oo

(c) Je—li o < 0, pak je posloupnost {n*}°° , klesajici, dokonce plati

lim n® =0.
n—oo

(d) Konstantni posloupnost {c}>° ; (kde ¢ € R) je nerostouci i
neklesajici zaroven. Ma limitu rovnu ¢islu c.
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Monotonni, omezené a konvergentni posloupnosti

Nasledujici vyroky zkuste dokazat

Véta

Kazda posloupnost majici viastni limitu je omezena.

KazZda posloupnost majici limitu oo je zdola omezena, shora
neomezena.

Kazda posloupnost majici limitu —oco je zdola neomezena, shora
omezena.

KaZzda nerostouci posloupnost je shora omezena.

Kazda neklesajici posloupnost je zdola omezena.

KaZda neklesajici shora omezena posloupnost ma viastni limitu.
Kazda nerostouci zdola omezena posloupnost ma vlastni limitu.
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Aritmetika limit posloupnosti

Definice neni vhodnym néstrojem pro praktické pogitani limit. Rika
pouze to, zda je Ci neni dana hodnota a limitou dané posloupnosti
{an}kp” .

Potfebujeme néjaka tvrzeni, na zakladé nichz bychom mohli efektivné
pocitat limity posloupnosti. Napf. mame-li dvé posloupnosti {an}> ;,
{bn}s2 4, které konverguiji k Cislim po fadé a, b, radi bychom védeéli, k
¢emu konverguije posloupnost {a, + bp}> ;.

Priklad
(@) a,be R, (b)a=o0,beR,(c)a= oo, b=—cc. J

Jak je to s nasobenim, odCitanim délenim posloupnosti a jejich
limitami?

Je potfeba probrat celou fadu pfipadu. My si ukazeme jen hlavni
vysledky.
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Véta
Necht {an}2 1, {bn}>2 1 jsou posloupnosti realnych Cisel majici limitu
(vlastni i neviastni). Pak

lim a,+ b, = I|m ap = I|m bn,
n—oo

lim apb, = ( lim a,)( lim by),
n—oo n—oo n—oo
an nli—r;nooa
nll_r)noo b, — Tm by (b,, #0VneN)

n— OO

Jsou—li operace na pravych stranach definovany.

Dikaz
Soucet dvou konvergentnich posloupnosti
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Poznamka

Definujeme operace na R* = R U {400} takto:
Pro kazdé ae R
a4 oo = +o0,

+
a>0 = a-(foo)==to0, %::too,

+
a<0 = a-(:too)::Foo,%::Foo,
a j—
+o0
|4 00| = oo,
+00 + 00 = 00, —00 + (—00) = —00,

(Fo0)(Fo00) = 0, (£00)(Foo) = —o0.
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Nasledujici vyrazy nedefinujeme (nepfifazujeme jim hodnotu)

+oo :I:oo

0 (£00), 400 + (—00), — o0’ Foo’

fikdme jim neurcité vyrazy.

Proc€ je nedefinujeme? Viz nasledujici priklad:

Priklad

Je—li

(@) an=1/n, by = n, paklim,_o anby, =limp001 =1,
(b) an=1/n, by =n?, paklim,_.o. @nbp = lim,_.oo N = 00

Zavér: Existuji dvé dvojice posloupnosti, v nichZ jedna jde k nule,
druha do nekonecna. Pritom limity soucinu téchto dvojic jsou ruzné.

Nelze tedy definovat vyraz 0 - cc.
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DalSi dulezité vety

Véta
(O monotdnnosti limit) Necht {an}o° 1, {bn}3 1 jsou posloupnosti
majici limitu a plati

an < bp vn e N.

Pak lim a, < lim bp.
n—oo n—oo

Véta
(dodatek) Necht {an}> 1, {bn}72 ¢ jsou posloupnosti, pro které plati

an < bp vn € N.

Jestlize lim ap = oo, pak lim by = oco.
.y M0 n—co
Jestlize lim b, = —o0, pak lim a, = —occ.
n—oo n—oo
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Priklad
Dokazte, ze lim n! = cc.
n—oo

Reseni. Plati
n<nl vn e N.

Protoze nli_}m n = oo, pak diky dodatku k vété o monoténnosti plati
oo

lim n! = co.
n—oo
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Véta
(o trech posloupnostech, o dvou policajtech) Necht {an} X ¢, {bn}52 4,
{en}oe 4 jsou posloupnosti takove, Ze plati

anSbnSCn vnENa

lim a, = I|m Cn.
n—oo

Pak existuje lim by, a plati
n—oo

lim a, = I|m by = I|m Cn.

n—oo
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Priklad
Dokazte, Ze Jim q"=0,proqe(-1,0).
Reseni. Plati

—lqI" < q" <|q|".
Vime jiz, ze lim |g|"=0a lim —|g|" = — lim |g|” = 0. Z véty o tfech
n—oo n—o0 n—o0
posloupnostech plyne
lim q" = 0.
n—oo
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Bolzanova—Cauchyova podminka

Definice

Rekneme, Ze posloupnost reainych &isel {an}52 4 je cauchyovska,
jestlize

(Ve > 0)(3ng e N)(Vm,ne N)((m>ng An>ng) = |am— an| < ¢).

Véta
(Bolzanova—Cauchyova nutna a postacujici podminka konvergence)
Posloupnost ma vlastni limitu prave tehdy, kdyz je cauchyovska.

V.

Tato véta nam fikd, ze pojem cauchyovské posloupnosti je ekvivalentni
s pojmem konvergentni posloupnosti majici vlastni limitu. Pouzivameiji

¢asto v dukazech k tomu, abychom dokazali, ze dana posloupnost ma

vlastni limitu.
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