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Vybrané posloupnosti

Casto budeme z posloupnosti tvofit jiné posloupnosti tak, ze vybereme
nekteré jeji prvky. To ale nebudeme délat Upliné libovolnym zptisobem.

Definice

Necht {as}°° , je posloupnost reéinych Cisel, {kn}°° , je rostouci
posloupnost pfirozenych Cisel. Pak posloupnost {b,}3° ; definovanou
vztahem

b = ak vneN

n

nazyvame podposloupnosti vybranou z posloupnosti {an}5° ;.
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Priklad
Vezmeme-li za posloupnost {an}?° ; geometrickou posloupnost

2,4,8,16,32,64,128, ...
aki=2 k =4,k =6, ..., pak posloupnost {bp}>* ; = {ak,}>>; je
4,16,64,256,1024, ...

Jde tedy o vybranou posloupnost z posloupnosti {a,}7° ;. Naopak

posloupnost
4,16,16,64,64,128,1024, ...

vybranou posloupnosti z posloupnosti {a,}7° 4 neni. (PROC?)
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Véta
Ma—li posloupnost limitu, pak kaZda posloupnost z ni vybrana ma také
limitu a obé jsou stejné.

Z této véty plyne dllezity dusledek.

Dasledek

Lze—li z dané posloupnosti vybrat dveé podposloupnosti majici rizné
limity, pak tato posloupnost nema limitu.

Odtud Ize ukazat, Ze nap¥. posloupnosti {(—1)"}> , {(—2)"}72,
{(=1)"n}e., nemaji limitu.
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Jak uz vime, tak kazda posloupnost nemusi mit limitu. Nicméné Ize Fict
aspon néco o existenci limity podposloupnosti.

Véta

(Weierstrassova) Kazda omezena posloupnost ma konvergentni
podposloupnost (tj. majici viastni limitu).

Dukaz J

Véta

KazZda posloupnost, ktera neni omezena shora ma podposloupnost
majici nevlastni limitu oc.

KaZda posloupnost, ktera neni omezena zdola ma podposloupnost
majici nevlastni limitu —oc.

Dikaz
Dobrovolny ukol (uzavérka za 14 dni)

v
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Hromadné body posloupnosti

Priklad

Posloupnost {(—1)"}> ; je omezena a nema limitu. Vybereme-li z ni
podposloupnost pro k4 = 1, ko = 3, k3 = 5, ... (liché indexy)
dostavame konstantni posloupnost {—1}%° ; majici limitu —1.
“Vezmeme-li prvky se sudymi indexy”, dostavame konstantni

posloupnost {1}°° , majici limitu 1. Témto hodnotam budeme fikat
hromadné body posloupnosti — viz nasledujici definici.

Definice

Necht {an}° , je posloupnost realnych Cisel. Cislo
a c R* = RU {+o00} nazveme hromadnym bodem posloupnosti
{an}?2 4, jestlize existuje vybrana podposloupnost {ax, }° ; tak, ze

lim a, = a.
n—oo
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Limes inferior a limes superior

Definice

Necht {an}2° , je posloupnost redlnych cisel. Nejmensi hromadny bod
posloupnosti {an}°° ; nazyvame limes inferior a znac¢ime

liminf a,.

n—oo
Nejvetsi hromadny bod posloupnosti {an}7° ; nazyvame limes superior
a znacime

lim sup ap.
n—oo

Z predchoziho plyne, Ze napt. posloupnost {(—1)"}>° ; ma dva
hromadné body —1 a 1. Je jasné, ¢emu budou rovny limes superior a
inferior této posloupnosti.
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Vztah mezi hromadnymi body posloupnosti a limitou

Véta
Necht {an}5° | je posloupnost realnych Cisel. Pak existuje |Inl“1 inf ap,

limsup a, a plati
n—oo

I|m |nf an < limsup a.
n—oo

Je—li navic
I|m mf an = limsup ap,

n—oo

pak existuje lim a, a plati
n—oo

lim a,,_llmmfa,, limsup ap.
N—00 n—oo
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Poznamka
Z predchozi véty plyne, ze je—i

liminfa, < limsup a,
n=rc0 n—o0

pak lim a, neexistuje.
n—oo

... dokonce plati vic:

Véta
Posloupnost ma limitu prave tehdy, kdyZ ma jediny hromadny bod (ten
je roven limite).
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Uvazujme specialni pfipad podposloupnosti posloupnosti {a,}> ;:
bn = anip

kde p € N. Jednu implikaci v nasledujici vété vime z jedné z
predchozich vét (KTEROU?). Druh4 je specialitou této specialni
podposloupnosti.

Véta
Necht {an}%° | je posloupnost realnych Cisel, p € N. Pak existuje limita

posloupnosti {an}$ | pravé tehdy kdyZz existuje limita posloupnosti
{ansp}> . V pfipade, Ze existuji, jsou si rovny.

Tato véta je velmi uzite¢na. Napfiklad pomoci ni mizeme jednoduse
pocitat limity...

Priklad
Vypoctéte limity posloupnosti {n/2"}%° ., {2"/nl}°° ,. — na cviceni... J
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... aje pfinosnd i pro teorii: Pomoci ni muzeme zobecnit nékteré véty
pro limity posloupnosti.

Dusledek
Necht existuje ny € N tak, Ze

ant1 > an Yn> ng.

Pak posloupnost {an}5° ; ma limitu.

Odkud to plyne?

Jan Tomecek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 1. bfezna 2011 11/35



.. hebo tfeba ...
Dusledek

(o tfech posloupnostech, o dvou policajtech) Necht {an} o2 1, {bn}2 4,

{en}oe 4 jsou posloupnosti takove, Ze plati
an<bp,<ecp vn > no,

kdeny e N a

lim a, = I|m Cn.
n—oo

Pak existuje lim b, a plati
n—oo

lim a, = I|m b, = I|m Cn.

n—oo

.. snadno Ize zformulovat a dokazat i dalsi dfive uvedené véty ...
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Posloupnosti v RV

Nyni se podivejme na posloupnosti N—tic realnych Cisel (,vektort®).
Nejprve definice posloupnosti usp. N-tic:

Definice

Zobrazeni a: N — RN (tedy D(a) = N) budeme nazyvat posloupnosti
N—tic realnych ¢isel (,N—-slozkovych vektord*).

Pro posloupnost a : N — RN pouzivame nésledujici oznagéeni:
@ al”l namisto a(n) — nazyvame n—ty &len posloupnosti,
e {a"}* . namisto a — posloupnost {al"}% .,

e {al" : n € N} misto a(N) — mnozina hodnot prvkd posloupnosti
{almye,.

Jan Tomecéek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 1. bfezna 2011 13/35



Opét mnozina (prostor) RN

NeZ se pustime do vySetfovani posloupnosti vektor(, pfipomeneme si
a roz$ifime nékteré pojmy souvisejici s metrickym prostorem RN.

Ze stfedni Skoly znate (pro N = 2, 3) pojem skalarni soucin vektoru
definovan jako

N
X,y eRN: (x,y) = Xy
i=1

(jaky znate geometricky vyznam?)
Dale mozna znate velikost vektoru (tzv. euklidovska norma vektoru)

xRV x| = /xx) =
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A nakonec vzdalenost dvou vektort (euklidovska metrika)

x.y eRN: de(xy) = Ix—yl=Vix—y.x—y) =

Proto se ndam muze jevit metrika dg (da se dokazat, ze jde skute¢né o
metriku v RN, napt. A—nerovnost plyne z Minkovského nerovnosti —
dal$i doméci tkol) jako nejpfirozengjsi v RV. Pokud nebude Fedeno
jinak, budeme symbolem RN rozumét vzdy metricky prostor (RN, dg).

Poznadmka
(Cauchy-Schwarzova nerovnost) Je—li || x|| = \/(x, x), pak

x,yeRY = |0y < |Ixlllyl-
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Opét okoli bodu

Jak uz vime, e—okoli bodu a € RN definujeme jako
U(a) = {x eRN : dg(x, a) < €}
tedy jako tzv. N—dimenzionalni kouli (uvédomte si pfipady N = 1,2, 3)

o stfedu v bodé a a poloméru e.
Redukované e—okoli bodu a € RN definujeme jako

Re(a) = {x e RN :0 < de(x,a) < e} =U(a)\ {a}
(uvédomte si pripady N = 1,2, 3).
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Graf posloupnosti

Tento pojem nebudeme pro N > 1 na této prednasce definovat.
Samoziejmé je vzdy zadouci mit o pojmech néjakou vizualni
predstavu. Jako nejvyhodnéjSi se jevi zobrazit si prvky posloupnosti

pro N = 2,3 jako body v roving, prostoru (pro N = 1 mame graf
definovan).
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Omezené posloupnosti

Co intuitivné chapeme omezenou posloupnosti? Asi bychom tento

pojem mohli definovat rizné. My pouzijeme definici, kterou Ize pouzit v
libovolném metrickém prostoru.

Definice

Rekneme, Ze posloupnost {all}>e . c RN je omezena, jestlize existuje
K e R aacRN tak, Ze

VneN: dg(a a) < K.
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Limita posloupnosti
Definice je formalné témeér stejna jako definice limity posloupnosti
realnych Cisel. Budeme zde ovSem definovat pouze vlastni limitu.

Definice

Je dédna posloupnost {al}>e . < RN a &islo a € RN. Rikdme, Ze a je
limitou posloupnosti {al™}> . (vRN), jestlize ke kaZzdému U(a) existuje
index ng € N tak, Ze pro vSechna n € N plati

n>ny = aeu(a).

Piseme lim,_ a = a.

Definici limity I1ze zfejmé psat i takto (bez pojmu okoli)

Ve>03npeNVneN(n>n = dg(a™ a)<e).
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Definici limity Ize zfejmé psat ve tvaru (bez pojmu okoli)
Ve>03n eNVneN(n>ny = dg(a a)<e).

Vzpomeneme-li si na limitu posloupnosti realnych Cisel, pak Ize tvrdit
toto.
Véta
i lim g = SV 5 i Nl g) —
Plati nl|_>moo a! = a pravé tehdy kdyz nl|_>moo de(a™, a) =0.

Jinymi slovy: Posloupnost vektor konverguje k vektoru pravée tehdy,
kdyz posloupnost vytvofena z vzdalenosti prvkl dané posloupnosti od
tohoto vektoru konverguje k nule.
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Budou nés zajimat podobné otazky jako u limity posloupnosti realnych
Cisel — jednoznacnost, existence, aritmetika limit, vztah omezené
posloupnosti a konvergentni posloupnosti, Bolzanova—Cauchyova
véta, Weierstrassova véta a dalsi. Jak uz je v matematice zvykem,
pokud uz néco umime, je dobré prevést nové problémy na ty staré — jiz
vyreSené. Misto toho abychom délali novou teorii, pfevedeme nase
Gvahy na posloupnosti realnych Cisel — tedy to co uz umime.
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Tim mostem mezi teorii posloupnosti realnych Cisel a posloupnosti
N—tic realnych Cisel bude nasleduijici véta (déle se na ni budu
odvolavat jako na ,pfemostovaci“ vétu):

Véta
Pro posloupnost {al}>° , ¢ RN a a € RN plati

ima”=a <« Ima"=aproi=1,..N.
n—oo n—oo
kde a" = (a" & ... all), a=(a,...,an).

Ddkaz
Pro jeji dulezitost si uvedeme jeji dikaz
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Véta ma tfeba néasledujici prakticky vyznam.

Priklad
Posloupnost {(1 + )7, 2"} . konverguje k (e, 0), protoze

Iim(1-|-1)”:e a lim27"=0.

n—o00 n n— o0

Nicméné véta resi i otazky jednoznacnosti a existence, resi
problematiku aritmetiky limit posloupnosti v RV, atd.

Véta
Existuje nejvyse jedna limita posloupnosti v RN.

vvvvvv

staci tuto otazku prevést na otazku existence limit posloupnosti slozek
prvkl této posloupnosti.
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Omezené a konvergentni posloupnosti

Lze Fict pouze toto:
Véta
Kazda konvergentni posloupnost je omezena. J

Opacna implikace neplati (stejné jako u posloupnosti redlnych Cisel).
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Aritmetika limit posloupnosti

Definice neni opét vhodnym néstrojem pro praktické pocitani limit.
Ovsem z ,premostovaci“ véty a po urcitém Usili (ne moc usilovném)
plyne nasleduijici.

Véta

Necht {al}yoc | {plM}ee . RN jsou konvergentni posloupnosti,
{An}o2 4 je posloupnost redlnych Eisel majici viastni limitu. Pak

lim all + bl = |im al” + lim bl
n—oo n—oo n—oo
lim Apa™ = lim A, lim a,
n—oo n—oo n—oo
im (alfl plrly — ¢ im a7 fim plrl ]
nll_)moo<a b )_<nll_>mooa ,nll_)moob ), (Ddua)

' (M plaly — im al_ lim pl7 ]
nll_)moodE(a b )_dE(nI|_>mooa ,nll_>moob ). (Ddu)
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Bolzanova—Cauchyova podminka

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {al™}>° , je cauchyovska, jestlize

(Ve > 0)(3ng € N)(Ym,n € N)(ny < mA ng < n= dg(a™, a) < e).

o’

Véta
(Bolzanova—Cauchyova nutna a postacujici podminka konvergence)
Posloupnost ma vlastni limitu prave tehdy, kdyz je cauchyovska.

Dikaz
Dikaz této véty se opéet vede s vyuZitim ,pfemostovaci* véty.

4

Tato véta nam ¥ika, ze pojem cauchyovské posloupnosti je ekvivalentni
s pojmem konvergentni posloupnosti. Pouzivame ¢asto v dikazech k
tomu, abychom dokazali, Ze posloupnost ma limitu.
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Vybrané posloupnosti

Definice bude stejna jako u vybrané posloupnosti realnych Cisel. Neni
tedy tfeba komentovat definici. Plati podobné véty jako u posloupnosti
realnych Cisel.

Véta

Ma—li posloupnost limitu, pak kazda posloupnost z ni vybrana ma také
limitu a obé jsou stejné.

Z této véty plyne dllezity dusledek.

Dusledek

Lze—li z dané posloupnosti vybrat dveé podposloupnosti majici rizné
limity, pak tato posloupnost nema limitu.
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Plati i tzv. Weierstrassova véta — jeji dikaz se opét vede tim
zplsobem, ze pomoci ,pfemostovaci“ véty se prevede na
jednorozmeérny pfipad. Dikaz nebudeme opét z asovych divodu
provadeét.

Véta
(Weierstrassova) Kazda omezena posloupnost ma konvergentni
podposloupnost.

Dikaz

je pékny, jednoduchy a inspirativni — ale z ¢asovych divodi ho opét
nebudeme provadét
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Obecné ke konvergenci v metrickych prostorech
Méjme danu neprazdnou mnozinu X. Posloupnost prvkd z X budeme
definovat jako zobrazeni a: N — X, budeme ji znacit jako {an}>° ;) Asi
byste Cekali, Ze konvergenci v obecném metrickém prostoru (X, d)
vypada takto:

Definice

Je dana posloupnost {as}°  C X acislo a € X. Rikame, Ze a je
limitou posloupnosti {an}? ; (v (X, d)) jestlize ke kaZzdému U(a)
existuje index ng € N tak, Ze pro vSechna n € N plati

n>ny = apecl(a).

Piseme lim a, = a.
n—oo

Kde
U(a) ={x € X:d(x,a) < €}.

Jak vidite, jako pfili§ velké zobecnéni to nevypada.
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Bude néas zajimat nasledujici problém. Mdme danu mnozinu X a
posloupnost prvkl {a,}> ; z X a prvek a € X. Pfedpokladejme, Ze na
mnoziné X jsou dany dvé rizné metriky d4, d». Jak uz vime, definice
limity zavisi na metrice. NaSe otdzka je formulovana takto:

Plati ekvivalence

lim a,=av (X,d;) <= lim a,=av (X,d)?

n—oo n—oo

Redeno &esky: Konverguje posloupnost v jedné metrice pravé tehdy,
kdyz konverguje v druhé metrice? Pokud ano, jsou limity stejné?
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Odpovéd je nasledujici — obecné, posloupnost konverguijici k
néjakému prvku vzhledem k jedné metrice nemusi konvergovat k
tomuto prvku v jiné metrice.

Priklad
UvaZujme posloupnost {1/n}> ,. Jak uz vime
.1 S ]
nle ri 0 (sprédvné musime dodat: v (R, dy)).
UvaZujme na R tzv. diskrétni metriku

1 ro x ,
vx,y eR: 6(x,y):{0 gro Xﬁ}}j

Zrejmé plati 6(1/n,0) = 1 pro vsechna n € N. Tedy 6(1/n,0) 4 0 pro
n — oo. TakZe posloupnost {1/n}2° ; nekonverguje v (R, ¢). (Dokonce

se da dokazat, Ze v tomto prostoru konverguji pouze konstantni
posloupnosti — zkuste dokazat).
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Tedy zeptame se konstruktivnéji: Co musi dvé metriky dy, d> na
mnoziné X splnovat, aby kazda posloupnost konvergentni v jedné
metrice byla konvergentni i v druhé metrice a $lo o stejnou limitu?
Odpoved: Staci aby metriky byly ekvivalentni.

Definice

Necht X je neprdzdnd mnoZina a dy, d» jsou metriky na X. Rekneme,
Ze metriky di a ds jsou ekvivalentni, jestlize existuji o, 5 € R «,3 > 0
takové, Ze pro kazdeé x,y € X plati

Oéd1(X,y) < dZ(Xay) < BdZ(XLy)‘

Véta
Necht X je neprazdna mnoZina a dy, d> jsou ekvivalentni metriky na

X. Pak pro kaZdou posloupnost {an}°  C X a kaZde a € X plati
ekvivalence

lim a,=av(X,d;) < lim a,=av(X, ).
n—oo n—oo )
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Véta
Necht X je neprazdna mnoZina a d;, d» jsou ekvivalentni metriky na

X. Pak pro kaZdou posloupnost {an}°° , C X a kaZdé a € X plati
ekvivalence

n—oo

lim a,=av(X,d;) < nIi_)m ap=av(X,ad).

Dlkaz
Necht nli_)m ap=av(X,d), tzn. di(an,a) — 0 pro n — co. Z definice
ekvivalence metrik plyne

0 < d2(an7a) < Bd1(af77a) -0 pron — oo,

tzn. nli_}m anp = a v (X, dy). Podobne se dokaze opacna implikace.
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Poznamka

VRN nastésti plati, Ze euklidovska, soudtova i maximova metrika jsou
ekvivalentni. My jsme definovali konvergenci v RN pravé pomoci
euklidovské. Z predchozich uvah je ale ziejmé, Ze to Ize provést i
pomoci zbyvajicich dvou. Ovsem tfeba diskrétni metrika v RN neni
ekvivalentni ani s jednou z nich.
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