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Limita funkce

Motivace
UvaZzujme funkci

f(x) = | , D(f) =R\ {0}.

Zajimalo by nas jaké hodnoty nabyva funkce f ve vybiranych bodech
blizicich se k nule (nulu dosadit zfejmé nemuizeme). Nebo-li:
beremeli-li x ¢im dal blizsi nule, k ¢emu se priblizuji odpovidajici
funkéni hodnoty? Snadno spocitame, Zze napf.

f(0,1) ~ 0,998334166, f(0,01) ~ 0,999983333,
f(0,001) ~ 0,999999833, f(0,0001) ~ 0,999999998.

Tedy dalo by se tipnout, Ze se hodnoty blizi k jednicce. To je ale
potfeba lépe zformulovat a dokazat.
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Motivace

A k Cemu je to dobré? V dal§im se budeme zabyvat derivaci funkce,
kde nas budou zajimat hodnoty funkce

_ f(x) - f(a)

9x¥)=—"—3

pro x ,velmi blizké" Cislu a (vSimnéte si, Ze g neni v a definovana, tedy

vyraz g(a) nema smysl!). No a k tomu potfebujeme pfislusnou teorii. V
tom nam pomUze teorie limit funkci jedné proménné.
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Tento pojem vam asi bude trochu pfipominat limitu posloupnosti (asi
také proto, ze se oba pojmy témér stejné jmenuiji). Limit posloupnosti
byly tfi typy (vlastni, co, —oco). Typu limit funkci bude mnohem vice.
Nejprve definujeme tzv. vlastni limitu ve vlastnim bodé.

Definice

Necht f je funkce, a € R je hromadny bod mnoziny D(f). Rekneme, Ze
A € R je limitou funkce f v bodé a, jestlize

(Ve >0)(30 > 0)(vx e D(f))0< [x—al<d = |[f(x)—A <e).

PiSeme lim f(x) = A.
X—a

Priklad
Jak je to napf. s

lim x2, lim x?
x—0 x—0
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Poznamka

Podobné jako u limity posloupnosti Ize provést tento prepis. Definici
limity

(Ve >0)(F0>0)(VxeD(f))0< |x—al<o = |[f(x)—Al<e).
Ize prepsat jako
(Ve > 0)(39 > 0)(vx € D(f))(x € Rs(a) = f(x) € U(A))
a bez €5 symboliky pouze pomoci okoli takto
(U(A))(BR()(vx e D(f))(x e R(a) = F(x) € U(A))
a dokonce i takto

(VU(A))(FR(a))(f(R(a) N D(f)) C U(A)).

Zdivodnéte si vSechny kroky!
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Priklad
UvaZujme funkci f(x) = x + 1. DokaZeme, Ze

lim(x+1)=2.

x—1

Podle definice limity mame byt schopni pro libovolné malé ¢ > 0 nalézt

0 > 0 tak, Ze pro kazdé x € D(f) plati implikace
O<|x—-1<d = |(x+1)-2|<e

Protoze plati
(x+1)—2|=|x—1]

je vidét, Ze pro e staci vzit
0=,

protoZze je—1li0 < |x — 1| < § = ¢, pak

Xx+1-2|=|x—1|<e.
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Priklad
UvaZujme funkci f(x) = (x> — 1)/(x — 1). DokdZeme, Ze

Podle definice limity mame byt schopni pro libovolné malé ¢ > 0 nalézt
d > 0 tak, Ze pro kazdé x € D(f) plati implikace

x2 —1
Xx—1

O<|x—1<d =

— 2’ < e.
(Vsimnéte si, Ze z nerovnosti0 < |x — 1| plyne, Ze x # 1 a tedy
f(x) = (x? —1)/(x — 1) ma smysl. Navic pro takové x plati

x2—1  (x+1)(x—1)
x—1 X —1 -

x+1.)
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Priklad
(pokracovani...) Plati

X2 —1
X —1

—2‘ =x+1-2|=|x-1|.
Pro dané ¢ Ize poloZit

0=k,
protoZe je—1i0 < |x — 1] < § =€, pak

X2 —1
X —1

—2’:|X—1|<e.
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Priklad
UvaZujme funkci f(x) = 3x — 2. DokaZeme, Ze

lim(3x —2) = 4.

X—2

Podle definice limity mame byt schopni pro libovolné malé ¢ > 0 nalézt
d > 0 tak, Ze pro kazdé x € D(f) plati implikace

O0<|x-2|<d = |Bx—-2)—4|<e
Plati
|I3x —2 — 4| = [3x — 6] = 3|x — 2|.

Pro dané ¢ Ize poloZit
0= —

3 )

protoZe je—i0 < |x — 2| < § = ¢/3, pak
hd
3
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Priklad
Uvazujme funkci f(x) = x2. Dokdzeme, Ze

lim x2 = 0.
x—0

Podle definice limity mame byt schopni pro libovolné malé ¢ > 0 nalézt
0 > 0 tak, Ze pro kazdé x € D(f) plati implikace

0<[x|<d = |x¥*-0/<e

Plati
x* — 0] = [x?] = |x|?

Pro dané e Ize tedy poloZit

§ 1= /e,
protoZe je—i0 < |x| < § = /¢, pak

X2 —0|=...=|x?<0?=(Ve)’ =«
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Poznamka

Asi tusite, Ze takovym zpusobem pocitat limity nebudeme. K tomu nam
poslouzi podobna véta jako u limit posloupnosti — jeji formulace bude
uvedena az po definovani ostatnich typu limit.
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Heineova véta

Nasledujici véta nam ukaze souvislost mezi limitou funkce a limitou
posloupnosti (a viastné také alternativni definici limity funkce — protoze
jde o nutnou a postacujici podminku existence limity). Pomoci této véty
opét mizeme vyuzit znalosti o limitach posloupnosti k dikazu
podobnych vét u limit funkci.

Véta

(Heineova) Necht a € R je hromadnym bodem definicniho oboru
funkce f. Cislo A € R je limitou funkce f v bodé a (limy_, f(x) = A)
prave tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {xn}5° , realnych Cisel
takovych, Ze x, € D(f) a x, # a pro kazdé n € N plati implikace

lim x,=a = lim f(x)) = A
n—oo n—oo
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Dukaz
(a) Pfedpokladejme, Ze A = limy_, 4 f(Xx) a uvaZujeme posloupnost
{xn}>2 ; takovou, Ze x, € D(f) a x, # apro kazdée nc N a

lim x, = a.
n—oo

Dokazeme, Ze lim,_,~ f(xn) = A [nebo—li
(Ve > 0)(3ng e N)(Vne N)(n>ny = |f(xn) — Al <e€).

Zvolme € > 0 libovolnée. Z definice limity funkce plyne existence 5 > 0
takového, Ze pro kaZzdé x € D(f) plati

O<|x—ag <0 = |fx)—A<e (1)

<
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... pokracovani dukazu

K tomuto ¢ > 0 Ize diky faktu lim,_,. X, = a (definice limity
posloupnosti) nalézt ng € N tak, Zze pro kazdé n € N plati

n>n = |xp—al<oéd.

Podle pfedpokladu ovSem také 0 < |x, — a| pro v8echna n € N. Plati

tedy
0<|xp—al <d provsechna n> ny.

Z implikace (1) (dosazenim x, za x) tedy plyne

|f(xn) — Al < e provSechna n> ng.

Prvni ¢ast dikazu je hotova.
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... pokracovani dukazu
(b) Nyni dokazeme, Ze plati—li
(V{xn}pz1 : (Vn e Nxp € D(f) \{a}))
(limxp=a = lim f(xy) = A)
n—oo n—oo

pak limy_, 5 f(x) = A, a to sporem. Pfedpokladejme, Ze plati (2) a
zaroven )|(I£>na f(x) # A, tedy

(e > 0)(V3 > 0)(3x € D(F)(0 < |x —a| < SA|f(x) — Al >¢). (3)

Vyrok (3) tedy fika, Ze existuje (néjaké, alespon jedno) ¢ > 0 tak, ze
pro kazdou volbu § > 0 najdeme x spliujici

O<|x—a <d A [f(x)—A>e
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... pokracovani dukazu

PoloZzime § = 1/n pro kazdé n € N. Pak z (3) dostadvdme existenci
takového x = x,, ze

0<|x,,—a|<15 A |f(xn) — Al > € pro kazdé n € N.

UvaZujme posloupnost {x,}>° , vytvofenou z téchto bodu. Zfejmé

n—o0

(protoze 0 < |x, — al < 1/n— 0 pro n — oo) a pfitom
|f(xn) — Al > € nebo-li f(xn) € U(A).

tedy
lim f(x,) # A. O

n—oo
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Jednostranné limity

K bodu a se s x mizeme blizit rizné — tfeba zprava nebo zleva.

Definice

(jednostranna vlastni limita) Necht f je funkce, a € R je hromadny bod
mnoziny D(f) N (a, o) (resp. D(f) N (—o0, @)). Rekneme, ze Ac R je
limitou zprava (resp. zleva) funkce f v bodeé a, jestlize

(Ve >0)(3 > 0)(VxeD(f))(a<x<a+d = [f(x)—A <e).
(resp.
(Ve >0)(3 > 0)(vxeD(f))(a—d<x<a = |f(x)—A <e)).

Piseme lim f(x) = A (resp lim f(x) = A).

x—at X—a-
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Poznamka
Definici Ize vyjadfit ekvivalentné takto: limy_, .+ f(x) = A<

(VU(A))(FRT(a))(vx € D(f))(x € RT(a) = f(x) € U(A)),

kde R (a) = R(a) N (a, o).

Cviceni
UrCete lim sgn(x), lim sgn(x).
x—0+t x—0—

Cviceni
Zkuste formulovat a dokazat analogii Heineovy véty pro jednostranné
limity.
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Vztah limity a jednostrannych limit

Véta
Necht je dana funkce f majici jednostranné limity lim,_, o+ f(x) a

lim,_, o f(x), kde a € R. Jestlize se tyto limity rovnaji, pak existuje
limy_,4 f(x) a plati

J[)na f(x) = XILrg+ f(x) = xln;f f(x).
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Nevlastni limita ve vlastnim bodé
Definice

Necht f: R — R, a € R je hromadny bod mnoziny D(f). Rekneme, Ze
oo (resp. —oo) je limitou funkce f v bodé a, jestlize

(VK eR)(F6>0)(vxeD(f))0<|x—a <d = f(x)>K)
(resp.
(VK eR)(F6>0)(VxeD(f))(0O< |[x—al<d = f(x)<K).

Piseme )I(ana f(x) = oo (resp. lim f(x) = —o0).

X—a
Priklad
Plati
1
lim — =00
x—0 X'
v
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Poznamka
Definici nevlastni limity Ize opét vyjadfit pomoci okoli. Plati
lim f(x) = oo prave tehdy, kdyz

(VR(0))(IR(a))(Vx € D(f))(x € R(a) = f(x) € R(x)),

apod...

Poznamka
Jednostranné nevlastni limity

lim f(x) = oo, lim f(x) = —oco, lim f(x) =00, lim f(x)= —oo,
x—at X—at X—a— X—a—

definujeme podobné jako jednostranné vlastni limity. Sami si
nadefinujte.
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Vlastni limita v nevlastnim bodé

Definice

Necht f je funkce takova, Ze oo (resp. —oc) je hromadnym bodem D(f).
Rekneme, Zze A € R je limitou funkce f v bodé o (resp. —), jestlize

(Ve>0)3FLeR)(VxeD(f))(x>L = |f(x)—Al<e)
(resp.
(Ve >0)FLeR)(VxeD(f))(x <L = |f(x)—A]<e)).

PiSeme limy_, o f(x) = A (resp. limy_,_ f(x) = A).

Cviceni
Opét Ize definice zapsat pomoci pojmu okoli bodd A a +occ. Provedite!

4
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Nevlastni limita v nevlastnim bodé

Definice

(nevlastni limita v nevlastnim bodé) Necht f je funkce takova, ze co
(resp. —oo) je hromadnym bodem D(f).
(a) Rekneme, ze oo je limitou funkce f v bodé oo (resp. —0), jestlize

(VK eR)ELeR)(VxeD(f))(x>L = f(x)>K)
(resp.
(VK eR)ELeR)(Vx e D(f))(x <L = f(x)>K)).

PiSeme limy_,o f(Xx) = oo (resp. limy_,_o f(Xx) = o).
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pokracovani definice
(b) Rekneme, Ze —cc je limitou funkce f v bodé oo (resp. —c), jestlize

(VK eR)ALeR)(VxeD(f))(x>L = f(x)<K)
(resp.

(VK e R)ALeR)(Vx e D(f))(x <L = f(x) < K)).

PiSeme limy_, o f(x) = —oo (resp. limy_, . f(x) = —0).
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Obecna definice limity funkce

Zapis predchozich definic pouze pomoci okoli nam je umozni vSechny
prepsat do definice jediné! Viz nasledujici definici:

Definice

Necht f je redlna funkce jedné proménné, Cislo a € R* je hromadnym
bodem D(f).

Rekneme, Ze A € R* je limitou funkce f v bodé a, jestlize
(VU(a))(FR(a))(Vx € D(f))(x e R(a) = f(x) e U(A))

Piseme Iima f(x) = A. Je—li A realné Cislo, nazyvame limitu viastni, v
X—
opacném pripadé neviastni.

Poznamka
Definujeme R(+o0) = U(£00).
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Obecna Heineho véta

Véta

Necht f je realna funkce jedné proménneé, Cislo a € R* je hromadnym
bodem D(f).

Plati )!@a f(x) = A € R* prave tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost
bodu {xp}>° , C D(f) \ {a} plati implikace

lim xp=a = lim f(xp) = A.
n—o0 n—oo

Pokuste se o dlikaz... inspiraci naleznete v dikazu Heineovy véty pro
specialni pfipad a, A € R.
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Jednoznacnost limity funkce

Nyni mdzeme vyslovit vétu o jednoznacnosti limity.

Véta
Necht f : R — R, a € R* je hromadnym bodem definicniho oboru
funkce f. Existuje nejvyse jedna

lim £(x).

X—a

Poznamka
To stejné Ize fict i pro jednostranné limity — jestlize existuje
jednostranna limita, pak je jedina.
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Omezenost funkce a limita funkce

Véta

(a) Ma—li funkce f viastni limitu v bodé a € R*, pak existuje R(a)
lakové, Ze je funkce na R(a) N D(f) omezena.

(b) Ma—li funkce f limitu co v bodé a € R*, pak existuje R(a) takové, Ze
je funkce na R(a) N D(f) neomezena shora.

(c) Ma—li funkce f limitu —oo v bodé a € R*, pak existuje R(a) takove,
Ze je funkce na R(a) N D(f) neomezena zdola.

Podobna tvrzeni Ize zformulovat a dokazat pro jednostranné limity.
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Aritmetika limit funkci

Véta
Necht f, g jsou funkce majici limity (vlastni i neviastni) v bodé a € R*.
Pak

lim (7(x) = g(x)) = lim_f(x) + lim g(x),
lim ((x)g(x)) = (lim_f(x))(lim g(x),
ey 000G

lim == :
x»ag(x)  lim g(x)

lim [£(x)] = | im £(x),

Jsou—li operace na obou stranach definovany.
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Poznamka

(1) Operace jsou definovany (resp. nedefinovany) stejné jako u limit
posloupnosti.

(2) Véta plati i pro jednostranné limity.
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Véta
Necht f, g jsou funkce definované na R(a) (a € R*) takové, Ze

f(x) = g(x) pro vsechna x € R(a).

Pak existuje )|(Iﬂ1a f(x) pravé tehdy kdyZ existuje )I(ana 9(x). Pokud
existuji, jsou si rovny. obecnéjsi tvrzeni: [Kojecka] Véta 4.24.

Priklad
Plati
x>-25  (x—-5)(x+5)

MRXTE A% x-5 A te=T10

kde jsem vySe zminénou vétu pouzili v pfedposledni rovnosti. Posledni
rovnost je tfeba dokazat z definice.

v
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Poznamka

K aritmetice limit funkci Ize fict mnohem vice. Naptiklad plati—li, ze
limy_, o+ f(x) = 0 a existuje R"(a) tak, Zze f(x) > 0 Vx € R"(a), pak

1
lim —— = 0.
e oy
Naptiklad
lim 1 =00
x—1+ X — 1

(pfimo to je vidét z grafu této funkce).
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Poznamka
Nebo, je—li )!ana f(x) = 0 a existuje R(a) takoveé, Ze funkce g je na R(a)
omezena, pak
)I(ana f(x)g(x) = 0.
obecngjsi tvrzeni: [Kojecka] Véta 4.24. Napr. protoZe

limx=0 a sin(1/x)jeomezenaR \ {0},
x—0

pak

lim xsin(1/x) = 0.
x—0

Je treba zduraznit, Ze Iim0 sin(1/x) neexistuje — nemohli jsme tedy
X—

pouZit vétu o aritmetice limit funkci. Mimochodem, posledné zminénou
limitu uréime na konci prednasky i jinym zptsobem.

4
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Dal$im dalezitym nastrojem jak pro prakticky vypocet limity, tak pro
teorii, je véta o limité slozené funkce. Tato véta naptiklad odpovi na
otazku, ¢emu je rovna limita

lim sin(x? — 1).
x—1

Tato véta ma dvé verze — my si uvedeme tu prvni (druhou pristeé).
Véta
(o limité sloZené funkce I.) Necht g, h jsou realné funkce, a € R* je
hromadny bod definicniho oboru funkce

f=goh,
existuji limity A = limy_.5 h(x), B =lim,_,4g(y) a

(3R(2)(vx € R(a))(h(x) # A).

Pak
lim f(x) = B.

X—a
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Ptiklad
Vypocteme
lim sin(x? —1).
x—1
Oznagime h(x) = x> — 1, g(y) = sin(y), f(x) = g(h(x)) = sin(x® — 1).
Plati
lim x> —1=0, limsiny=0.
X—1 y—0

Protoze jsou splnény predpoklady predchozi véty, plati

lim sin(x? —1) = 0.
x—1
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Priklad
Spocitame limy_,o f(x), kde f = g o h,
9(y) = |senyl|, h(x)=0.

Pouzijeme predchozi vétu. Plati

x—0 x—0

lim h(x) = lim 0 =0, lim g(y) = lim |sgny| =1,
y—0 y—0

pak podle ni
lim f(x) = 1.

x—0

Ale primy vypocet (bez pouZiti této véty) nam dava

lim f(x) = lim |sgn(h(x))| = lim |sgn0| = lim 0 = 0.
x—0 x—0 x—0 x—0

Dostavame jiné vysledky — v nécem je chyba. . .
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DalSi dulezité vety

Véta

(o monotdnnosti limity) Necht f, g jsou funkce definované na R(a)
(a € R*) majici limitu v tomto bodé a

f(x) <g(x) Vxe R(a).

Pak
lim f(x) < lim g(x)

X—a X—a

obecngjsi tvrzeni: [Kojecka] Véta 4.28.
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Z této vety okamzité plyne
Véta
Necht f, g jsou definované funkce na redukovaném okoli bodu a € R*
a plati
lim f(x) > lim g(x).

X—a X—a

Pak existuje R(a) tak, Ze

f(x) > g(x) Vx e R(a).
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Véta o trech limitach (funkci)

Véta

(o tfech limitach) Necht f, g, h jsou funkce definované na R(a)
(a e R*),

f(x) < g(x) < h(x) VxeR(a)

)![pa f(x) = )!ina h(x) = A.

Pak existuje )|(I£I;la a(x) a plati

limg(x) =A

X—a

obecngjsi tvrzeni: [Kojecka] Veta 4.29.
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Priklad
Vypocitejte limitu

lim x sin (1) .
x—0 X

—|x| < xsin (%) <|x| prokazdé x # 0.

Reseni. Plati

Navic
lim —|x| = lim |x| = 0.
x—0 x—0

Z predchozi véty plyne

lim xsin(l) = 0.
x—0 X

Jan Tomecdek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10)

18. bfezna 2011 40/ 42



Kojecka, J., Kojecky, T.: Matematicka analyza pro 1. semestr, VUP,
Olomouc, 1997.

Krupkova V., Fuchs, P.: Matematika 1, VUT, Brno, 2007 (dostupné
v elektronické podobé)

Kopacek J.: Matematicka analyza nejen pro fyziky (1), Matfyzpress,
Praha, 2004.

Kopacek J.: Matematické analyza nejen pro fyziky (l1),
Matfyzpress, Praha, 2007.

B & B D @

Dosla Z., Dosly O.: Diferenciélni pocet funkci vice proménnych,
MU, Brno 2003.
+ elektronicka skripta

Jan Tomecéek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 18. brezna 2011 41/42



FAQ aneb otazky k zamysleni

@ Pro¢ ma byt v definici limity funkce bod a hromadnym bodem
definoéniho oboru dané funkce?

@ Co znamena, ze oo (resp. —oo) je hromadnym bodem néjaké
podmnoziny realnych Cisel?
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