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Spojitost funkce v bodé

Motivace

Vypo&teme 72. ProtoZe je toto &islo iracionalni, nelze ho vyjadfit
pfesné v desetinném rozvoji ani jako podil dvou pfirozenych Cisel. Ani
Cislo m nelze vyjadfrit presné (dokonce ani vétsinu racionalnich Cisel
nevyjadfime v pocitaci presné). Lehce Ize spocitat

3,142 = 9,8596, 3,141 = 9,865881, atd.

vvvvvv

vypoctech ocekavame. To ovéem neni Uplnd samoziejmost.
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Motivace
Tento priklad Ize interpretovat takto: Uvazujme funkci

f(x)=x?, x€eR,
a chceme vycislit jeji funk¢ni hodnotu v bodé a = =. Pocitdme hodnoty
£(3,14), £(3,141), atd.
a ocekavame, ze ¢im lepSi mame aproximaci Cisla 7, tim bliz jsme
presnému Cislu
f(r) = =2

V nasem konkrétnim pfipadé nas intuice nezradila. Funkce f(x) = x
je totiz v bodé a = 7 ,spojita.”

2
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Motivace ...pokracovani
VSimnéte si podobnosti s motivacnim prikladem na minulé prednasce
(prezentoval se na ném pojem limita funkce. Méli jsme funkci

sin x

X

v

a zajimaly nas funkéni hodnoty ,blizko" ¢isla nula. V tom pfipadé jsme
nemohli do dané funkce ¢Cislo nula dosadit.

Nyni jsme v jiné pozici. Cislo 7 do funkce x2 dosadit mizeme, ale
prakticky nejsme schopni tuto hodnotu vypocitat. Praktického vypoctu
jsme schopni jen pro ,libovolné blizka“ isla Cislu .
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Spojitost funkce v bodé

Definice
(Spojitost) Necht f: R — R, a € D(f). Rekneme, Ze funkce f je spojita
v bodeé a, jestlize

(Ve >0)(35 > 0)(Vx e D(f))(]x —al <o = |f(x)—f(a)| <e)

Poznamka

Uvédomte si, ze jestlize implikace v definici plati pro néjaké ¢ > 0, pak
je splnéna i pro kazdé &’ > 0, které je mensi nebo rovno ¢ (stejna
poznamka plati i pro definici limity funkce).
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Poznamka

Podobné jako u limity funkce Ize provést tento prepis. Definici spojitosti
funkce f v bodé a

(Ve>0)(Fd>0)(VxeD(f))(|x—al<d = [|f(x)—f(a)l <e).
Ize prepsat jako
(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € D(f))(x e Us(a) = f(x) € Uf(a)))
a bez 5 symboliky pouze pomoci okoli takto
(Vu(f(a))(FU(a))(vx € D(f))(x cU(a) = f(x) e U(f(a)))

a dokonce i takto

(V(f(a)))(BU(a))(f(U(a) N D(f)) C U(f(a))).
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Priklad
Dokazte, ze funkce f(x) = x? je spojita v bodé 7.
Resdeni. Ztfejmé D(f) = R. Mame dokazovat

(Ve >0)(F > 0) (VX eR)(|x — 7| <d = |x2—n?|<e)

Vezmeme ¢ > 0 libovolné. Zvolime 6 = min{1,¢/(27 + 1)}. ProtoZe
pak bude pro vSechna x € D(f) splfujici

0 €
X -7 <d= m|n{1,m}
(tedy |x — 7| < 1 a z&roven |x — «| < ¢/(2m + 1)) platit

€
27 + 1

|X2—72| = |(x—7)(x+7)| = |x—7||x+7| < 8|x+7| < (2r+1) =

v
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... pokracovani prikladu
A jak jsme pfisli na 6? Totiz, je—li [x — 7| < 1, pak

—1<x—7m<1,
T—1<x<m+1,
2r—1<x+nm <27+ 1

a tedy pak |x + 7| < 27 + 1. Pak muzeme provést odhad v naSem
ddkazu.
Tedy f je spojita v .

Priklad

Zkuste dokazat podobné, Ze funkce f(x) = x3 je spojita v bodé = —
uvedomte si, Ze to celé zavisi na nalezeni Cisla § (stejné jako u limity
funkce).
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Spojitost v bodé a limita

Pripadal vam dikaz spoijitosti témér shodny s dukazy o vlastnich
limitach ve vlastnich bodech z minulé prednasky? Neni to nahoda.
Véta

Necht f je funkce, a € D(f).

(a) Je—li bod a hromadnym bodem mnoziny D(f), pak f je v bodé a
spojita prave tehdy, kdyz )|(I£I)"Ia f(x) = f(a).

(b) Vizolovaném bodé je funkce vZdy spajita.

Vzhledem k tomu, Ze se budeme zabyvat spojitosti pouze v
hromadnych bodech, budeme si pamatovat hlavné pfipad (a). Tato

véta nam pomuze k efektivnimu pocitani limit.

Doméci ukol

Pokuste se o diikaz. Plyne z definic téchto pojmd. J
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Heineova véta

Také u pojmu spojitosti Ize vyslovit analogii Heineho véty (srovnejte
obé vety!ll).

Véta

(Heine) Funkce f je spojita v bodé a prave tehdy, kdyZ pro kaZzdou
posloupnost {xn}5° 1 z definicniho oboru funkce f, plati implikace

lim x, =a = lim f(xn) = f(a).

n—oo n—oo

Poznamka

VSimnéte si, Ze Heineova véta nam dava charakterizaci spoijitosti
(podobné jako u limity). Dokonce nam tato charakterizace dava lepsi
predstavu nez samotna definice — viz motiva¢ni pfiklad. Potfebujeme
ale na jeji vysloveni znat pojem limity posloupnosti.
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Dikaz
Je—li a izolovany bod definicniho oboru funkce f, pak je videt (viz

obrazek), Ze pro kaZdou posloupnost {xp}>° ; bodu z D(f) splnujici
podminku lim,_, X, = @ musi platit

(3np eN)(VneN)(n>ny = x,=a).
Je tedy jasné, Ze pro {f(xn)}°2 , plati

f(xn) =f(a) ¥Yn> ng,

tedy limp_,o f(Xn) = f(a@).

Domaci ukol
DokaZzte pro pripad, Ze a je hromadny bod definicniho oboru funkce f.

v
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Spojitost v bodé a omezenost

Z vlastnosti limity funkce a vztahu mezi limitou a spojitosti funkce se
da jednoduSe dokazat:

Poznamka

Je-li funkce f v bodé a € D(f) spoijita, pak existuje U/(a) tak, ze funkce
f je na mnoziné U(a) N D(f) omezena.

... je—li totiz funkce spojita v daném bodé, pak ma v ném vlastni limitu,
takze je na néjakém redukovaném okoli omezena (a dokonce je
omezena i na celém okoli) ...
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Jednostranna spojitost

Podobné jako jsme méli limitu zprava (zleva), budeme mit spojitost
zprava (zleva).

Definice

(jednostranna spojitost) Necht f je funkce, a € D(f) je hromadny bod
mnoziny D(f) nU™*(a) (resp. D(f) NU~(a)). Rikdme, Ze funkce f je
spojita zprava (resp. zleva) v bodeé a, jestlize

(Ve >0)(30>0)(Vxe D(f))(a<x<a+d = |f(x)—1f(a)<e)

(resp.

(Ve >0)(3 > 0)(Vxe D(f))(a—d<x<a = |[f(x)—1f(a)l<e)). )
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Poznamka

Pomoci symboliky okoli bodu Ize definice psat takto. Funkce f je spoijita
zprava v a, jestlize (a je hromadnym bodem mnoziny D(f) NU™(a))

(VU(f())(3Uy (2))(¥x € D(f))(x €Us(a) = f(x) € Uc(f(a))).

a f je spojité zleva v a, jestlize (a je hromadnym bodem mnoziny
D(f)ynu~(a))

(VU(f(a)))(BUs (2))(vx € D(A)(x e U5 (a) = f(x) € U(f(a)))

4
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Jednostranna spojitost jde, podobné jako spoijitost, charakterizovat
pomoci jednostranné limity.

Véta
Necht f je funkce, a € D(f) je hromadny bod mnoziny D(f) NU™(a)

(resp. D(f)nU~(a)). Funkce f je spojita zprava (resp. zleva) v bode a
pravé tehdy, kdyz

lim f(x)=1f(a) (resp. lim f(x)= f(a)).

x—at X—a-

Poznamka

Zformulujte a dokazte analogie Heineovy véty pro jednostrannou
spoijitost.
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Véta
Necht f je funkce, a € D(f) je hromadny bod mnoZiny D(f) nU™(a) i

D(f)ynU~(a). Funkce f je spojita v bodé a prave tehdy, kdyZ je spojita
Zprava i zleva.

Dikaz
ProtoZe a je hromadny bod mnoZin D(f)NU™(a) i D(f) U~ (a) (a tedy
i D(f) NU(a)), funkce f je spojita v bodé a pravé tehdy, kdyz
)I(lma f(x) =f(a)
tedy
lim f(x) =f(a)= lim f(x).
x—at X—a-
To je ekvivalentni s tim, Ze f je spojita v bodé a zprava i zleva (viz
obrazek).
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Priklad
(a) Uvazujme funkci
1 pro x>0,
sgn(x)=¢ 0 pro x=0,
-1 pro x<0.

Tato funkce neni spojita v bodé 0 ani zleva, ani zprava.
(b) Dirichletova funkce

|1 pro xeQ,
X@(X)_{O pro x e R\ Q.

neni spojitd v zadném bodé.
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Da se dokazat, ze

sin x
F(x) = { ~ pro x #0,
1 pro x =0,

M pro x #0(x > —1),
1 pro x =0,

1 pro x =0,

e —1
h(x) = { x pro x #0,

jsou spojité v bodé 0. Tato fakta pak pouzivame v praktickém pocitani
limit.
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Spoijitost funkce na intervalu
Definice

Rekneme, Ze funkce f je spojita na intervalu J C R, jestlize je spojita v
kazdém vnitfnim bodé intervalu J a spojita z prislusné strany v téch
krajnich bodech, které do néj pati.

Poznamka

S jistou davkou nepresnosti se da fict, ze spojitou funkci pozname tak,
Ze jeji graf I1ze nakreslit jednou nepferusenou Carou.

Priklad

(Dulezity!!!) Uvazujme elementarni funkce polynomialni, racionalni,
exponencialni, logaritmické, goniometrické, cyklometrické. Na jakych
intervalech jsou tyto funkce spojité? Co plati diky spojitosti napf. pro

lim sinx?
X—/2

v
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Spoijitost a aritmetické operace

Véta
Necht f, g jsou funkce spojité v bode a € D(f) N D(g). Pak jsou v bodé
a spojité také funkce

f+ga f_ga fg7 |f|a

g za pfredpokladu g(a) # 0.

Co Ize fict o souctu, rozdilu, soucinu, podilu spojitych funkci na
intervalu? Co Ize fict o polynomech, racionalnich funkcich na zékladé
této véty a napt. faktu, Ze mocninné funkce x" jsou spojité na R pro

n € N (dokazte! — inspirujte se prikladem ze zacatku prednasky)?
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Skladani spojitych funkci

Véta

(o spojitosti sloZené funkce) Necht' h je spojita v bodé a, g je spojita v
bodé h(a). Pak g o h je spojita v a.

Co lIze Fict o slozeni dvou spojitych funkci (napf. sin(x? 4 1))?
Domaci ukol
Zkuste dokazat tuto vétu — inspirujte se dikazem nasledujici véty. J

Jan Tomecek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 18. brezna 2011 21/37



Véta o limité slozené funkce Il.

Nasledujici véta je variantou véty o limité slozené funkce (z minulé
prednasky).

Véta
(o limité sloZzené funkce Il.) Necht g, h jsou rediné funkce, a € R* je
hromadny bod defini¢niho oboru funkce

f=goh,
existuje limitalimy_.o h(x) = A € R a g je spojita v bode A. Pak

im (x) = g(lim () (= G(A)).

X—a

Dlkaz
Bude vyZadovan u zkousky.
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Poznamka
Tato druha verze véty o limité sloZzené funkce nam naptiklad pomuze
pfi vypoctu limity
lim £(x)909.
X—a
Plati
lim £(x)9%) = lim g9x)Inf(x)
X—a X—a
(ze sttedodkolského vzorce a = e2'"b). Druhy vyraz je podle
predchozi véty roven vyrazu

lim g(x)Inf(x)
ex—a .

Plati tedy
lim g(x)Inf(x
fim £(x)900) — eI INT(X)
X—a
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Priklad
Vypoctéte

x|=

Iimo(x + e¥)x.

Reseni. Podle pfedchozi poznamky je tato limita (pokud existuje)
rovna .
lim —In(x + &)

X .

ex—0
Staci spocitat
. In(x + €¥)
lim ———~.
x—0 X
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... pokracovani prikladu

Plati
In(x+€*) In(1+(x+e—-1)) In(1+(x+e—1)) x+e -1
X B X N X+ eX—1 X
In(1+ (x+eX—1)) ( ex—1)
= 1+ :
X+ eX—1 X

Posledni vyraz jde pro x — 0 k €islu 1 - (1 + 1) = 2. Dostavame

lim (x + €)% = €.
x—0
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Dulezité vlastnosti spojitych funkci
Véta
(Weierstrassova) Necht je funkce f spojita na intervalu (a, b), a, b € R,

a < b. Pak f nabyva na mnoZiné svého maxima a minima (tzn. existuji
a, B € (a,b) tak, Ze

f(or) = min{f(x) : x € (a,b)}, f(B) = max{f(x) : x € (a,b)}).

Nasledujici véta ma dulezité dusledky pro existenci feSeni rovnice
f(x) =0.
Véta

(Bolzanova) Necht je funkce f spojita na intervalu (a, by, a, b € R,
a<baf(a)-f(b) <0. Pak existuje ¢ € (a, b) tak, Ze

f(¢) = o.
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Nespoijitost

RozliSujeme celkem tfi druhy nespojitosti.

Definice

Necht f je funkce, a € R je hromadny bod mnoziny D(f). Rikame, ze f
ma odstranitelnou nespojitost, jestlize

(a) existuje vlastni limy_, 5 f(x) a pfitom f neni v bodé a definovana,
nebo

(b) existuje vlastni limy_, 5 f(x) a pfitom

lim f(x) # f(a).

X—a

Poznamka

Tento druh nespoijitosti Ize odstranit vhodnym definovanim (pfipad (a)),
pripadné predefinovanim funkéni hodnoty f(a) (pfipad (b)).
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Priklad
(a) Funkce .
_sinx

f(x) —~ X #0
ma odstranitelnou nespoijitost v bodé 0. Funkce

sin x
_ [ S pro x#0,
g(x)—{ 1 pro x=0.

vznikla z funkce f predefinovanim v bodé x = 0 je jiz spojita.
(b) Funkce

) = { L4 pro x#2,
1 pro x=2.

ma odstranitelnou nespoijitost bodé 2.
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Definice

Necht a € R je hromadny bod mnoziny D(f). Rikame, ze funkce f ma
v bodé a nespojitost 1. druhu (typu skok), jestlize existuji obé viastni

jednostranné limity a plati

lim f(x)# lm f(x).

x—at x—a—
”

Priklad
Funkce sgn x m& v bodé 0 nespojitost 1. druhu.
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Definice
(nespojitost 2. druhu) Necht' a € R je hromadny bod mnoziny D(f).

1%

Rikame, ze funkce f ma v bodé a nespojitost 2. druhu, jestlize alespon
jedna z jednostrannych limit neexistuje nebo je nevlastni.

Priklad
(a) Funkce

f(x) = sin<%>, x#0

ma nespojitost 2. druhu v bodé a = 0.
(b) Funkce
f(x) =tgx

ma nespojitost 2. druhu v bodech a = 7/2 + kr, pro k € Z.
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Stejnomérna spojitost

Obcas je potreba vlastnosti silngjSi nez je pouha spojitost funkce.
Definice

Necht f je funkce, M c D(f). Rekneme, Ze f je stejnomé&rné spojita na
M, jestlize

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx,x' e M)(|]x —X'| <6 = |f(x)—f(X)| <e.
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Tento pojem je globalniho charakteru — tedy neexistuje pojem
.stejnomérné spoijitosti v bodé .. ..*

Nasledujici véta vyjadfuje fakt, Ze pojem stejnomérné spojitosti je
silngjSi nez pojem spoijitosti.

Véta

Je—li funkce f stejnomérné spoijitd na J C D(f), pak je f na J spojita.

Domé&ci ukol
Dokazte predchozi véetu (témeér trivialni).
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Priklad
(1) Funkce sin x je stejnomérné spojita na R.
Reseni. Klibovolnému e > 0 hledame ¢ tak, aby pro kazdé x, x’ € R

platilo
x=xX|<d = |f(x)—f(X) <e

Protoze
. , . X=X X+ x . X=X
| sinx — sin x’| = 2|sin Ccos < 2[sin
2 2 2
x—x
<2 = |X_X/|7

za § lze tedy volit napfiklad e (nebo i jakékoliv jiné mensi kladné Cislo).

v
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Priklad
(2) UvaZujme funkci

f(x) = cos(%)

definovanou na R\ {0}. DokaZte, Ze neni stejnomerné spojita na (0,1).
Reseni. Uvazujme body

1 /

%, Xn:m pI’OFIEN.

Xn:
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pokracovani prikladu

Pak
noo UM T nSoc|2nm (2n4+1)w| T noo (412 + 2n)m
= lim = lim =
mULE (4n2 +2n)m s (4n2 +2n)r
pritom

|f(xn) — f(x},)| = |cos2nm — cos((2n+ 1)m)| = |1 — (—1)] =2

pro vSéechna n € N. To znamena4, ze napfiklad k Cislu ¢ = 1 nejsme
schopni nalézt § > 0 tak, aby pro kazdou dvojici x, x’ € D(f) platila
implikace z definice stejnomérné spojitosti. Staci vzit x = x,, X' = xJ,.
Totiz |x, — x},| mUze byt libovolné mala, pfitom

|f(xn) — f(x})| > €  prokazdé ne N.

V.
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Nasledujici véta nam fika, za jakych podminek je spojita funkce
dokonce stejnomérné spojita.

Véta

(Cantorova) Necht je funkce f spojita na uzavieném intervalu (a, b), a,
b e R, a< b. Pak f je na tomto intervalu stejnomérné spaojita.
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