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Priklad
UvazZujme funkci f(x) = €, x € R. Chceme najit rovnici teCny ke grafu
funkce f v bodé (0, f(0)) = (0,1).
Reseni. N&$ pfistup je zaloZen na myslence, Ze teéna je pfimka, ke
které se ,priblizuji* secny grafu prochazejici bodem (0,1) a bodem
(h, e pro h ,jdouci k nule.”
Zasadnim okamzikem je stanoveni smérnice tecny na zakladé smérnic
secen. Mame divod se domnivat, Ze je—li h dostatecné malé, pak
vyraz

e —1

h

je velmi blizky smérnici tecny.
Po opakovani slov priblizuji, dostatecné malé, blizky vas mozna
napadne, Ze Zhavym kandidatem pro smérnici tecny je prave Cislo

jim & =1
h—0 h
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Priklad

Uvazujme hmotny bod pohybujici se (jednim smérem) po primce.
Oznacme symbolem s(t) uraZenou vzdalenost za casovy interval (0, t)
(t = 0 bereme jako okamZik zac¢atku pohybu). MuZeme tedy definovat

funkci
s:(0,T) =R, (T>0).

Bude nas zajimat okamzita rychlost hmotného bodu v ¢ase ty € (0, T).
Vime, Ze primérnou rychlost v casovém intervalu (fy, {y + At) je rovna

s(to + At) — s(p)
o+ At—1y

Ziejmé, bude—li A\t hodné blizké nule, bude tento zlomek hodné blizky
okamzité rychlosti. Opét pouZijeme pojem limita funkce, jako v
predchozim prikladeé.
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Derivace funkce v bodé

Definice

Necht f je funkce definovana na néjakém okoli ¢/(a) bodu a € D(f) (t].
necht a je vnitfrnim bodem defini¢niho oboru funkce f). Rekneme, ze
funkce f ma v bodé a derivaci, jestlize existuje limita

f(t) — f(a)

im ———~.
t-a t—a

Tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé a a znaCime

(@), 2 (10), g

Je—li tato limita vlastni, mluvime o vlastni derivaci, pokud je nevlastni,
mluvime o nevlastni derivaci.
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Priklad
Vypoctete f/(0) je—li
a) f(x) =€~ (b) f(x) = Vx.

Reseni. ad (a)

el — gf el —1
X . H _
(€m0 = !'L% t—0 —!'L% t =1
ad (b) \[ %
. 1
(\/_)|x O_Im -0 1!%0\/— Q.

Jaké maji tyto dva priklady praktické geometrické dusledky?
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Vztah mezi existenci derivace a spojitosti

Véta
Necht f je definovana na okoli bodu U(a) (a € R) a existuje viastni
derivace f'(a). Pak je funkce f v bodé a spojita.

Dlkaz
Staci dokazat, Ze limy_. 5 f(x) = f(a), nebo—li limy_,4(f(x) — f(a)) = 0.
Plati

lim (7(x) — K(a)) = lim 1) =1(8)

X—a X—a X —a

(x —a)=f(a)-0.

Z existence nevlastni derivace jiz spojitost nevyplyvé (viz dale funkci
sgn).
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Jednostranné derivace funkce v bodé

Definice

Necht f je funkce definovana na pravém (resp. levém) okoli ut(a)
(resp. U~ (a)) bodu a. Rekneme, Ze funkce f méa v bodé a derivaci
zprava (resp. zleva) jestlize existuje limita

lim 1 -1a) (resp. lim M)

tva+ —a tva— —a

Znacime f (a) (resp. ' (a)). Je—li tato limita vlastni — mluvime o vlastni
derivaci, pokud je nevlastni — mluvime o nevlastni derivaci.

4
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Co plyne z definic?

Poznamka

Z faktu, Ze derivace funkce v bodeé je limita, okamzité plyne spousta
jejich vlastnosti. Naptiklad ,Derivace funkce f v bodé a existuje prave
tehdy kdyz existuji obé jednostranné derivace a jsou si rovny“ nebo
~EXistuje nejvySe jedna derivace®“.
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Piklady

(@) Vypoctéte f'(xp), kde f(x) = ¢, ¢ € R, xo € R (f je konstantni
funkce).
Reseni. Plati
c—c
f/ = I —_— I. — I' f— .
(Xo) tl—r>r(]) t-0 tl_rg) t tl—%o 0
(b) Vypoctéte £, (0), f.(0) pro f(x) = sgn x. J
Reseni. Plati
, b sgnt—sgnO_ 1_
0) = im =——5 = /m 7=
. t—sgn0 =1
f(0)= lim 222L7580Y i Z1 =
-(0) 5o~ -0 o- %
Z toho plyne, Ze existuje dokonce i f'(0) = cc.
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(c) Vypoctéte £, (0), f(0) pro f(x) = |x]|. J

Reseni. Plati
/ it =10 _ . 't
= lim m-=1
f(0) = t—>|| o+ t—0 t—>|| o+t
f (0) = lim =100 _ lim -t =1,

t=0— t—0  t—0- t
Z toho plyne, ze f'(0) neexistuje.

(d) Vypoctéte f'(xp), kde f(x) = x", n € R.

(e) Vypoctéte f'(xg), kde f(x) = a*,ae R, a> 0.
(f) Vypoctéte f'(xp), kde f(x) = sin x.

(9) Vypoctéte f'(xg), kde f(x) = cos x.
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Aritmetika derivaci

Véta
Necht f, g jsou funkce majici vlastni derivace f'(a), g'(a) v bodé
a e D(f)n D(g). Pak plati

(f+9)(a)=r(a)+d(a),
(f-9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),

£\, faga-fag@ .,
(Q) (a) = [9(a)] , (je-lig(a) #0).
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Dikaz
DokaZeme pouze druhou rovnost. Plati

(F-9)0) -~ (f-9)(a) _ . f(ha(t) - (@)g(a)

(- g)(a) = lim

t—a t—a t—a
_iim [0)g(t) — f(2)g(t) + f(a)g(t) — f(2)9(a)
t—a t—a
- t'L”;<f(t) M1 gty + (22D =919 g(a))
= }m% : t|i_rgg(t) + f(a) ;,_rpa g(tz : g(a)
= f'(a)g(a) + f(a)d'(a).

Ostatni rovnosti se dokazi podobné.
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Véta
(o derivaci sloZzené funkce) Maji—li funkce f, g viastni derivace f'(a),
d'(A), kde A = f(a), pak funkce g o f ma vlastni derivaci v bodé a a

plati
(gof)(a)=d'(A)f(a) (= d'(f(a))f (a)).
Nejprve chybny dikaz... a ted spravny (aspon jeho prvni ¢ast):

Dlkaz
Nejprve predpokladejme, Ze plati

(R, (2)(vt € R,(a))(£(t) # f(a)) (1)

kde v je tak malé, Ze g o f je definovana na U, (a).
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Pak pro kazdé t € R (a) plati
(9o f)(t) —(gof)(a) _ g(£(t)) — g(f(a)) f(t) — f(a)

—a it —fa) t-a @
Ziejmé
lim (g © f)(t) — (g © f)(a) _ (g © f)/(a),
t—a l—a
pokud tato limita existuje a plati
lim f(t) — f(a) = f'(a).
twa t—a

Staci vySetrit
g(f(t)) —g(f(a)) _ g(f(t)) — g(A)
f(t) — f(a) f(t)— A
na R.(a) (v8imnéte si, Ze tento vyraz ma pro t € R-(a) smysl vzdy —
kvali predpokladu (1)).

v
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Snadno lze nahlédnout, ze

9(f(t)) —9(A) _
T A (Ho f)(t),

de 9(y) — 9(A)
HY) ===
Protoze
lim H(y) = ¢'(A),
y—A

pak podle véty o limité slozené funkce (. verze — ovérte, Ze jsou
spinény jeji predpoklady) také

im(H o f)(t) = g'(A) = g'(f(a))-

Tedy vzorec plati.
Nyni ,staci“ dokazat, Ze véta plati i v pfipadé, ze neplati (1).
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Véta

(o derivaci inverzni funkce) Necht je f ryze monotonni (1j. rostouci
nebo klesajici) a spojita nald(a), a € D(f). Existuje—li viastni f'(a) # 0
pak existuje (f~') v bodé A = f(a) a plati

1 1

(a)  F(F~(A)

(1Y) =5

Dukaz
Plati
B Y z)- 1A . t-a . 1 1
1y\/ _ _ _ _
COA=I 22 ~in-fa 0@ = 7

kde jsme pouZili substituci z = f(t) (je to trochu oSizené... ale co se da
délat...).

v
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Priklad

Vypoctéete (arcsin Y)fy:yo’ Yo = sin xg, kde xg € (—7/2,7/2). Podle
predchozi véty plati
1 1 1 1
. / _
(arcsiny)j,_,, =

- 7 = = = .
(sinx);,_,, ©€0SXo \/1—sin2xo \/1—}’5
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Definice derivace funkce

Definice

Necht ma funkce f vlastni derivaci v kazdém bodé oteviené mnoziny
M c D(f). Pak derivaci funkce f na M (stru¢né: derivaci funkce f)
rozumime funkci, ktera kazdému x € M prifadi derivaci funkce f v

bodé x. Tuto funkci znagime f’, -4,

Priklad

ProtoZe pro kazdé xo € R plati (x")/,_, = nxj~', pro n € N, pak

zfejmé funkce nx"~' je derivaci funkce x” na R. Zapisujeme to takto

(x") = nx"1,
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Poznadmka
Z definice derivace (pfipadné z véty o derivaci inverzni funkce) lze
dokazat
(C)/ =0,
(x*) =ax*"  (aeR),

(&)Y =a‘lna (a>0),

I
(log, x) =g (a>0,a#1),
specialné
1
X\ _ X r_
(") =€ (nxy =,
(sinx)' =cosx, (cosx) = —sinx,
atd.
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Priklad
Vzhledem k pfedchozim vétam a uvedenym ,vzorcim® pro derivace
elementarnich funkci plati napft.

(x®+sinx+1) = (x?) + (sinx)' + (1)’ = 2x + cos x + 0 = 2x + cos X,
(3x3 — cos x)’ = (8x%) — (cos x) = 9x? + sin x,

(xInx) = (x)'Inx + x(Inx)" =1 .Inx+x% =Inx+1,

(tg x) = < sin x >’ _ (sinx)'cosx —sinx(cosx)’  cos?x +sinx

cosx ) cos? x cos? x e

: dsiny 1
sin(Inx))" = -(Inx)" = cos(Inx) - —,
(sin(In x)) s (Inx) (Inx)-~

dsinz dcosy

~(Inx)

. | —
(Sln(COS( n X))) dz |z=cos(In x) dy ly=Inx

= cos(cos(Inx)) - (—sin(In x))1;.
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Poznamka

Mame-li vypocitat derivaci funkce v konkrétnim bodé, nejprve s
vyuzitim zminénych vzorca a pravidel ur¢ime derivaci funkce a pak, do
takto ziskané funkce tento konkrétni bod dosadime. Napfiklad hodnotu
(x3)_, vypotteme tak, Ze nejprve zderivujeme

(XB)I _ 3)(27

a pak dosadime x = 1. Dostavame (x°),_; =3 1% =3.
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Derivace vyS$Sich radu

Definice

Necht' ma funkce f vlastni derivaci na okoli ¢/(a) (tzn. v kazdém bodé
tohoto okoli) bodu a € D(f). Rekneme, ze funkce f ma v bodé a
druhou derivaci, jestlize existuje limita

14\ _
iy S0 = )
t—a t—a

Tuto limitu nazyvame druhou derivaci funkce f v bodé a a znaCime

(). <L), 12)(a)
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Definice

Ma—li funkce f druhou (vilastni) derivaci v kaZzdém bodé oteviené
mnoziny M C D(f), pak druhou derivaci funkce f na mnoziné M
(strucéné: druhou derivaci) rozumime funkci

M > x — f(x).

Znacime tuto funkci symbolem f".

Poznadmka
Z definice je pfimo vidét, Ze druhéa derivace je rovna derivaci prvni
derivace, tzn.

fl/ — (f’)/.
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Podobnym zplsobem definujeme n—tou derivaci v bodé:

Definice

Necht n € N a funkce f ma vlastni (n — 1)—ni derivaci v kazdém bodé
z okoli U/(a) bodu a € D(f). Rekneme, ze funkce f ma v bodé a n-tou
derivaci, jestlize existuje limita

(n—1) _ f(n—1)
jim () =7 7(8)
t—a t—a

Tuto limitu nazyvame n—tou derivaci funkce f v bodé a a znacime

n
(") (a), %(na).
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... a n—tou derivaci:

Definice

Ma—li funkce f n-tou (vlastni) derivaci v kazdém bodé oteviené
mnoZziny J C D(f), pak n—tou derivaci funkce f na mnoZiné M (strucne:
n—tou derivaci) rozumime funkci

M3 x — (N (x).

Znad&ime tuto funkci symbolem (7.
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Ptiklad
Uvazujme funkci f(x) = x2 + 25sin(3x). Pak

f'(x) = (x 4+ 25sin(3x))’ = 2x + 2cos(3x) - 3 = 2x + 6.cos(3x),

f'(x) = (f(x)) =2+ 6(—sin(3x)) - 3 =2 — 18sin(3x),
f"(x) = (f"(x)) = —18(—cos(3x)) - 3 = 54 cos(3x).
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Malé o, asymptoticka ekvivalence

Definice

Pro a € R* a f, g definované na R(a) piseme

x—).&l@

f=o0(g) prox — a, jestlize lim fx) =0,

f~g prox— a, jestlize

Priklad
(1) Plati x* = o(x®) pro x — 0, protoze
4
lim X = lim x = 0.

x—0 X3 x—0

(2) Plati sinx ~ x pro x — 0, protoze limy_,gsinx/x =1 € R\ {0}.
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Diferencial funkce

Véta

Ma—li funkce f v bodé a € R vlastni derivaci rovnu A, pak plati
f(x)—f(a)—A(x—a)=o(x—a), x— a (3)

Naopak, plati—li (3), pak ma funkce f derivaci v bodé a a plati A = f'(a).

4

Ddkaz
Plati

fla)=AeR +— IimM:A
X—a X—a

AR i f(x) —f(a) — A(x — a)

=0

X—a X —a
<~ f(x)—f(a)— A(x—a)=o(x—a)prox — a.

v
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Definice

Diferencidlem funkce f v bodé a rozumime linearni funkci
df(a)(t) = At (pro A € R), pro kterou plati

f(a+t) — f(a) — df(a)(t) = o(t) prot— 0.

Z predchozi véty okamzité plyne nasledujici fakt.

Véta (o diferencialu)

Funkce f ma v bodé a diferencial pravé tehdy kdyz ma v tomto bodé
vlastni derivaci a v takovém pfipadé plati A = f'(a).
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Poznamka

Jinak rec¢eno, existence diferencialu v bodé a je ekvivalentni s
existenci vlastni derivace. Mohlo by se tedy zdat, Ze je pojem
diferencialu zbyte€ny, protoze pokud existuje, pak je dan predpisem

df(a)(t) = f'(a)t VvteR.

Skutecné, tento pojem nam u funkce jedné proménné nepfinasi nic
moc nového — velkou dulezitosti bude mit az diferencial funkce vice
proménnych. Dulezity je také jeho geometricky vyznam.
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Vlastnosti spojitych a diferencovatelnych funkci

Definice

Rekneme, Ze funkce f je neklesajici (rostouci) v bodé a € R, jestlize
existuje R, (a) tak, ze

f(x) > f(a)prox e R¥(a) a f(x)<f(a) proxeR;(a)
(f(x) > f(a)prox e R¥(a) a f(x) <f(a) proxeR;(a)).

Rekneme, Ze funkce f je nerostouci (klesajici) v bodé a € R, jestlize
existuje R, (a) tak, ze

f(x) < f(a)prox e R¥(a) a f(x)>f(a) proxeR;(a)

(f(x) < f(a)prox e R¥(a) a f(x)>f(a) proxe R (a)).
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Definice

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € R lokalni maximum (minimum),
JjestliZe existuje R(a) tak, Ze

f(x) < f(a) (f(x)>f(a)) proxeR,(a).

Fv?ekneme, Ze funkce f ma v bodé a € R ostré lokalni maximum
(minimum), jestliZe existuje R (a) tak, Ze

f(x) < f(a) (f(x)>f(a)) proxeR,(a).

Lokalni maximum a minimum souhrnné nazyvame lokalni extrémy.
Ostré lokalni maximum a minimum souhrnné nazyvame ostrée lokalni
extremy.

Priklad
Funkce f(x) = x? m& ostré lokalni minimum v bodé x = 0.

v
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Véta

Necht funkce f ma v bodé a € R derivaci (vlastni nebo neviastni). Pak
(I) je—lif'(a) > 0 (f'(a) < 0), je funkce f v bodé a rostouci (klesajici),
(Il) ma—li f v bodé a lokalni extrém, je f'(a) = 0.

Priklad
Opacna implikace k (I) neplati. Napfiklad funkce f(x) = x2 je v bodé
x = 0 rostouci, pfitom f/(0) = 0.

Poznamka
Pro danou funkci f na intervalu (a, b) budeme definovat vyrazy

inf f, sup f, min f, max f.
(a,b) (a,b) (a.b) (a,b)

Definice — viz tabuli.
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Véta

(o0 omezenosti spojité funkce na kompaktnim intervalu) Kazda spojita
funkce na intervalu (a,b) (a, b€ R, a< b)

(1) je omezena (tzn. —oo < infigp) f < SUP(4p) f < 00),

(Il) nabyva na intervalu {(a, by svého minima a maxima, tzn. existuji
Xmin» Xmax € (@, b) tak, Ze

) =l imr) =
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Dukaz

(nebude vyzadovan u zkousky) Provedeme pouze (I). Kdyby f nebyla
na (a, b) omezena, pak bychom nasli posloupnost {x,}° , bodt
takovych, Ze x, € (a, b) pro kaZzdé n € N a

|f(xn)| > n. (4)
Protoze je {xn}°° ; omezena posloupnost, existuje podle
Weierstrassovy véty (2. prednaska) podposloupnost {xy,}>° ; majici
viastni limitu xo. ProtoZe a < xi, < b pro kaZzdé n € N, zfejmé
Xo € (a, b). Ze spojitosti funkce f plyne
nI|_>moo f(xk,) = f(xo)-

Z predpokladu (4) ale plyne |f(xk,)| > kn — oo pro n — oo, tzn.

nI|_>mOO f(Xk,) = oo.

To je ovsem spor.
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Trojice vét o stfedni hodnoté diferencialniho poctu

Véta

(Rolle) Necht f je funkce

(I) spojita na (a,b), a,be R, a< b,

(I) f ma v kazdém bodé z (a, b) derivaci (i neviastni),
() f(a) = f(b).

Pak existuje ¢ € (a, b) tak, Ze f'(£) = 0.

Dikaz

Ze spojitosti funkce f a predchozi vety plyne existence Cisel min . p f a
max g py f. Je—liminp f = max ) f, pak f je ziejme konstantni
funkce. Pak f'(x) = 0 pro kaZzdé x € (a, b), tzn. £ Ize libovolné zvolit z
intervalu (a, b). Je—limin, py f < max,p f, pak funkce f nabyva v
alespori jednom bodé ¢ € (a, b) lokalni extrém. Pak f'(¢) = 0.
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Véta
(Lagrange, o prirdstku, o stfedni hodnoté diferencialniho poctu) Necht
f je funkce
(I) spojita na (a,b), a,be R, a< b,
(I) f ma v kazdém bodé z (a, b) derivaci (i nevilastni).
Pak existuje ¢ € (a, b) tak, Ze
_ f(b) - 1f(a)

(&) = = —3 (- 1(b) = f(a) + F(£)(b - a)).

Ddkaz
Definujeme funkci

®(x) = f(x) — f(a) — %(x - a).

Ovefime, Ze funkce & splriuje predpoklady Rolleovy véty.
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Poznamka
K pochopeni a zapamatovani této véty mize poslouzit jeji geometricka
interpretace.
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Véta

(Cauchy, zobecnéena véta o pfirustku) Necht f, g jsou funkce
(1) spojité na (a,b), a, be R, a< b,

(Il) f ma v kazdém bodé z (a, b) derivaci (i neviastni),

(ll) g ma v kazdém bodé z (a, b) nenulovou viastni derivaci.
Pak existuje ¢ € (a, b) tak, Ze

f'(§) _ f(b)—f(a)
g gb)-ga@

Dikaz
Kdyby g(b) = g(a), pak by z Rolleovy véty (s vyuZitim faktu, Ze g je
spojita na (a, b) a ma na (a, b) derivaci) plynula existence ¢ € (a, b)

takového, Ze g'(¢) = 0. To je ovsem ve sporu s tretim pfedpokladem
dokazované vety — tedy g(b) — g(a) # 0. PoloZime

f(b) — f(a)

o(x) = f(x) — f(a) — 7g(b) — 0@

(9(x) — g(a))-

Jan Tomecdek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) 31. bfezna 2011 39/43



Slavné I'Hospitalovo pravidlo

Véta

('Hospitalovo pravidlo) Necht a € R* a f, g maji na néjakém
redukovaném okoli R(a) prvni derivace, pficemz g’ # 0 na R(a).
Necht je navic spinéna jedna z nasledujicich podminek:

(D limy_, 2 f(x) = limx—29(x) = 0, a € R*, g(x) # 0 pro kazdé

x € R(a),

D) limy_4]9(x)| =

Existuje—lilimy_. 4 g((x)) = A, pak také platilimy_. 5 g(( )) = A. Véta plati i
pro jednostranné limity.

Na zkouSce neni potfeba znat presné tvrzeni této véty. Staci ji umeét
pouzit a uvédomit si Uskali jejiho pouziti — viz nasleduijici slajd.
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Poznamka

(DULEZITA) Predchozi véta nam umozni velmi efektivné poéitat
neurcité vyrazy 0/0 nebo oo/oco. Mame-li vypocitat limitu

limy_ 4 f(x)/9(x), pak staCi abychom Citatele a jmenovatele zderivovali
a urcili hodnotu limity limx_5 f'(x)/9’(x) — pokud je to vhodné —
derivovanim se ovSem vyraz ¢asto mnohem zjednodusi — viz pfiklady.
Opravnénost pouziti této véty je ovSem nutné vzdy oveérit. Navic si
vSimnéte faktu, ze pokud nebude existovat limy_, 5 f'(x)/g’(x), pak tato
véta VUBEC NIC nefika o limité lim,_,, f(x)/g(x). Tento fakt se

vyjadfuje symbolem H
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Priklad
Vypoctéte

. sSinx —tgx

Ilm —3.

x—0 X
Reseni. K vypo&tu pouzijeme opakované I'Hospitalova pravidla —
protoze po jeho prvni aplikaci dostaneme v naSem prikladé opét
neurcity vyraz.

i SINX — 18X . COSX — ox _ i _008° —1
x—0 x3 x—0 3x2 x—0 3X2 C0S? X
IH i —3cos? x sin x
x—0 6X C0S2 X — 6X2 sin X COS X
_ im sin x —3cos x _ _1‘
x—»0 X 6c0Sx —6xsinx 2
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