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Tayloruv rozvoj funkce

Z kapitoly o diferencialu funkce plyne, ze pokud ma funkce v bodé a
vlastni derivaci, plati

fla+t)="f(a)+f(a)t+o(t), prot—0,

kde lim;_ o(t)/t = 0 (tato podminka je klicova). Substituci x = a+ ¢
to Ize zapsat jako

f(x)=f(a)+ f(a)(x —a)+o(x —a), prox—a

(kde limy_,z0(x — a)/(x — a) = 0).
Muzeme si tedy dovolit psat

f(x) = f(a) + '(a)(x — a) (1)

pro x ,dostate¢né blizko" k a. Tohoto faktu se pouziva pfi pribliznych
vypoctech. Na pravé strané totiz mame vyraz, k jehoz vyhodnoceni
staci pouze scéitat a nasobit.
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Priklad
Uréeme pfibliznou hodnotu éisla €901, Pak miaZeme pouZit ,vzorce* (1)
takto. PoloZime

a=0, x=0,01, f(x)=e¢€".
Pak
0,01 _ 40 / _ _
e’ ~ e’ +(€")|x=0- (0,01 =0)=1+1-0,01=1,01.

Tento priblizny vypocet ma ovsem jednu velkou nevyhodu. Neni—li
splnéna podminka blizkosti x k bodu a, vznikla chyba uplné znehodnoti
vysledek. Napfiklad vypocitejme e* pomoci vzorce (1), kde vezmeme
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pokraCovani prikladu
Vzorec ndm dava

€+ (€)|x=0-(8-0)=1+1.3=4,
pritom
e® ~ 20, 0855.

Ma se tedy smysl ptat, jestli by se nas vzorec nedal néjakym
zplUsobem vylepsit. Nasim pozadavkem by opét bylo, abychom k jeho
vycisleni vystadili s operacemi s¢itani a nasobeni.
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LepSi ,vzorec® na aproximaci?

Budeme se ptat po polynomu p(x) stupné k < n, pro ktery plati

f(x) = p(x) + o((x — a)"), prox— a. J

Vsimnéte si, ze ¢im vétsi je n, tim mensi je vyraz o((x — a)”) pro
pevné zvolené x, které je dostatecné blizko Cislu a.
Priklad
Plati
X | 107" 10° 10°°

x>=o0(x) | 1072 10°®% 1071

x3=o0(x?) 1072 109 1071

x8=0o(x% | 107 10-'8 1030
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Taylortv polynom

Véta

Necht funkce f ma v bodé a vlastni derivaci az do radu n vcéetné,
n € N. Pak existuje jediny polynom Pp(x) stupné nejvyse n (nebo
nulovy polynom) tak, Ze plati

f(x) — Pp(x) =o((x —a@)"), x— a
Polynom P, je dan vzorcem

Palo) = (@) + F(@)(x—a) ...+ &)

2=

k=0

(K)(a
o L C T

Definice

Polynom P, z pfedchozi véty nazyvame Taylorovym polynomem
n—tého stupné v bodé a.

v
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Priklad
Uvazujme funkci f(x) = e*. Pak snadno vypocitdme Taylorovy
polynomy Py, ..., Ps funkce f v bodé x = 0. Plati
X2
Po(x)=1, Px)=1+x P(x)=1+x+7,

2 5 2 3 4
P3(X)21+X+X?+%a P4(X):1+X+X?+E+ﬁ
x2 x3 x4 x5
PS(X)_1+X+?+F+Q+@'
Pak
Po(3) =1, P1(3) =4, P(3) = 8,5,
Ps(3) = 13, P4(3) = 16,375, Ps(3) = 18,4,

pritom e ~ 20, 0855.
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pokraCovani prikladu
Mozna nas napadne otazka, zda—li

lim Pn(3) = €®,

n—o00

a pokud to plati, jak je tato konvergence rychla — nebo jinak: jak velké
staci vzit n abychom byli s vysledkem spokojeni (tedy napf. aby
vysledek byl s pfesnosti na Zadany pocet desetinnych mist).
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Zformulujme tento problém obecné. Ptame se, za jakych podminek
plati

lim_Po(x) = £(x) J

pro dané x € D(f). OznaCme

Rns1(X) = f(X) ~ Pa(x) J

a nazveme tuto funkci Taylorovym zbytkem funkce f po n-tém Clenu.
Ztejme plati

Véta
Pro x € D(f) plati

lim Pp(x) =f(x) <= nli_)moo Rni1(x) = 0.

n—oo
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Véta o zbytku

Abychom mohli fict néco opravdu uziteCného, je potreba vyslovit
nasledujici vétu.

Véta

(O zbytku) Necht' n € N, funkce f ma na intervalu J s koncovymi body
a a x vlastni derivace az do (n+ 1)—niho fadu (v bodech a a x
predpokladame existenci jednostrannych derivaci). Necht funkce ¢ je
na J spojita, existuje viastni ©'(t) # 0 pro kaZdy vnitini bod t intervalu
J. Pak existuje ¢ € J tak, Ze

Ars(x) = LA =2l v @)

v
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pokracovani tvrzeni véty o zbytku

Jestlize poloZime o(t) = (x — t)™' pak dostavame tzv. Lagrangedv
tvar zbytku

_ A\n+1
Raa(x) = S D17 0(¢)

a pro p(t) = t dostdvame tzv. Cauchyuv tvar zbytku

(X - g)n(x — a) f(n+1)(£)
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Dikaz

Vezmeme libovolné ale pevné x > a (pro x < a podobné). Definujeme
funkci proménné t

F(1) = f(x) — zn: fU:!(t) (x— ¥, telax)

k=0

(tedy D(F) = (a, x)). Plati

F(x) =0, F(a) = Rn1(x),
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pokraCovani dikazu

(k) /
Ft) = — dt(;::of (t)( —t)> §t<f(t)+f1(!t)(x—t)+...

(m)
R ’)”> = (f’(f) + (O — 1) = F(t) + ...

Fn+1) (¢ , £(n) (¢ . F(n+1) (¢ ;
" n!( )(X_t) a (n_(1))!(X—f) 1) = _T()(X_ t)".

Protoze F a ¢ splnuji podminky Cauchyovy véty (minula prednaska)
existuje ¢ € (a, x) tak, ze

F(x)—F(a) _ F'(¢)
p(x) —p(a)  ¢'(&)

Po dosazeni funkce F a derivace F’(£) do této rovnosti dostaneme
vzorec (2). O

v
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Priklad
Uvazujme f(x) = ¥, a= 0. Plati

fF)(x) = €e*, tedy fX)(0) =1, prokazdé k € NuU{0}.
Pak
n Xk
Pa(x)=>" o
k=0

UvaZujme pevné x # 0. Podle pfedchozi véty (Lagrangelv tvar zbytku)
existuje ¢ lezici mezi 0 a x tak, Zze

e
Rni1(X) = mx”“.
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Pokracovani dukazu...

Proto
e|x||X’n+1
‘Rn_|_1(X)| SW—)O, pron—)OO.
Z toho dostavame
lim Po(x) = €.
n—o0

Napf. pro x = 3 jsme dokazali

; _ 3
lim Py(3) = €.
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Poznamka
Podobné Ize postupovat i u jinych funkci, napf.

2 xn

X
eX:1+X+§+...+H+O(X"), pro x — 0,

_ x2  x* . 2n 2n+1 0

COS X = —E—l—z—...—i-(—)(zn)!-i-o(x ), prox —0,

atd. .. —tzv. Maclaurinovy vzorce (= Taylorovy vzorce pro v bodé a = 0,
viz literaturu).

Jan Tomecek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 31. bfezna 2011 16/36



Pribéh funkce

Casto byvame postaveni pred problém vysetfit pribéh zadané funkce
(tzn. urCeni vlastnosti této funkce jako je monotonie, ureni lokalnich
extrému, apod.). V dneSni dobé ndm k tomu ucelu poslouzi rizné
matematické programy (napf. Maple, Mathematica, Matlab, Octave,
apod.). Ale neni $patné umeét tyto vlastnosti urit pomoci tuzky a
papiru. K tomu nam muze poslouzit diferencialni pocet.
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Monotdnnost funkce

Na druhé prednasce jsme mluvili o pojmu monoténnosti funkce na
intervalu (na mnozing) a na minulé prednasce jsme zminili pojem
monoténnosti funkce v bodé. Mezi pojmy ,monotonni na intervalu“ a
~monotonni v bodé" plati nasledujici vztahy.

Véta

Funkce je neklesajici, rostouci, nerostouci, klesajici na intervalu J
prave tehdy, kdyZ je neklesajici, rostouci, nerostouci, klesajici v
kazdém bodé z intervalu J.
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Monotonnost a derivace

Véta

Necht je funkce f spojita v bodé a € R.

() Je—li f rostouci (klesajici) na R~ (a) a klesajici (rostouci) na R*(a),
pak ma f v bodé a ostré lokalni maximum (minimum).

() Je—lif'(x)>0(>0)vR (a)af(x)<0(<0)vR+t(a), pak mav
bodé f v bodé a lokalni maximum (ostré lokalni maximum). Je—li
f(x)<0(<0)vR(a)af(x)>0(>0)vRt(a), pakmaf vbodéa
lokalni minimum (ostré lokalni minimum). Je—li f'(x) < 0 (nebo > 0) v
R(a), pak f nema v bodé a lokalni extrém.

(Ill) Necht pro néjaké pfirozené n > 2 je f'(a) = ... = f("~1)(a) = 0,
f("(a) # 0. Je—li n sudé, pak f ma v bodé a ostry lokaini extrém, a to
a . Je—li n liché, pak

f nema v bodé a lokalini extrém. Pro f("(a) > 0 (< 0) je f v a rostouci
(klesajici).
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Priklad

Vy$etiete intervaly monotonnosti funkei f(x) = x5, g(x) = x*, x € R, a
urcete lokalni extremy.

Reseni. Uvazujme funkci f(x) = x°, D(f) = R. Pro derivaci plati

f'(x) =5x* VxeR.
Tedy
f(x)>0 <= x=#0,
f(x)=0 < x=0,
f'(x) <0 prozadné x.

Protoze f je v bodé x = 0 spojité a je rostouci na R*(0) i R~ (0), pak
podle predchozi véty je funkce v 0 rostouci. Funkce f je tedy rostouci
na R.
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pokraCovani prikladu...
Uvazujme funkci g(x) = x*. Plati
gd(x)=4x3, xeR.
Tedy
Jx)>0 <+« x>0,
Jx)=0 <+ x=0,
Jx)<0 <= x<0,

ProtoZe funkce g je v bodé x = 0 spojita a je rostouci na R*(0) a
klesajici na R~(0), mé& funkce g v x = 0 ostré lok&lni minimum.
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Priklad

Vysetfime chovani funkci f(x) = x° a g(x) = x* v bodé x = 0 jinym
zplUsobem. Tentokrat nebudeme fesit algebraické nerovnice, ale
budeme pocitat derivace vysSich fadu. Pro funkci f plati

f'(x) =5x* f(0)=0,

f’(x) = 20x%, f"(0) =0,
f(x) = 60x*, f"(0) =0,
f®(x) =120x, f*(0) =0,
fO)(x) =120, 5 (0)=120> 0.

Z predchozi véty (Casti (ll1)) vyplyva, ze f je v bodé x = 0 rostouci.
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pokraCovani prikladu...

Pro funkci g plati
gl(x) = 4X37 g’(O) =0,

g"(x)=12x2, ¢"(0)=0,
g"(x)=24x, g"(0)=0,
g (x) =24, g*(0)=24>0,

Z pfedchozi véty (Casti (1)) vyplyva, Zze f ma v bodé x = 0 ostré
lokalni minimum.
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Konkavnost, konvexnost funkce, inflexni body

Definice

Necht funkce f je definovana nali(a), a € R. Rekneme, Ze pfimka
y = f(a) + k(x — a) je tecnou ke grafu funkce f v bodg a, jestlize

f(x)—f(a)—k(x—a)=o(x—a), prox—a

(kde limy_,a0(x — a)/(x — a) = 0).

Poznamka

Z véty o diferencialu z predchozi prednasky (slajd 29) vidime, ze graf
funkce f ma te€nu o rovnici y = f(a) + k(x — a) pravé tehdy, kdyz
existuje vlastni derivace f'(a) a plati k = f'(a). Rovnice tecny je tedy
ve tvaru

y = f(a)+f(a)(x — a)
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Definice

(1) Rekneme, Ze funkce f je v bodé a ryze konvexni (ryze konkavni),
jestlize existuje R(a) tak, ze

f(x) > f(a) + f'(a)(x — a) (f(x) < f(a)+ f'(a)(x — a)>. 3)

(2) Rekneme, Ze bod a je inflexnim bodem funkce f, jestlize v Rt (a)
plati jedna z nerovnosti z (3) a v R~ (a) plati nerovnost opacna.

(3) Plati—li v (3) neostré nerovnosti mluvime o konvexnosti
(konkavnosti) funkce f v bodé a, resp. o slabém inflexnim bodé funkce.

Definice

Rekneme, Ze funkce je (ryze) konkavni, resp. konvexni na intervalu J,
jestlize je (ryze) konkavni resp. konvexni v kazdém bodu z intervalu J.
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Priklad

Funkce f(x) = sin x je ryze konvexni na (7 + 2k, 2w + 2kn), k € Z,
ryze konkavni na intervalech (2kr, 7 + 2kw) a body x = km, k € Z jsou
inflexni bodly.

v

Véta

Je—lif"(a) > 0 (f"(a) < 0), je funkce f v bodé a ryze konvexni (ryze
konkavni).

Je—li a inflexni bod funkce f a f"(a) existuje, pak f"(a) = 0.

Poznamka

Inflexni bod pozname tedy tak, ze v ném druha derivace (pokud
existuje) méni znaménko.

Jan Tomecéek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 31. bfezna 2011 26/36



Asymptoty

Definice

(1) Necht f je definovana na otevieném intervalu (a,b), b€ R a
limy_p— f(X) = co(—o0). Pak fikdme, Ze f ma v bodé b vertikalni
asymptotu.

(2) Necht f je definované na otevieném intervalu (a,b), ac R a
limyx_a+ f(X) = co(—o0). Pak fikdme, Ze f ma v bodé a vertikalni
asymptotu.

Priklad
Funkce f(x) = 1/x ma v bodé x = 0 vertikalni asymptotu.
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Definice
Necht f je definovana na (a, o). Rekneme, Ze pfimka y = kx + g je
asymptotou funkce f pro x — oo, jestlize

lim (f(x) — (kx + q)) = 0.

X—00

Podobné definujeme asymptotu pro x — —oo.

Véta
PFimka dana rovnici y = kx + q je asymptotou funkce f pro x — +oo
praveé tehdy, kdyz

lim @:keR a lim (f(x)—kx)=qgeR.

X—+oo X X—+oo
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VySetreni prabéhu funkce

Ulohou najit priilbéh funkce se rozumi sestrojeni priblizného grafu
funkce, ktery by daval dostate¢nou prestavu o jejim chovani. Pri feSeni
této Ulohy postupujeme vétSinou takto:

@ Urceni definié¢niho oboru, ptipadné nulové body funkce,

@ intervaly spojitosti, body nespojitosti, limity v krajnich bodech
defini¢niho oboru, vertikalni asymptoty

sudost, lichost, periodi¢nost

ureni prvni derivace funkce — jeji definini obor, urceni intervall
monoténnosti, uréeni lokalnich extréma,

uréeni druhé derivace funkce — definiéni obor, uréeni intervall
konkavnosti, konvexnosti, inflexni body,

asymptoty.

© 0 00
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Priklad

VySetrete prubéh funkce

f(x) =

2

x2—1

Reseni. (1) D(f) =R\ {£1}.

Bod x = 0 je jediny nulovy bod funkce.

(2) Funkce je spojita na intervalech (—oo, —1), (=1, 1), (1, 00). Funkce
ma nespojitosti v bodech x = —1 a x = 1. Plati

im X
xo-1-x2—1
im X
x—1— x2 —1

lim X
00 —— = —0
Tox——14+ X2 — 1 ’
lim X
—00 =00
Toxo14 X2 —1 ’

tedy funkce f ma v bodech x = 1, x = —1 nespojitosti druhého druhu.
Navic z limit plyne, Ze funkce f ma vertikalni asymptoty x = —1, x = 1.
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(3) Plati
2 2
f(—x) = (_(X)’,‘f)_1 - XZX_1 —f(x), VxeR

tedy funkce f je suda. Neni licha ani periodicka.
(4) Plati

, 2
"=y J

D(f") = D(f). Ur¢ime, na jaké mnoziné je funkce rostouci, tj. feSime
nerovnici

f'(x) > 0,
2x
E_1)7 <0,
x <0 Ax#-1.
Funkce je tedy rostouci na intervalech (—oco, —1) a (—1, 0), klesajici na
(0,1)a (1,00). V bodé x = 0 je funkce spojita tedy ma v ném ostré
lokalni minimum, f(0) = 0.
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(5) Plati

2
f”(x):23x +1 J

D(f") = D(f). Uréime na jaké mnoziné je funkce konvexni, tj. feSime
nerovnici
f'(x) > 0,
3x2 41
[ —
(= 1)° >0,
1
(x2—1)3
x> —1>0,
x| > 1.
Funkce je tedy konvexni na intervalech (—oo,—1) a (1, 00) a snadno
se presveédCime, ze je konkavni na intervalu (—1,1). Funkce nema
inflexni body (x = +1 nemohou byt inflexni body — v téch funkce neni
definovana).

> 0,
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(6) Hledame asymptotu pro x — oo. Pokud existuje asymptota o
rovnici y = kx + q, pak
f(x)

. . X
k= lim —= = lim — =0,
x—oo X x—o00 X¢ — 1

g= lim (f(x) — kx) = lim L:L

X—00 X—00 X2 — 1

Tedy y = 1 je rovnice asymptoty funkce pro x — oco. Podobné
spocitame, Zze y = 1 je rovnice asymptoty funkce i pro x — —oc. Z
téchto Udaju jiz mizeme snadno nacrtnout graf funkce.
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Toto byla vy&erpavajici analyza pribéhu funkce. Casto nas ovéem
zajima pouze vysSetieni extrému funkce. Napfiklad (prevzato z textu
Krupka, Malek: Matematicka analyza I.,1l.):

Priklad

(Problém sikovného strycka) Predpokladejme, Ze jste Sikovny strycek.
Vas synovec za vami pfijde s nasledujicim ukolem: Chtél by z
obdélnikového kusu plechu o rozmérech 50 x 30 centimetru udélat
krabici bez vika s co mozZna nejvétsim objemem. Vasim ukolem je tedy
zjistit, jak moc je nutno plech nastfihnout, aby z ne€j utvorfena krabice
méla nejvétsi objem.
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Posledni ptiklad Ize feSit pomoci této véty (ktera shrnuje poznatky z
této a minulé prednasky.

Véta

Necht f je spojita na intervalu (a, b), a, b € R. Pak je funkce na tomto
intervalu omezena a nabyva na ném maxima i minima.

Pritom bod maxima (resp. minima) je nabyt bud’ v krajnich bodech
intervalu, ve stacionarnim bodé funkce f nebo ve vnitfnim bodé, ve
kterém nema funkce f derivaci.

Jan Tomecéek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 31. bfezna 2011 35/36



Kojecka, J., Kojecky, T.: Matematicka analyza pro 1. semestr, VUP,
Olomouc, 1997.

Krupkova V., Fuchs, P.: Matematika 1, VUT, Brno, 2007 (dostupné
v elektronické podobé)

Kopacek J.: Matematicka analyza nejen pro fyziky (1), Matfyzpress,
Praha, 2004.

Kopacek J.: Matematické analyza nejen pro fyziky (l1),
Matfyzpress, Praha, 2007.

B & B D @

Dosla Z., Dosly O.: Diferenciélni pocet funkci vice proménnych,
MU, Brno 2003.
+ elektronicka skripta

Jan Tomecéek, tomecek@inf.upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 31. bfezna 2011 36/36



