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Limita funkce vice proménnych

Podobné jako u funkce jedné proménné mazeme definovat limitu. Jak
uz vime, k tomu je tfeba nejprve definovat vzdalenost mezi prvky z RV.
Vyhradné budeme pouzivat euklidovskou metriku (pomoci ni pak
definujeme okoli ¢ a redukované okoli R).

Definice

Necht f: RN — R, a e D(f), A € R. Rekneme, ze f ma v bodé a limitu
A, jestlize

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € D)(x € Rs(a) = |f(x) — A| <e).

Piseme

lim f(x) = A.

X—a

Srovneijte s limitou funkce jedné proménné! Zkuste nadefinovat
nevlastni limitu +oo.
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Pro limitu funkce vice proménnych budou platit podobné véty jako pro
funkci jedné proménné, napr.:

Domaci ukol
Dokazte: Funkce f muZe mit v bodé a € D(f) nejvyse jednu limitu. J
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Heineho véta

Dale plati zobecnéni Heineho véty - srovnejte s funkci jedné
proménné! (Pokuste se o dlikaz.)

Véta
(Heine) Necht f : RN — R a a € D(f)'. Pak )I(lg"la f(x) = A pravé tehady,
kdyz pro kazdou posloupnost {xI"}> . c D(f)\ {a} plati

imx=a2 — lim f(xI) = A
n—oo n—oo

Jan Tomecek, jan.tomecek@upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 12. dubna 2011 5/41




Aritmetika limit funkci
Plati i podobné véty o aritmetice limit...

Véta
Necht f a g jsou reéiné funkce v RN a existuji limity

lim f(x) =AeR, )I(anag(x) =BeR

X—a
a a € R. Pak plati
lim ((x) £ g(x)) = A+ B, lim f(x)g(x) =
lim af(x) = aA,
X—a

flx)y A
)I(Lna B =35 (pokud B # 0).

a mnohé dalsi véty jako napf. véta o tfrech limitach, o limité slozeného
zobrazeni... viz literaturu.
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Limita funkce vzhledem k mnoziné

Definice

Necht M c RN. Ma-li restrikce f|yp(r) v bodé a € (M N D(f))’ limitu
A, fikdme, Ze A je limita funkce f v bodé a vzhledem k mnoziné M a
piseme

lim f(x) = A.

X—a
xeM

Poznamka
Uvédomme si, co tyto pojmy znamenaji pro N = 1. Uvazujme limitu
funkce f: R' — R v bodé a vzhledem k mnozing M = (a, o).
Rozmyslete si, ze se vlastné jedna o jednostrannou limitu

lim f(x).

X—a+
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Véta

Necht f: RN = R, X, Y c RN, ac D(f) n X' N Y'. Existuje—li
limy_a f(x) = A, pak existuji i limity

lim f(x), lim f(x)

ex e

a jsou rovny A.

Dusledek této véty nam pomuze pfi dokazovani neexistenci limity
funkce.

Dusledek

Jestlize existuji X, Y ¢ RN takové, 2e ac X'nY'a

lim f(x) # lim f(x),
ex ev

pak )I(ana f(x) neexistuje.
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Spoijitost funkce

Podobné jako u funkce jedné realné proménné budeme definovat
spoijitost.

Definice

Necht f: RN — R, a € D(f). Rekneme, Ze f je v bodé a spojita, jestlize

(Ve > 0)(39 > 0)(vVx € D)(x e Us(a) = |f(x) — f(a)| < e).

Definice

Necht f: RN = R, ae€ M c D(f). Je—li restrikce f|y v bodé a spojita,
fikdme, ze funkce f je spojita v bodé a vzhledem k mnoziné M.

Uvédomte si, co tyto pojmy znamenaiji pro N = 1. Definice spojitosti
funkce v bodé odpovida v tomto pripadé presné definici spoijitosti
funkce jedné proménné v bodé. Uvazujme spoijitost funkce f vzhledem
k mnoziné M = (a, o). Zfejme se jednd o spojitost funkce f v bodé a
zprava.
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Poznamka

Z definic plyne: Je—li funkce f spojitd v bodé a € M C D(f), pak je i
funkce f|y spojita v bodé a.

Z toho okamzité plyne: Je—li a € M C D(f) a funkce f|y neni spojita v
bodé a, pak neni spojita ani funkce f v bodé a.

Priklad
Je dana funkce f : R? — R pfedpisem

fx.y) = |ty Pro(x.y) #(0,0),
0 pro (x,y) = (0,0).

Ukazeme, ze tato funkce neni spojita v bodé (0, 0). Uvazujme restrikci
funkce f na mnoziné

M= {(x,y) € D(f): y = x},

pro prehlednost oznaCime g = f|y.
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PokraCovani prikladu...

Pak ziejmé
1 pro(x,y) e M\ (0,0),
gix,y) = 42 Proxy) e MA(0,0)
0 pro(x,y)=(0,0).
Je videét, Ze funkce g neni spoijité v (0, 0), tedy podle pfedchozi
poznamky nemuze byt spojita ani funkce f.
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Nasledujici véta nam dava jednoduchy navod, jak urcit zda je funkce
spojita v daném bodé. (nebude vyzadovana u zkousky)

Véta

Necht f: RN — R, a € D(f). Jestlize existuje k > 0 takové, Ze pro
kazdé x € D(f) plati

f(x) — f(a)] < kp(x, a),

pak f je spojita funkce v bodé a.

Dikaz

Vezmeme e > 0 libovolné a poloZime 6 = ¢/k. Pak pro kaZdeé x € D(f)
takové, Ze p(x, a) < ¢ plati

€

[7(x) = f(@)] < kp(x, a) < ko = k.

= €.
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Domaci ukol
Z pfedchozi vety se da lehce dokazat, Ze i—ta projekce I;
(i=1,...,N) a konstantni funkce je spojitd v kaZdém bodé z RN.

Priklad
Je dana funkce f : R® — R pfedpisem

fx.y.2) = | Firm PO (6.y.2) #(0,0,0),
0 pro (x,y,2) = (0,0,0).

Pro (x,y,z) # (0,0,0) plati

Xxyz O' _ E VRVREVR (Ve y? 22

XB+y2+ 22 | T xB+y2+ 22 B2 422 T 2y 422

=V x2 +y2 +22 = p3((X,y,Z),(0,0,0))-

PoloZzime k = 1 a pouZzijeme predeSlou vétu.

v
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Vztah limity a spojitosti

Mezi spojitosti a limitou funkce vice proménnych je (podobné jako u
funkce jedné proménné) velmi tésny vztah.

Véta
Necht f: RN — R, a € D(f). Pak funkce f je spojita v bodé a pravé

tehdy, kdyZz
lim f(x) = f(a).

X—a

Opét, inspirovani dukazem pfisluSné véty pro funkci jedné proménné ji
Ize dokazat.
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Asi nas neprekvapi nasledujici analogie Heineho véty pro spojitost
funkce v bodé.

Véta

(Heine) Necht' f : RN — R, a € D(f). Funkce f je spojita v bodé a
prévé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost {x!"1} c D(f) plati

im xM=a — lim f(xI") = f(a).
n—oo n—oo )
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DalSi praktické véty

Véta

Necht f, g : RN — R, a € D(f) N D(g). Jsou—li f a g spojité v bodé a,
pak jsou v tomto bodé spojité i funkce

f+g, f—-g, f-g, é (jestlize g(a) # 0).

Dusledek

Z predchozi véty a toho, Ze i—ta projekce a konstantni funkce jsou
spojité v kazdém bodé plyne, Ze polynom v RN je spojita funkce v
kaZdém bodé z RN.
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Spoijitost sloZzené funkce

Véta
Necht pro g, . . ... gv RN - R af:RM - R plati, Ze g; jsou spojité v
bodéac RN proi=1,...,M af je spojitd v bodé (gi(a),. .., gu(a)).
Pak sloZena funkce

F=191,...,9m)
je spojita v bodé a.

Priklad

Napfiklad funkce F(x,y) = sin(x? 4 y?) je podle vyse uvedené véty
spojité v kaZdém bodé z R?, protoZe funkce

f(z)=sinz a gi(x,y)=x%+y>?

jsou spojité ve vSech bodech svych defini¢nich obord.
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Spojitost na mnoziné

Definice

Rekneme, Ze f : RN — R je spojita na M c D(f), jestlize je spojita v
kazdém bodé mnoZiny M.

Spoijité funkce na kompaktnich a souvislych mnozinach maji jisté
pékné vlastnosti - jde 0 zobecnéni vét pro spojité funkce jedné
promeénné — viz doporucenou literaturu — napt. Dosla (véty 2.10, 2.11).

vvvvvv

funkci vice proménnych.

Véta
Spojita funkce vice proménnych je na kompaktni mnoZiné omezena.
Dokonce na ni nabyva minima i maxima.

Srovnejte s odpovidajici vétou pro funkce jedné proménné — véta z 35.
slajdu minulé prednasky.
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Diferencialni pocet funkci vice proménnych

Zobecnili jsme limitu a spojitost pro funkce vice proménnych. Jak to
bude s derivacemi? Co je derivace funkce jedné proménné a jaky je
jeji geometricky vyznam?

Derivace funkce v urcitém bodé popisovala rychlost zmény funkéni
hodnoty f(x) pfi zvétSovani x v okoli bodu a. UZ u funkce dvou
promé&nnych je tu problém: Jakym zplisobem se budeme s x € R? k
bodu a € R? priblizovat?

U funkce jedné proménné to Slo pouze zprava Ci zleva.

U funkce dvou a vice proménnych mame nekone¢né mnoho ,smerd*“
(obecné by se dalo k bodu priblizovat po jakékoliv mnoziné, ktera by
tento bod obsahovala ve svém uzavéru — zde se budeme blizit POUZE
po primkach).
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Smérové derivace

Definice
Necht f: RN — R, a € int(D(f)), 0 # v € RV, Existuje-li limita

i f@+hv) —f(a)
h—0 h

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé a ve sméru v (smérovou derivaci
funkce f v bodé a ve sméru vektoru v). Budeme ji znacit symboly

of ,
5(3)’ f(a),f,(a),...

Poznamka

Smérova derivace bude urcovat rychlost zmény funkénich hodnot
funkce f v bodé a ve sméru vektoru v POUZE TEHDY, kdyzZ ||v| = 1
(jde o euklidovskou normu!). To bude vidét z obrazku.

V.
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K pochopeni smyslu definice je tfeba znat geometricky vyznam.
Napomoci muze definice nasledujici funkce jedné proménné:
Definujme funkci g : R — R predpisem

g(h) = f(a+ hv). ]
Zrejme
o Of
g(0) =5 (a) J

Jaky je vztah mezi funkcemi f a g? Jaky pak maji geometricky vyznam
Cisla g'(0) a f/(a)?
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Plati (neni tfeba se to ucit ke zkousce)

Lemma

Necht ma funkce f : RN — R v bodé a € int(D(f)) derivaci ve sméru
v # 0, c € R\ {0}. Pak existuje i derivace funkce f ve sméru vektoru

cv a plati
of of

)@ = %5, @)

Dikaz
Plati
a_f(a) —im f(a+ hev) — f(a) _clim f(a+ hev) — f(a)
ocv h—0 h h—0 ch
. fla+tv)y—f(a) Of
= { =5, (@)

kde jsme provedli substituci t = ch.
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Parcialni derivace v bodé

Nyni se podivejme na smérové derivace ve sméru prvkl standardni
baze prostoru RV, ozn. el (el je vektor majici i~tou slozku rovnu
jedné a ostatni rovny nule), i = 1,..., N. VSimnéte si, ze

e =1. )

Definice

Necht f: RN — R, a € int(D(f)), i € {1,..., N}. Smérovou derivaci
funkce f v bodé a ve sméru vektoru el nazyvame parciaini derivaci
funkce f podle i—té proménné a oznacujeme ji

of
a_xi(a)ﬂ f,’(i(a), fi/(a)7 s
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K ¢emu by mohly byt dobré parcialni derivace?

Poznamka

Dovedli byste uhadnout, k ¢emu by nam mohli byt obé parcialni
derivace dané funkce dvou proménnych v daném bodé? Mely by
néjaké praktické uplatnéni? (navod: te¢na rovina grafu funkce)
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Parcialni derivace

Definice
Necht 7 : RN — R, kde D c D(f) je oteviena mnozina, i € {1,...,r}.
Necht pro kazdé x € D existuje fy,(x). Pak funkci

of of

o - Dex— 8_x,-(x)
nazyvame parcialni derivaci funkce f podle i—té proménné (podle
proménné x;) na D.

Opét jako u funkce jedné proménné: Je tfeba rozliSovat mezi pojmy
parcialni derivace v bodé a parcialni derivace.
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Praktické pocitani parcialnich derivaci

Jak spocitat smérové derivace? Podle definice. To ale neni pfilis
efektivni. Specialné parcialni derivace mizeme pocitat na zakladé
nasSich dovednosti derivovani funkce jedné proménné.

Poznamka

Chceme-li spocitat parcialni derivaci podle jeji proménné x; v bodé x,
pak ji staCi chapat jako funkci jedné proménné x;, pfi¢emz ostatni
proménné chapeme jako konstanty. Pak je tfeba jen umeét vzorecky a
vztahy pro derivaci funkce jedné proménné. Tato fakta plynou pfimo z
definice — zjistéte jak! (To je jedna z vyhod pojmu parcialni derivace!)

4
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Priklad
UvaZujme funkci
f(x,y) =X+ xy +y2,
a bod (a, b) € R2. Jak spocitame f,(a, b)?
(a) Podle definice
2 -
Bty — (1 NESE B o (@ o 7 =l e el 7))
Ox h—0 "
c= _ 2

im <(a+h) # ath-a, b

- b
Jim b b b+ h >:2a+b.

(b) Ur¢ime funkéni predpis funkce f;, a dosadime do néj bod (a, b).

Plati .
fl(x,y) = e <x2 +xy+y2) =2x+y.
Pak .
5(‘3, b)=2a+b.

V.
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Véta

(o pfirdstku) Necht D = (¢q,dy) x (o, db) X ... x (cy,dy) @af: D — R
ma parcialni derivace fy, na D pro vSechnai=1,... N.

Pak pro kaZzdé a = (ay,...,an), b= (by,...,bn) € D existuji
01,...,0n € (0,1) tak, Ze plati

RSNy
f(b) —f(a)=> a7/_(67 )(bi — aj),

i=1

kde q[’] = (b1,b2,...,b,-_1,aj+0j(b,-—a,-),aj+1,...,aN) pro
j=1.....N.
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Dikaz

Provedeme pouze pro N = 2. Mame tedy dokazat nasledujici tvrzeni:
Necht f : D = (¢y,d;) x (c2, k) C R2 — R md parcialni derivace f,,,
fy, na D. Pak pro kaZdé (a1, ap), (b1, b2) existuji 61, 62 € (0, 1) tak, Ze

of
f(by, bo) —f(ay,a) = 87(67[1])(131 —a)
X1
of
o ql2l _
+ 8x2(q )(b2 — @)
kde qU'l = (a + 601(by — a1), @), q¥¥ = by, @ + 02(bo — ).

Dukaz je zaloZen na aplikaci Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté.
Predpokladejme, Ze a; < by a ao < bo — rozmyslete ostatni pripady.
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...pokracovani dukazu
Definujeme funkce

g1(x1) = f(x1,a) xq € (a1, bq),

92(x2) = f(by,X2) X2 € (@, bo).
Plati

’(x)—a—f(x a) X1 €(ai,by)

911—8)(1 1,82 1 1,01),

of
9(X2) = 8_)(2(b1’X2) Xo € (&2, b2)

z Cehoz také plyne, Ze obé funkce jsou spoijité na svych definiCnich
oborech. Pak podle Lagrangeovy véty existuji & € (aq, by),
& e (32, bg) tak, ze

g1(b1) — gi(ar) = 91(&1)(br — @), ga(b2) — g2(a2) = Ga(&2) (b2 — @2).

Jan Tomecek, jan.tomecek@upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 12. dubna 2011

30/41



...pokracovani dukazu
Plati

f(b1,b2) = f(a1,a2) = f(b1,b2) = f(b1,32) T f(b1,&2) = f(a1,ag)
= go(b2) — g2(a2) + 91(b1) — g1(a1)
= go(&2)(b2 — @) + g1 (&1)(by — ar)

;f (b1, 82)(b2 — a2) + o or (51732)(b1 —a).

Ztejmé mlzeme pséat & = a; + 0i(b; — a;), kde 0; € (0,1) proi = 1,2,
dostavame tvrzeni véty.
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Parcialni derivace a spojitost

U funkce jedné proménné plati, ze ma-li funkce f vlastni derivaci v
bodé a, pak je v a spojita. Dalo by se o¢ekavat, ze bude platit
zobecnéni:

Mé&-li funkce f : RN — R parciélni derivace podle véech proménnych v
bodé a, pak je v bodé a spojita.

To ale pravda neni, napf¥. pro funkci

f(x,y) = {#yyz pro (x,y) # (0,0),
0 pro (x,y) = (0,0).

Ize snadno spocitat, Zze

of of
5,00 =0, @(0,0) — 0,

pfitom neni v bodé (0, 0) spojita (viz par slajdu zpét).

Na spojitost budeme muset predpokladat mnohem vic. Viz dalsi vétu.
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Véta
Necht méa funkce f : RN — R naU/(a) ¢ D(f) omezené parcialni
derivace podle vSech proménnych. Pak je f v bodé a spojita.

Dikaz

Provedeme opét pro N = 2. K okoli U(a) jisté najdeme otevieny
interval (cy, dy) x (¢z, db) takovy, Ze

& (C1,d1) X (Cg, dg) C U(a)

Pak podle predpokladi ma funkce f na tomto intervalu parcialni
derivace fy , f, a existuje K > 0 tak, Ze

< K, provsechnax € (cq,dy) x (cz, db).

(9X1 )‘
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Podle pfedchozi véty pak pro body x = (xy, x2), @ = (a1, &) existuji
g, g? € (¢q,dy) x (¢, db) tak, Ze

of of
_ — | 2L qlll _ T ql2l _
[f(x) — f(a)| o, (") (x4 —a1) + ox; () (x2 — a2)
of of
< 87)(1(67[1]) X1 — aq| + ‘%(q[ﬂ) |Xo — ao|

< K(|x1 — a1]| + |xo — az])

< 2K\/(X1 —a1)2 + (x2 — &)? = 2K||x — & .

Zvolme ¢ > 0. Pak podle predchozich nerovnic plyne, Ze staci polozit
d < 5 pro které navic plati U;(a) C (¢, dy) x (¢, db). Pro kazde
x € D pak z predchozich vypocta plati

Ix—all<d = |f(x)—f(a) <2Ki <k,
coz neni nic jiného nez spojitost funkce f v bodé a.
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| pro smérovou derivaci plati véta o stfedni hodnoté (pouzije se napf. v
dldkazu Taylorovy véty - viz dal§i prednasku).

Véta

(o stfedni hodnoté) Necht f: RN — R, a € D(f), 0 # v € RN jsou
takové, ze existuje f, ve vSech bodech Usecky

{a+tr:te(0,1)} C D(f).
Pak existuje 6 € (0, 1) tak, Ze

fla+v)—f(a)=f,(a+0v).

Ddkaz
Definujeme funkci

g(t)y="fla+ tv), te(0,1)

a aplikujeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté.

4
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Parcialni derivace druhého fadu (v bodé)

Definice
Necht ma funkce f : RN — R parcialni derivace fio i€ {1,...,N} na
okoli bodu a € D(f), j € {1, ..., N}. Existuje—li parcialni derivace

funkce fy, podle j/—té proménné v bodé a, nazyvame ji parcialni derivaci
2. fadu funkce f v bodé a podle proménnych x;, x; (v tomto pofadi),

znacCime
aZf /!
8X,a ( ) fx,x](&), fX,Xj(a)

Je—li i = j, piSeme

°f
8_)(12(3) ( a, x2( e
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Derivace druhého radu

Definice

Necht ma funkce f parcialni derivaci f,., (x) v kaZzdém bodé
x € D C D(f). Pak funkci

%f

D
S X — Pxi0%

(%)

nazyvame parcialni derivaci funkce f druhého radu podle proménnych
Xi, Xj na D a zna¢ime
o’f

(jde tedy o funkci N proménnych).
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Schwarzova véta

Nasledujici véta nam usnadni praci pfi pocCitani derivaci druhého (i
vys§§iho) radu.

Véta
(Schwarzova) Méa—li funkce f : RN — R v okoliUd(a) C D(f) bodu a
parcialni derivace f, f,’(j (i,j€{1,...,N})aderivaci ff(fx,-, ktera je v

bodé a spojita, pak existuje fy.x,(a) a plati

0°f (a) = 0°f ()
oxiox;~ | oxox;

Duasledek
Jestlize je funkce f,’(;xj spojita na oteviené mnoziné D C D(f), pak
existuje f)’(jx,. na D a tyto funkce jsou si rovny.
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Derivace vyS$Sich radu

Poznamka

Podobné muzeme nadefinovat smérové a parcialni derivace
libovolného fadu. Viz doporucenou literaturu.

Jan Tomecek, jan.tomecek@upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 12. dubna 2011 39/41



Doporucena literatura

KOPACEK J. Matematicka analyza pro fyziky Il. Matfyzpress, Praha,
2005.

DOSLA, Z, DOSLY O.: Diferencialni po&et funkci vice proménnych,
Masarykova univgrzita, Brno, 2003.
BRABEC, J., HRUZA, B.: Matematicka analyza Il, SNTL, Praha, 1986.

Jan Tomecek, jan.tomecek@upol.cz (UPOL) MA11 (2009/10) 12. dubna 2011 40/ 41



FAQ aneb ¢asto kladené otazky u zkousky

@ Pro¢ chceme v definici parcialni derivace (a smérové derivace) v
bodé a, aby a € int(D(f))?

@ Jaky je vztah mezi parcialni derivaci a derivaci ve sméru?

@ Jaky je vztah spojitosti funkce v bodé a existence smérovych
derivaci? Je to stejné jako u funkci jedné proménné? (Odpoved’
Existuji funkce, které nejsou v daném bodé spoijité, pfitom v tomto
bodé maji smérové derivace v kazdém sméru, napf

2

fix. y):{ 2, pro (x.y) #(0,0),
0 pro (X,}/):(0,0),

neni v poCatku spoijita, pfitom existuje f,(0,0) pro kazdé v # 0.)

@ Jak prakticky po&itame parcialni derivace? Ceho vyuzivame a
odkud to plyne?

@ Jaky je rozdil mezi pojmy ,parcialni derivace v bodé"“ a ,parcialni
derivace” (podle i—té proménné)?

@ Jaky prakticky vyznam ma Schwarzova véta?
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