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Totalni diferencial

Na minulé pfednasce jsme se seznamili s pojmy parcialni derivace a
derivace ve sméru. Motivovali jsme je potfebou analogie derivace
funkce jedné proménné (tfreba kvuli vySetfovani lokalnich extrému
funkci vice proménnych).

Vidéli jsme ovSem, Ze derivace ve sméru (a tedy i parcialni derivace)
nejsou plnohodnotnou analogii k derivaci funkce jedné proménné.
Napftiklad funkce (vice proménnych) majici vSechny smérové derivace
nemusi byt viibec spojita (zatimco u funkce jedné proménné existence
vlastni derivace v bodé implikuje spojitost v tomto bodé). Zavedeme si
pojem totalni diferencial (nebo jen kratce diferencial). Jde o zobecnéni
diferencialu funkce jedné proménné.
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Nejprve trocha linearni algebry

Definice

Necht' V, W jsou realné vektorové prostory. Zobrazeni ¢ : V — W
nazveme linearni zobrazeni, jestlize

Vo, BER Vx,y € V: L ax+ By) = al(x) + L)

Je—li V=RN, W =R, nazyvame takové zobrazeni ¢ linearni formou.
Méli bychom z algebry védét, ze linearni formy jsou reprezentovany
vektorem (z RN):

Véta
Necht ¢ : RN — R je linearni zobrazeni. Pak existuje pravé jedno
o € RN takové, Ze

((x) = (a,x)  provéechna x € RN

( (+,-) je standardni skalarni soucin — tak, jak jsme ho definovali v
jedné z predchozich prednasek).
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Dukaz
Zfejmé pro kaZdé x < RN plati

N
x =Y xell,
i=1

kde ell jsou prvky standardni bdze RN, x; € R jsou soufadnice vektoru
X vzhledem k této bazi — jsou uréeny jednoznacné. Pak z linearity

plyne
N
x) =60 xell) = fo (elly = ZX'O" (e, X),
i=

kde o = ((ell), a = (avq, ..., ap).
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Definice

Vektor o € RN z pfedchozi véty nazyvame reprezentantem linedrni
formy.

Priklad
Uvazujme linearni formu ¢ : R? — R definovanou predpisem

UXx) = X1 — Xo.

Jeji reprezentant je zfejmé a = (1, —1).
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Definice totalniho diferencialu
Jiz znadme diferencial funkce jedné proménné:

Necht f: D Cc R — R, U(a) C D. Linearni zobrazeni df(a) : R — R
jsme nazyvali diferencidlem funkce f v bodé a, jestlize platilo

f(a+ h) — f(a) = df(a)(h) + o(h)
o(h)

D s SE

V tomto pfipadé

df(a): R — R, J

tedy reprezentant je realné Cislo o € R a plati

df(a)(h) =ah proheR.
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Také jsme dokazali, ze funkce ma v bodé a diferencial prave tehdy,
kdyz existuje vlastni f’(a) a v tomto pfipadé plati

a = f'(a).

Tedy f'(a) je reprezentantem diferencialu funkce jedné proménné.
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Nyni se podivejme na funkci vice proménnych.

Definice

Necht f: RN — R, a € U(a) c D(f). Linearni formu df(a) nazveme
totalnim diferencialem funkce f v bodé a, jestlize

f(a+ h) — f(a) = df(a)(h) + o(h)  pro v8echna h e RV,
takova, Ze a+ h € U(a), kde o : RN — R splfiuje

o(h)

h—0 ||A]| =t

V tomto p¥ipadé je diferencialem linearni forma typu RN — R, tzn. je
jednoznaéné uréena svym reprezentantem o = (v, ..., ay) € RV,
takZe plati

df(a)(h) = (o, h) = Za, J
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Reprezentant totalniho diferencialu

Bude nas zajimat, jestli Ize (podobné jako u funkce jedné proménné)
urcit koeficienty «;; pomoci smérovych derivaci.

Priklad
Uvazujme funkci f : R? — R definovanou predpisem
f(x1, %) = X2 4 X3,
a=(ay,a) € R?, h= (hy, ho) € R2. Pak plati
f(a+ h) — f(a) = f(ar + hy, ax + hp) — f(a1, a)
= (a1 + )P+ (a + ho)® — & — &
= 2aihy + 3ash + hf + 3aph3 + h3.

Vyraz 2a; hy + 3ash, by mohl byt pfedpisem diferencialu df(a) v
proménné h = (hy, hy).
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...pokracovani prikladu
Tedy reprezentant v tom pripadé by byl uren takto

a1 =281, Qo= 3a§.

V nasem pripadeé tedy plati

of of
g = a(a)a Qa2 = 87)(2(3)‘

Musime ale jesté dokazat, ze

h2 + 3aph + h3 0

lim
h—o 1Al
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...pokracovani prikladu
Snadno odhadneme (pouZzijeme nerovnosti |h;| < ||h|| pro i =1,2)

h$+332h§+hg _ol < h12+3|32’h§+‘h2’h§
gl - 1Al
< 1Al + jaz|l1Al® + 1A
- 1Al

= ||hll + 3laz[l|All + |1AlI?

Limitnim pfechodem h — o (nebo-li || h|| — 0) dostavame to, co jsme
chtéli...

v

Z tohoto prikladu bychom mohli usoudit, Ze diferencial funkce f v bodé
a je linearni forma reprezentovana vektorem

Vi(a) = <88)2(a),...,8f(a)>.

OXr

J

Skute¢né tomu tak je. Nazyvame ho gradientem funkce f v bodé a. To
ale musime dokéazat obecné.
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Véta o reprezentaci diferencialu

Véta

Necht ma funkce f v bodé a totalini diferencial. Pak je funkce f v bodé
a spojita, existuji fy,(a) proi =1,..., N a plati

df(a)(h) = (Vf(a),h) proheRN.

Ddkaz

(a) spojitost: Pfedpokladejme, Ze funkce f ma v bodé a diferencial, tzn.
existuje o = (av, ..., ap) tak, Ze

f(a+ h) — f(a) = df(a)(h) + o(h) = (a, h) + o(h)

kde limp_,o % 0 (z ¢ehoz plyne

. - o(h)
fim o(h) = jim TED Al =0).
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...pokrac¢ovani dukazu
Pak podle Cauchy—Schwarzovy nerovnosti plati

[f(a+ h) —f(a)] < (e, h)| +|o(h)] < [lel[A]] + [o(h)].

Prava strana jde k nule pro h — o. Tedy f je spojita v bodé a.
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...pokracovani dukazu

(b) reprezentace diferencialu: V definici diferencialu polozme h =
kde t € R\ {0}. Pak plati

f(a+ tell) — f(a) = (o, tell) + o(tell) = ta; + o(tell).

Podélime t a prejdeme t — 0 a dostavame

of o flat tell) — f(a) . o(tel)
OX; t—>0 t t— t
Z faktu _
o(te!)| _ |o(te!)

'—>0 prot—0

t 2]
plyne existence parcialnich derivaci i reprezentace diferencialu.

te[i] ,
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Véta
Ma-li funkce f v bodé a diferencial, pak pro kaZzdé v # o existuje f,(a)
a plati

of
g(a) = (Vf(a),v). |
Dukaz
Pro v # o plati
of . fla+tv)—f(a)
av(@ = Im t
_ ,I'_'T(') (Vf(a),tut) + o(tv) _ (VA(@)») + I|m (lz:z/)

Podobné jako v dukazu predesié véty dokazeme, Ze limita napravo je
rovna nule.
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Uvédomime—li si geometricky vyznam skalarniho sou¢inu, mizeme
odvodit nasledujici.

Poznamka
(Geometricky vyznam gradientu) Predpokladejme, Ze f je definovana
na okoli /(a) bodu a a ma v ném totélni diferenciél. Je-li Vf(a) # o,
pak udava smeér nejvétsiho ristu funkce f (podobné vektor —Vf(a)
udava smér nejvétsiho Ubytku/poklesu).
Vyplyva to z nasledujicich dvou faktu:

(i) Uvazujme vektor ||| = 1 (protoze jen pro takovy ma f,

geometricky vyznam — rychlosti ristu funkce). Pak plati

87f
ov

Tedy funkce v zadném smeéru nema rust vyssi nez | Vf(a)]|.

(a) = (Vf(a),v) < [VI(a)lllv[| = [[Vi(a)l-
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(i) Polozme
_ _Via)

IVE(a)

(jde o normovany vektor — ovérte!, ktery urCuje stejny smér jako
gradient Vf(a)). Pak

of vi(a) 1

oA = V@ gD = ora)

Vi(a),Vi(a)) = [[VH(a)l.

Z toho plyne, ze smérova derivace ve sméru normovaného vektoru v
majiciho stejny smér jako Vf(a) nabyva maximalni hodnoty.
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Poznamka

Existence v8ech parciélnich derivaci f,(a) proi=1,..., N nestaci k
existenci totalniho diferencialu df(a).

Uvazujme funkci

Xi 0<x1 < X,
f(x1,x) =4 x2 0<x <X,
0 jinak.

Dokazte, ze neexistuje df(0, 0), pfitom

of of

8_)(1(0’0) = 8_)(2(0’ 0)=0
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Zatim jsme se bavili o tom, co v§echno plati pro funkci majici v bodé
totalni diferencial, ale neukazali jsme si, jak efektivne zjistit zda
diferencial vabec existuje. Napravime to v nasleduijici vété:

Véta

Ma—li funkce f v bodé a spojité parcialni derivace podle vSech
proménnych, pak ma f v bodé a diferencial.

Dikaz
viz Kopacek, str. 95
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Poznamka

(geometricky vyznam diferencialu) Vzpomeneme si opét na funkci
jedné proménné. Existence diferencialu funkce f v bodé xp € R
(oznacme df(a)(h) = ah) byla ekvivalentni s existenci vlastni derivace
a = f'(xg). Ta méla geometricky vyznam ten, Ze pfimka

y — f(x0) = a(x — xo)

udavala rovnici teCny ke grafu funkce f v bodé (xo, f(xp)), nebo—li
zapsano v feci diferencialu: pfimka

y — f(xo0) = df(xo)(x — Xo)

udava rovnici teCny ke grafu funkce f v bodé (xg, f(xp)).
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... pokraCovani poznamky
Vratme se opét k funkcim vice proménnych — konkrétné k funkci f

dvou proménnych x, y. D& dokazat, ze existence diferencialu funkce f

v bodé (xo, yo)

of of
df(xo0, ¥0)(h, k) = ah + Bk = 5()(07}’0)th @(Xo,}’o)k

je ekvivalentni existenci tecné roviny ke grafu funkce f v bodé
(X0, Yo, f(X0, ¥0))- Te€na rovina je pak dana rovnici

of of
z — f(x0, ¥0) = 7= (X0, Yo)(X — Xo0) + - (X0, Y0)(¥ — Y0)-
ox ay

nebo-li zapsano v reci diferencialu:

z — f(xo0, Yo) = df(xo0, ¥0)(X — X0, ¥ — Y0)-
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Priklad
Uvazujme funkci
f(x.y) = x*+y?
a bod (xp, ¥o) = (1,2). Najdeme rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f

vaOdé (X07 Yo, f(X()a yO))
Reseni. Plati

of of

== ]

ox X oy y
Pak rovnice te€né roviny je

2 1(1,2) = 0 (1,2)(x - 1>+§—;(1,2)(y—2),

tedy

z-5=2(x—1)+4(y —2).
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Diferencialy vysSich radu

Podobné jako se daly definovat parcialni a smérové derivace
libovolného fadu, mizeme to samé provést s diferencidlem. Napiiklad
diferencial 2. fadu bychom mohli nadefinovat podobnym zptsobem
jako totalni diferenciél a posléze odvodit jeho reprezentanta. My
zvolime opacny a pohodingjsi postup (nebude ovSem z néj Uplné jasna
motivace — coz ndm az tak moc vadit nebude — diferencialy vy8Sich
fadu jsou stejné tézko uchopitelné — podobné jako derivace vysSich
fadl — umime s nimi jednodus$e pracovat, ale jejich geometricky
vyznam uz neni vibec zfejmy).

Nasledujici uvahy provedeme nejprve pro diferencial 2. fadu, protoze
je nejjednodussi a budeme ho pouzivat pfi vySetfovani lokalnich
extrémU funkci vice proménnych.

Podobné jako totalni diferencial byl linearni forma, bude diferencial 2.
fadu tzv. kvadraticka forma. Pro Uplnost si zopakujeme nékteré pojmy
z algebry.
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Opét trocha algebry

Necht V a W jsou realné vektorove prostory. Zobrazeni

b:V x V — W nazyvat bilinearni, jestlize je linearni v obou
proménnych, tzn. pro kazdé x € V je b(x,-) linearni zobrazeni a pro
kazdé y € V je b(-, y) linearni zobrazeni. Speciané pro V =RN a

W = R nazyvame b bilinearni formou.

Bilinearni formy maji také svého reprezentanta — tentokrat to je matice:

Véta

Necht b : RN x RN — R je bilineérni forma. Pak existuje B € My, (R)
tak, Ze
b(x,y) = xBy" prox,y e RV.

Dukaz
Doma...
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Definice
Bilinearni formu nazveme symetrickou, jestlize jeji reprezentant je
symetricka matice.

Zobrazeni Q : RV — R nazveme kvadraticka forma, jestlize existuje
symetricka bilinearni forma b : RN x RN — R tak, ze

Q(x) = b(x,x) pro véechna x € RV.
Poznédmka
Je—li B reprezentantem f, pak

Q(x) = xBx" pro véechna x € RV.
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Definice diferencialu druhého radu

Definice

Necht ma funkce f v bodé a spoijité vSechny parcialni derivace az do
druhého fadu véetné. Diferencidlem 2. fadu funkce f v bodé a
rozumime kvadratickou formu

N N

02f 2 T
Za o (@hibj(= hvf(a)hT).
1 j=1 XiOXj

i=
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Poznamka
Reprezentantem diferencialu druhého fadu je ¢tvercova symetricka
matice

82f 82f
m(a) 8X1 BXQ (a) o m(a)
92f i
sz(a) — | 9%0x (a) 8x2 (a) T Oxo0xn (a)
9%f ?f 52f
OXNOXq (a) OXNOXo (a) T m(a)

tzv. Hessova matice (determinant této matice se nazyva hessian).
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Ptiklad
Uvazujme funkci f(x, y) = x? + y2. Pak
of of 02 f 9?f 9?f 92f

ax = 2% @Zzy’ o2 = 2 Ox0y _ Oydx =0, dy?

=2

Hessova matice funkce f v bodé (x, y) je

(6 2)
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Jesté jednou algebra...

Poznamka
Zobrazeni

F:RV)"=RN xRN x ... xRN 5 R
nazveme m-lineérni formou jestlize je F linearni v kazdém svém
argumentu.

Napriklad linearni forma je 1-linearni forma a bilinearni forma je
2-linearni forma — dokazte.
Je—li F m-linearni forma, pak zobrazeni

Q:RN SR,
definované predpisem
Q(x) = F(x,x,...,x) proxeRN

nazyvame formou stupné m. Naptiklad kvadraticka forma je
homogenni forma stupné 2 — dokazte.
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Nyni zadefinujeme diferencial m—tého radu.

Definice

Necht m € N a funkce f ma v bodé a spojité vSechny parcialni
derivace az do m—-tého rfadu vcetné. Diferencialem m—tého fadu
funkce f v bodé a rozumime homogenni formu stupné m definovanou
predpisem

" N omf
d™f(a)(h) = | Z T --3Xim(a)hi‘ hi, - hi,.
i1 4dp,...im=1
pro véechna h = (hy, ..., hy) € RN
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Tayloruv vzorec

U funkce vice proménnych jsme schopni dokazat analogii Taylorova
vzorce pro funkci jedné proménné.

Véta

Necht m4 funkce f : RN — R spojité parcialni derivace az do fadu
m+1 (me NU{0}). Necht ac RN, h € RN jsou takové, Ze usecka

{(xeRN:x=a+th:te(0,1)}
je obsaZzena v int(D(f)). Pak existuje 7 € (0, 1) tak, Ze

f(a+ h) = f(a) + df(a)(h) + %dzf(a)(h) T %d’"f(a)(h)

+ ﬁdm“ f(a+ Th)(h).
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Z tvrzeni zhruba plyne, Ze funkce, kterd méa na okoli néjakého bodu
spojité parcialni derivace vy$Sich radua, pak ji 1ze v okoli tohoto bodu
pomeérné dobfe aproximovat m—linearnimi formami (coz jsou polynomy
v RN = jednoduché funkce).

Tuto vétu budeme pouzivat zejména pfi vySetrovani extrému funkci
vice proménnych.
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FAQ aneb ¢asto kladené otazky u zkousky

@ Co je totalni diferencial a jaky ma vztah ke smérovym a parcialnim
derivacim. Za jakych podminek existuje. Co plyne z jeho
existence?

@ Jak se daji reprezentovat linearni, bilinearni, kvadratické formy?
(popt, jak Ize reprezentovat homogenni formy stupné m € N)

@ Co znamena o(h)?

@ Jaky je geometricky vyznam gradientu (diferencialu)?

@ Co je Hessova matice — jaky je jeji vztah k diferencialu 2. fadu?
@ Z Ceho plyne symetrie Hessovy matice?
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