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Extrémy funkci vice proménnych

Na této pfednasce se budeme bavit ttemi typy extréma funkci vice
proménnych:

@ lokalni extrémy,
@ vazané lokalni extrémy,
@ globalni (absolutni) extrémy.
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Lokalni extrémy

Podobné jako u funkce jedné proménné nas budou zajimat extrémy
funkci vice proménnych. P¥i definovani pojmu se budeme dost
inspirovat praveé analogiemi s funkcemi jedné proménné. Nejprve se
podivame na tzv. lokalni extrémy — pujde o extremalni hodnoty na okoli
vnitfnich bodu defini¢niho oboru funkce.

Definice

Necht f: RN — R, a € int(D(f)). Rekneme, Ze f nabyva v bodé a

lok&lni maximum (minimum), jestlize existuje U/(a) C D(f) tak, ze
f(x) <f(a) YxelU(a)

(f(x) > f(a) VvxeU(a)).

Funkéni hodnoté f(a) pak fikame lokalni maximum (minimum).
Souhrnné jim fikdme lokalni extrémy. Bodu a fikame bod lokalniho
maxima (minima) — souhrnné bod extrému funkce f.

v
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pokraCovani definice

Rekneme, Ze f nabyva v bodé& a ostré lokalni maximum (minimum),
jestlize existuje R(a) C D(f) tak, ze

f(x) < f(a) Vx e R(a)

(f(x) > f(a) Vx e R(a)).

Funkéni hodnoté f(a) pak fikame ostré lokalni maximum (minimum).
Souhrnné jim fikame ostré lokalni extrémy.
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Hledani lokalnich extrému

Jak lokalni extrémy hledat? Inspiraci opét najdeme u funkci jedné
proménné. Lokalni extrémy jsme hledali tak, Ze jsme nejprve nasli tzv.
stacionarni body (body s nulovou derivaci) a pomoci znaménka druhé
derivace, popt. derivaci vys$siho fadu jsme urcili zda jde o extrém a v
kladném pripadé o jaky extrém §lo.

Véta

Necht ma funkce f v bodé a € int(D(f)) lokalni extrém. Existuje—li
fy(a) (i€ {1,...,N}), pak

of
8—)(,,(3)
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Dukaz
PolozZme

o(t) = fla+tell) proteu(0) c {teR:a+tell € D(F)}.

Z predpokladu plyne, Ze funkce ¢ ma v bodé 0 lokalni extrém. Tedy
¢'(0) = 0. Z definice parcialni derivace plyne

of .
87)(,-3)_([)(0)_0'

Asi nas proto neprekvapi nasledujici definice (vzpomente si na
stacionarni bod funkce jedné proménné).

Definice
Mé&jme f : RN — R, a € int(D(f)). Rekneme, Ze a je stacionarni bod
funkce f, jestlize existuji vSechny parcialni derivace funkce f v bodé a

a plati
of .
aX’_(a)_o Vi=1,...,N.
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Nutna podminka lokalniho extrému

Duasledek

(Nutna podminka existence lokalniho extrému) Kazdy bod lokalniho
extrému, ve kterém existuji vSechny parcialni derivace prvniho fadu, je
stacionarni bod.

4

Poznamka

Naopak to jiz neplati. Napfiklad bod a = (0, 0) je stacionarnim bodem
funkce
f(x1,X2) = X1 X2

a pfitom neni bodem lokalniho extrému této funkce. Nakreslete si
hladiny funkce (nebo si nechte vykreslit graf néjakym programkem).

y
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Jak urcit, ze jde o extrém?

Tedy podobné jako u funkce jedné proménné musime néjakym
zpusobem zjistit, zda je stacionarni bod také hledanym lokalnim
extrémem — k tomu nam poslouzi diferencialy vysSich fadi — pro
jednoduchost si probereme podrobné pouze druhy diferencial — coz je
kvadraticka forma.

Lokalni extrémy funkce jedné proménné jsme urcovali naptiklad takto:
Nasli jsme stacionarni body. V téch jsme si spocitali druhou derivaci.
Pokud vySla kladna, $Slo o ostré lokalni minimum; pokud zaporna, §lo o
ostré lokalni maximum.

Zde bude situace podobna — s tim rozdilem, ze kladnost druhé
derivace nahradi pozitivni definitnost druhého diferencialu (zapornost
nahradi negativni definitnost druhého diferencialu).
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Definitnost kvadratickych forem

Kvadratické formy rozdélujeme na pozitivné (negativné) definitni
(semidefinitni) a indefinitni.

Definice

Necht Q : RN — R je kvadratickd forma. Rekneme, Ze Q Je
@ pozitivné definitni, jestlize Q(h) > 0 pro vSechna h € RN, h +# 0,
@ negativné definitni, jestlize Q(h) < 0 pro véechna h € RN, h # 0,
@ pozitivné semidefinitni, jestlize Q(h) > 0 pro véechna h € RV,
@ negativné semidefinitni, jestlize Q(h) < 0 pro véechna h € RN,

@ indefinitni, jestliZe existuji hy, h, € RN tak, Ze Q(hy) >0 a
Q(hz) < 0.

Jaky je vztah mezi jednotlivymi definitnostmi?
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Postacujici podminka lokalniho extrému

Véta

(Postadujici podminka existence lokalniho extrému) Necht f : RN — R,
a € int(D(f)) je stacionarni bod funkce f a funkce f ma na néjakém
okoli U(a) spojité vSechny parcialni derivace druhého fadu. Pak plati
@ je—li d°f(a) pozitivné definitni, pak f ma v bodé a ostré lokalni
minimum,

@ je—li d?f(a) negativné definitni, pak f ma v bodé a ostré lokalni
maximum,

@ je—li d?f(a) indefinitni, pak f nema v bodé a lokalini extrém.
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Dukaz

Z Taylorova vzorce plyne existence T € (0, 1) tak, Ze pro vSechna
h € RN takovd, Ze a+ h € U(a) plati

1
fla+ h) = f(a) + Edzf(a + 7h)(h).
Je—li d?f(a) pozitivné definitni, d4 se ukdzat, Ze existuje Us(a) C U(a)
takové, Ze d?f(a+ Th) je pozitivné definitni (pokuste se to dokazat,
nebo se podivejte do literatury) pro kaZzdé h € RN takové, Ze
a+ h € Us(a). Pak pro a+ h € Rs(a) plati
1
fla+ h) — f(a) = Edzf(a + rh)(h) > 0.

Tedy f ma v bodé a ostré lokalni minimum. Ostatni pripady se dokazi
podobné.
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Poznamka

K uréeni lokalniho extrému nam tedy staci zjistit definitnost druhého
diferencialu ve stacionarnim bodé. VSimnéte si, ze véta nam nic
nefekla o pfipadech, kdy d?f(a) byla semidefinitni. V takovém piipadé
si musime poradit jinak — tento pfipad zde nebudeme fesit.

Nabizi se otazka co nastane, je-li d?f(a) = 0 (pop¥. jsou takové
diferencialy i vy$Sich radl). Podobné jako u funkce jedné proménné
(srovnejte! — 9. prednaska, 19. slajd) plati nasledujici véta.
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Véta
(O lokalnim extrému — nebude vyZadovana u zkousky) Necht

f:RN = R, a € int(D(f)) je stacionarni bod funkce f takovy, Ze f méa
nald(a) spojité vsechny parcialni derivace aZz do m—tého radu a

d?f(a) = 0,d%f(a)=0,...,d" "f(a) = 0.
Plati

@ je—lim liché, pak f nema v bodé a lokalni extrém,

@ je—li m sude, pak
je—li d™f(a) pozitivné definitni, pak f ma v bodé a ostré lokalni
minimum,
je—li d"f(a) negativne definitni, pak f ma v bodé a ostré lokaini
maximum,
je—li d™f(a) indefinitni, pak f nema v bodé a lokalni extrém.

Nastuduijte si v literatufe co znamena pojem definitnosti pro

homogenni formu sudého stupné (napf. viz RACHUNKOVA,
RACHUNEK).
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Definitnost kvadratickych forem a jeji urCovani

Nyni se podivame, jak se da efektivné zjistovat definitnost kvadratické
formy.

Na minulé prednasce zaznél pojem kvadratické formy a jejiho
reprezentanta. Kvadratickou formou rozumime zobrazeni

Q(x) : RN — R, které mizeme definovat takto

Q(x) = xBxT,
kde B je symetricka matice typu N x N. Dulezity je fakt, Zze

kazda kvadraticka forma je svym reprezentantem uréena jednoznacné J

(tzn. kvadraticka forma ma jediného reprezentanta a naopak kazda
symetricka matice urCuje jedinou kvadratickou formu).
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Definitnost symetrické matice

Definice

Rekneme, Ze matice B je
@ pozitivné definitni, jestlize hBhT > 0 pro kazdé h € RV \ {0},
@ negativné definitni, jestlize hBhT < 0 pro kazdé h € RN\ {0},
@ pozitivné semidefinitni, jestlize hBh" > 0 pro kazdé h € RV,
@ pozitivng semidefinitni, jestlize hBh™ < 0 pro kazdé h € RV,
e indefinitni, jestlize existuji hy, h, € RN tak, ze hyBh] >0 a

haBh) <0,

Ptimo z definice definitnosti kvadratické formy a symetrické matice
plyne nasledujici:

Véta

Kvadraticka forma je pozitivné definitni (negativné definitni; pozitivné
semidefinitni; negativné semidefinitni; indefinitni) prave tehdy, kdyz je
takovy jeji reprezentant.
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Existuje jednoduché kriterium pro ureni definitnosti symetrické
matice.

Véta
(Sylvesterovo kriterium) Necht B = (b,-j)f\jfi’1 je symetricka cCtvercovéa
matice typu N x N. Oznacme

bi1 b2 - by
Aj= b1 bz -+ Do proi=1,...,N.
bir b -+ b
Plati
@ je—liN;>0prokazdéi=1,...,N, pak je matice B pozitivné
definitni,

@ je—li(—1)'A; > 0 pro kaZdéi=1,...,N, pak je matice B
negativné definitni,

@ je—liAj# 0 prokazdéi=1,...,N aB neni ani pozitivné definitni
ani negativné definitni, pak je indefinitni.
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Poznamka
Pokud je A; = 0 pro néjaké i € {1,..., N}, pak musime o definitnosti
kvadratické formy rozhodnout jinak.

Priklad
Jsou dany matice

1 2 -1 —1 0 1
(25 =-(0 %) »-( 1)

Pro matici By plati Ay =1 > 0, A» =1 > 0, matice je tedy pozitivneé
definitni.
Pro matici B, plati Ay = —1 < 0, Ay, = 4 > 0, matice je tedy negativné
definitni.
Pro matici Bs plati /Ay = 0, takze podle Sylvestrova kritéria nemtizeme
rozhodnout. Zvolime—li hy = (1,—1/2), pak hyBsh] = —3/4 < 0, a pro
ho = (0,1) plati h,B3h] =1 > 0. Tedy matice je indefinitni.
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Priklad

Naleznéte lokalni extrémy funkce

f(x,y,2) =x3+y? + 22 + 12xy + z.
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Vazané extrémy

Priklad

Budete stavét nadrz ve tvaru kvadru. Mate k dispozici 56m? dlazdicek.
Jak zvolit rozméry nadrze, aby méla co nejvétsi objem?

Reseni. OznaCme a, b, ¢ — rozméry nadrze. Zfrejmée budeme hledat
maximum funkce tfech proménnych

V(a, b, c) = abc,

ale toto maximum nés zajiméa pouze v takovych bodech (&, b, ¢) € R®
pro které

a,b,c>0 a ab+2(ac+ bc) = 56.
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Definice

Necht f: RN — R, ) # M c D(f), a € M. Rekneme, Ze f ma v bodé a
lokalni maximum (minimum) vzhledem k mnoziné M (nebo-li vazané
lok. max/min), jestlize existuje U/(a) takové, ze

f(x) < f(a) pro kazdé x € U(a)nM

(f(x) > f(a) pro kazdé x € U(a)nM).

Podobné definujeme ostra lokalni max/min vzhledem k mnoziné.

Mnozina M byva zadana:
@ parametricky,
@ implicitné.
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Nejprve se podivejme na parametrické zadani mnoziny M.
Priklad
UrCete vazané lokalni extrémy funkce
f(x,y) = x? +2y2
vzhledem k mnoziné
M={(x,y)eR?: x =3ty =t+2tecR}.
Reseni. Uvazujme funkci
g(t) = f(3t,t +2) = 11t + 8t + 8,

coz je funkce jedné realné proménné t. Najdeme jeji lokalni extrémy.
Plati
g(t)y=22t+8, g¢'(t)=22.

Funkce g ma v bodé t = —% lokalni minimum. Tedy funkce f ma
vzhledem k mnoziné M lokalni minimum v bodé (—12/11,18/11).
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Priklad
UrCete vazané lokalni extrémy funkce

f(x,y,z) = 3x2 +2y? + 7
vzhledem k mnoziné
M={(x,y,z) €R®: z=x—y}.

Reseni. Ulohu prevedeme na hledani lokalniho extrému funkce
a(x,y) =f(x,y,x — y), tedy funkce dvou proménnych.
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Nyni se podivejme na slozitéjsi pfipad, ve kterém je mnozina M
zadana implicitné, tzn. ve tvaru

M={xcRV:g(x)=0 j=1,...,m} (1)J

kde g1,...,9m : RN — R jsou funkce, m < N. Mnozina M je tedy
pranikem O-hladin funkci g1, ..., gm.

Priklad
V prvnim prikladu této ¢asti je mnozina M dana takto

M = {(a,b,c) € R® : ab+ 2ac + 2bc — 56 = 0}.

Nasledujici véta nam dava navod, jak hledat vazané lokalni extrémy —
metodou Lagrangeovych multiplikatort. ACkoliv je tvrzeni véty na prvni
vazanych extrému budou takové body z mnoziny M, ve kterych bude
gradient funkce f (tedy funkce jejiz extrém hledame) linearné zavisly
se vSemi gradienty funkci g4, ..., gm v tomto bodé — staci si nakreslit

obrazek.
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Véta
Necht maji funkce f, g1, ...,gm : RN = R (1 < m < N) spojité parciélni
derivace prvniho fadu a v kazdém bodé z mnoZiny

M= {x cRN:gy(x) =...= gm(x) =0} ma matice
91 .. 941
0Xq OXN
(2)
Gm . 9Gm
0Xq OXN

s vz

hodnost rovnu m (tedy maximalini fadkovou hodnost). Ma—li funkce f v
bodé a € M lokalni extrém vzhledem k mnoZiné M, pak existuji \1, . . .,
Am € R tak, Ze

Vi(a) =Y )\Vgja). (3)
=

V.
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Naznak dikazu

Provedeme jen pro N =2, m = 1. Pak f, g4 jsou funkce dvou
proménnych a M je O-hladina funkce g;. Mdme dokazat, ze je-liac M
vazany extrém funkce f vzhledem k M pak existuje A\ € R tak, ze

Vi(a) = \MVgi(a).
To znamena, Ze vektory Vf(a) a Vgi(a) jsou kolinearni, z cehoz plyne,
ze krivky
M a {xeD:f(x)=f(a)}

maji v a spole¢nou te¢nu.
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Poznamka
Definujeme takzvanou Lagrangeovu funkci

L(x,\) = f(x Z \igj(x
kde A = (Ay,...,Am) € R™. Pak podminka (3) se d& napsat jako

oL oo
8—Xi(a,>\)—0 prokazdéi=1,...,N.

Definice

Necht M je dana v (1). Rekneme, Ze a € M je stacionarni bod funkce f
na M, jestlize existuji Lagrangeovy multiplikatory A1, ..., Ay tak, Zze
plati (3).
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Duasledek

Funkce f mGze mit lokalni extrém vzhledem k M jen ve stacionarnich
bodech na M. Opét musime néjakym zplsobem ovérit, jestli je
stacionarni bod bodem extrému vzhledem k M. K tomu nam opét
poslouzi druhy diferencial.
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Véta

Necht maji funkce f, g1, ...,gm : RN — R (1 < m < r) spojité parcialni
derivace druhého radu v bodé a, ktery je stacionarnim bode funkce f
naM, \, ..., \m jsou jeho Lagrangeovy multiplikatory,

A= (M,...,Am)) tzn. plati

oL

87)(,-(‘3’)‘):0 prokazdéj=1,...,N.

Necht ma matice (2) v bodé a hodnost rovnu m. Jestlize pro kazdé
h +# 0 splriujici
(Vgj(a),h)=0 proj=1,...,m,

plati
d?L(a,\)(h) > 0(< 0)

(druhy diferencial je vzhledem k x), pak ma funkce f v bodé a ostré
lokalni minimum (maximum) vzhledem k M.

Jan Tomecek, jan.tomecek@upol.cz (UPOL) 12. dubna 2011 28/34




pokraCovani tvrzeni véty
Jestlize existuji hy, h, € RN takové, Ze

(Vgi(a),h)=0 proj=1,....m, i=1,2

d?L(a,\)(h) >0 a d?L(a,\)(h2) <0

pak f nema v a lokalni extrém vzhledem k M.

Tato véta nam jiz tedy ¥ika, jak zjistit, Ze stacionarni bod funkce v
vzhledem k mnoziné je také bodem lokalniho extrému vzhledem k této
mnoziné.
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Priklad

VyreSime priklad ze zaCatku kapitoly. Abychom zachovali znaceni z
tvrzeni vét, provedeme prejmenovani nasich funkci. Budeme tedy
hledat vazany extrém funkce

f(x,y,z) = xyz
vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: xy + 2xz + 2yz — 56 = 0}
Definujeme Lagrangeovu funkci

L(x,y,z,\) = xyz+ A(xy + 2xz + 2yz — 56).

Nalezneme stacionarni body... NA CVICENI

Jan Tomecek, jan.tomecek@upol.cz (UPOL) MAT1I 12. dubna 2011 30/34



Globalni (absolutni) extrémy

Nyni nas budou zajimat nejmensi a nejvétsi hodnoty funkce na dané
mnozine.
Definice

Necht f: RN — R, M c D(f). Rekneme, Ze bod a € M je bodem
absolutniho maxima (minima), jestlize

f(x) < f(a) prokazdé x € M,

(f(x) > f(a) prokazdé x € M).

Souhrnné je nazyvame absolutnimi extrémy. Obdobné definujeme
ostré absolutni extremy.
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Véta

Necht f : RN — R, M ¢ D(f) je kompaktni, f je spojita na M. Pak f
nabyva na M svého absolutniho maxima i minima. Pfitom je nabyva
bud’ v int(M) a to v bodeé lokalniho extrému nebo na OM.

Podobnou vétu jsme méli pro funkci jedné proménné (9. prednaska,
35. slajd — najdéte a porovnejte!).
Poznamka
Tvrzeni véty ndm dava prakticky navod k uréeni absolutniho extrému.
Staci vysetfit body lezici v
@ int(M): urCime stacionarni body funkce f v int(M) a body z int(M),
ve kterych funkce f nema nékterou z parcialnich derivaci,

@ OM: urCime stacionarni body funkce f vzhledem k mnoziné oM (a
body ve kterych Lagrangeova funkce nema nékterou z parcialnich
derivaci).

Porovname funkéni hodnoty v téchto bodech a uréime nejvétsi a
nejmensi z nich. To bude absolutni maximum a absolutni minimum

v

Jan Tomecgek, jan.tomecek@upol.cz (UI’OL) 12. dubna 2011 32/34




Priklad
Vypoctéte maximum a minimum funkce
f(x,y) = xy

na mnoziné
M= {(x,y) e R2: x? +2y% < 1}.

OPET RESENI NA CVICENI )
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