Texty k prednaskam z MMAN3:
3. Metrické prostory

3. Cervence 2012

1 Metrika na mnoZziné, metricky prostor

Pojem vzdalenosti dvou realnych (komplexnich) ¢isel, nebo bodd v roviné ¢i pros-
toru je zndmy ze stfedni Skoly. OvSem méfit vzdalenosti bychom chtéli i mezi prvky
jinych mnoZin. Podivdme na pojem vzddlenosti obecnéji. Vzdalenost dvou prvki (dané
mnoziny) bude obecné realizovana pomoci jistého specidlniho zobrazeni — metriky.

Definice 1 Metrickym prostorem nazveme dvojici (X, p), kde X je neprdzdnd mnoZina
ap: X x X — R majici nasledujici vlastnosti:

1. p(x,y) > 0 prokazdé (z,y) € X x X (nezdpornost),

y)
p(z,y) = 0 pravé tehdy, kdyZ = = y (definitnost),
y) = p(y, x) pro kazdé x, y € X (symetrie),
)

- p(

- p(
3. p(z,
4. p(z,2) < p(z,y) + p(y, z) pro kazdé z, y, z € X (trojihelnikové nerovnost).

Mnoziné X fikdme nosic a zobrazeni p nazyvame metrika.

Poznamka 1 V piedchozi definici je tedy kazdé dvojici prvki mnoZiny X (predstavte
si tfeba rovinu) pfifazeno &islo p(x, y) (miZeme mu Fikat vzdélenost bodu z od bodu
). Vlastnost 1 v predchozi definici vlastn€ jen fika, Ze vzdalenost dvou bodd nemtize
byt zdporna. Druhd vlastnost ndm zaruCuje, Ze dva rGzné prvky maji od sebe vzdy
kladnou vzdalenost. Treti vlastnost fikd, Ze vzdalenost bodu = od bodu y je stejna
jako vzdalenost bodu y od bodu z. Posledni vlastnost fikd, Ze mame-li tfi body, pak
vzdalenost dvou z nich je vzdy mens$i neZ soucet jejich vzddlenosti se tfetim bodem
(staci si predstavit tyto prvky jako vrcholy trojihelnika a vzpomenout si na zdkladn{
skolu).

Priklad 1 Uvazujme X = R a p(z,y) = |« — y| pro viechna z, y € R. Pak (R, p) je
zfejmé metricky prostor, protoZe jsou splnény vSechny podminky z definice 1. Napiik-
lad Ctvrta vlastnost se dd ovérit s pouzitim znamé nerovnosti

la + 0| < |a| + (0], pro kazdé a,b € R



(je-litotiz z,y, 2 € R pak
ple,z) = o=zl =lr —y+y—z[ <|z—y[+ ]y - 2[ = pla,y) + p(y, 2))-

Pokud nebude feceno jinak, budeme vzdy na mnoZin€ vSech redlnych Cisel uvaZzovat
tuto metriku. S timto metrickym prostorem (s touto metrikou) vlastné pracujeme uz od
stiedni Skoly.

Priklad 2 Nyni uvaZzujme stejny nosi¢ jako v predchozim piikladé, tedy X = R,
pti¢emz zobrazeni p bude definovano predpisem

p(r,y) = 2|z — yl.

Snadno se presvédéime, Ze i tato dvojice (X, p) je metricky prostor. OvSem zde maji
od sebe body dvakrat vétsi vzdalenost nez body v metrickém prostoru z prikladu 1.

Priklad 3 Vezmeme-li opét X = R a zobrazen{
p(x,y) = | arctan x — arctan y| pro kazdé z,y € R,

pak dvojice (R, p) opét tvoii metricky prostor. Jak 1ze geometricky interpretovat vzdalenost
bodd v tomto metrickém prostoru? Nakreslete si obrazek.

Vsimnéte si, Ze z jedné mnoziny mohlo vzniknout vice metrickych prostora (jinak
feCeno: na stejné mnozin€ jsme mohli definovat rtizné metriky).

Priklad 4 Na mnoziné X = R" pouzivame nékolik riznych metrik (dostivame pak
rizné metrické prostory). Jsou to napiiklad

n
Z |zi — yil? (tzv. euklidovskd metrika),
i=1

n
ps(z,y) = Z |25 — il (souctova metrika),
i=1

Poo(x,y) = max{|z; —yi|, i =1,...,n} (maximové metrika)

prokazdé x = (z1,...,2,), ¥y = (y1,.-..,Yn) € X. Dokazte!

Jak 1ze geometricky interpretovat vzdalenost bodu v pfislusnych metrickych prostorech
pron=2an =37

Je také dobré si uvédomit jak vypadd mnoZina

K(o,1) ={z € R" : p(x,0) < 1}

(kde o = (0,...,0) € R™ je nulovy vektor) postupné pro kazdou vySe uvedenou
metriku v R™ (mnoZinu K (0, 1) nazyvame jednotkovd koule). Je vim povédomd metrika
pepron =2an =37



Doposud jsme si ukazovali rizné druhy metrik na znamych mnozinach. V nésledu-
jicim ptikladu ddme smysl pojmu vzddlenost dvou funkci. Opét mame volnou ruku pii
vybéru metriky.

Priklad 5 Necht' X = C([0, 1]) je mnoZina vSech redlnych funkci spojitych na inter-
valu [0, 1]. Na této mnoZin€ uvazujeme nésledujici metriky:

Poo(fyg) = max{|f(xz) — g(x)| : = €]0,1]} (maximovd metrika),

1
m(f,g9) = / |f(x) — g(z)|dx (integralni metrika),
0

1
p2(f,9) = \//0 |f(z) — g(z)|? dz (tzv. Lo—metrika).

Ovéite, Ze (X, poo)s (X, p1) a (X, p2) jsou metrické prostory (pozor! Je potieba také
ukdzat, Ze tato zobrazeni jsou dobte definovand).

Poznamka 2 (a) Na dané mnoZiné lze uvazovat vice metrik — pak dostdvame riizné
metrické prostory (ale se stejnym nosic¢em). Metricky prostor (X, p) miZeme
stru¢né znacit jako X, pokud je jasné jakou na X uvazujeme metriku. Napiiklad
mnoZinu R budeme témét vZdy uvazovat s metrikou z ptikladu 1.

(b) Pomoci trojihelnikové nerovnosti 1ze dokdzat tzv. zobecnénou trojihelnikovou
nerovnost:

V1,29, .., 2 € X 1 plar,x,) < plar, x2)+p(x2,23)+. . .+ p(Tn_1,Tn).
(c) Dale plati (Ize dokdzat pomoci trojihelnikové nerovnosti):
Vx,y,z €X: |p(x,y) - ,0(1’,2)| < p(yvz)

(d) Jsou-li ddny metrické prostory (X, p1), (X, p2), fekneme, Ze p; a po jsou ekvi-
valentni metriky (X, p1) a (X, p2) jsou ekvivalentni metrické prostory), jestlize
existuji a, 8 > 0 tak, Ze

o< pr(z,y) _ 3

= < prokazdé z,y € X, = # y.
pa(,y)

(e) Necht' (X, p) je metricky prostora () # M C X. Definujeme ppy : Mx M — R
vztahem
pu(x,y) = pla,y) pro kazdé x,y € M.

Pak (M, pys) tvofi metricky prostor (nazyvame ho podprostorem prostoru (X, p)).
Dokazte!

(f) Necht' (X, p), (Y, 0) jsou metrické prostory, & : X — Y bijektivni zobrazeni.
Jestlize
o(®(x), ®(y)) = p(z,y)  prokazdé z,y € X,

pak zobrazeni ® nazyvame izometrické zobrazeni a fikdme, Ze X a Y jsou izo-
metrické prostory (pro lepsi predstavu si nakreslete obrdzek!).



2 Normovany linearni prostor

V predchozi sekci jsme s ur€itou mnoZinou X uvazovali zobrazeni pfifazujici kazdé
dvojici bodl z této mnoziny jejich vzddlenost. Nyni budeme definovat podobny po-
jem velikosti prvku (normu). Toto zobrazeni nebudeme tentokrdt uvaZovat s libovolnou
mnozinou ale pouze s vektorovym prostorem.

Nejprve tedy nadefinujeme pojem (redlny) linedrni prostor nebo také vektorovy
prostor (ikdyZ ho asi znate z prvniho ro¢niku).

Definice 2 Necht' je ddna neprazdnd mnoZina X, mnozina skalard T (tj. T = R nebo
T = C) a jsou definovana zobrazeni

+: X xX—>X (tzv. s¢itani)

S Tx X —- X (tzv. ndsobeni skalarem)
majici nasledujici vlastnosti:
@ r+y=y+u,
) z+(y+2)=(x+y)+2
(c) existuje pravé jeden o € X (nazyvame ho nulovy prvek), pro ktery plati

r+o==z pro kazdé z € X,

(d) pro kazdy prvek x € X existuje pravé jeden prvek —z € X (nazyvdme ho
opa¢nym k prvku x) tak, Ze plati

x4+ (—x) =o,

(e a(r+y)=ar+ayprokazdéa € T, z,y € X,
® (a+B)r=ax+ Brprokaidé o, €T,z € X,
(@) a(fz) = (af)x prokazdé a, B € T,z € X,

(h) 1x = x pro kazdé x € X.

Pak uspofadanou trojici (X, +, -) nazyvame linedrni (vektorovy) prostor. Jestlize T =
R, pak jej nazyvame redlny, pokud T = C pak komplexni.

Poznamka 3 Zde budeme pracovat pouze s redlnymi linedrnimi prostory, takZe piivlastek
realny nebudeme psat. Pokud to bude z kontextu jasné, pak budeme misto usporadané
trojice (X, +, -) psét pouze X.

Nyni miZeme pristoupit k definici prostoru vybaveného normou.

Definice 3 Normovanym linedrnim prostorem nazveme dvojici (X, || - ||), kde X je
linedrn{ prostor a zobrazeni || - || : X — R md ndsledujici vlastnosti:



—_—

. ||lz]] > 0 pro kazdé z € X (nezdpornost),

2. ||z|| = 0 pravé tehdy kdyZ = = o (definitnost),

3. |laz|| = ||||x|| pro kazdé « € R, x € X (homogenita),
4. ||z +y|| < |lz| + |ly|| pro kazdé z, y € X (trojihelnikova nerovnost).
Mnoziné X fikdme nosi¢ a zobrazen( || - || nazyvdme norma.

Poznamka 4 Vsimnéte si nékterych podobnosti mezi definicemi metrického a nor-
movaného linedrniho prostoru. Naopak je tfeba si uvédomit, Ze abychom mohli defi-
novat normu, je nutné, aby byly na X definovdny operace s¢itani a ndsobeni skaldrem
(viz vlastnosti (iii) a (iv)).

Poznamka 5 (dulezitd) Méjme dén normovany linedrni prostor X s normou || - ||.
Snadno se lze presvédcit, Ze zobrazeni

p(z,y) =[x —yl|  prokazdé x,y € X, 1)

je metrika na X (tzn. (X, p) je metricky prostor). Kazdy normovany linedrni prostor
tedy miZeme chdpat jako metricky prostor, pficemzZ metrika bude urCena vztahem (1).
Pak také plati

|lz|| = p(x,0) prokazdézx € X,

tzn. velikost vektoru z je rovna jeho vzdalenosti od nulového prvku o € X.
Poznamka 6 Priklady normovanych linearnich prostort:

1. Prostor X = R (s obvyklymi operacemi scitdni a ndsobeni skaldrem) s normou
|z|| = |x| pro kazdé = € R (viz pozndmku 5 a piiklad 1).

2. Prostor X = R s normou ||z| = 2|z| pro kazdé € R (viz pozndmku 5 a
priklad 2).

3. Prostor X = R" s normami

n
Z | ;]2 (tzv. euklidovskd norma),
i=1

zllz =
n
|zl = Z ;] (souétovd norma),
i=1
|7)loo = max{|z;|, i =1,...,n} (maximov4 norma),

a obecné pro p > 1 miZeme definovat

n
|zl = 7| > lasP prokazdé x € R™,
=1

0Znovu piipomindm, %¢ v poznidmce 3 jsme se dohodli, 7e zde budeme pracovat pouze s realnymi
linedrnimi prostory



Vsimnéte si souvislosti mezi témito normami a metrikami z piikladu 4 — viz
poznamku 5.

4. Prostor C([0, 1]) miZeme vybavit takovymito normami

1flleo = max{|f(z)|: = €[0,1]} (maximové norma),

1
Ifll = / |f(x)] d, (integrdlni norma),
0

1
[ fll2 = /|f(m)\2dx (tzv. Ly—norma),
0

a obecné pro p > 1 Ize definovat

1
1fllp = { /o |f(x)Pdz  (tzv. L,—norma).

Vsimnéte si souvislosti mezi témito normami a metrikami z piikladu 5 — viz
pozndmku 5.

3 Okoli bodu

Definice 4 Necht’ (X, p) je metricky prostor. Pro 6 > 0 a a € X rozumime d—okolim
bodu @ mnoZinu
U(a,d) ={x € X : p(z,a) < 6}

Cislo 6 nazyvdme polomeér.

Poznamka 7 Jinymi slovy, d—okoli bodu je mnoZina vSech bodu, které maji od néj
vzdalenost mensi nez d. Treba v piikladu 1 je §—okolim bodu a € R otevieny interval
(a — 6,a + §). Vezmeme-li mnozinu R? a euklidovskou metriku (viz piiklad 4) pak
0—okolim pocdtku je otevieny kruh s polomérem 1 a se stfedem v pocétku. Podobné v
R3 vybavené euklidovskou metrikou je 1-okolim pocatku oteviens koule se stfedem
v pocitku a polomérem 1. V prostoru R? s maximovou metrikou je é—okolim pocatku
otevfeny Ctverec s vrcholy o soufadnicich [4, 6], [—6, 8], [—, —d] a [§, —4]. V prostoru
R? se souctovou metrikou je é—okoli pocatku opét otevieny &tverec, ale s vrcholy o
soufadnicich [4, 0], [0, 4], [—9, 0] a [0, —d]. Sami si ovéite!

Pozniamka 8 Casto v tvrzeni v&t nebyva dileZita konkrétni hodnota poloméru J, takze
misto U(a, §) piSeme U(a) (a éteme okoli bodu a). Naptiklad vyrok

pro kazdy bod a € A C X existuje okoli U(a) tak, 7ze U(a) C A,
znamena to stejné jako
pro kazdy bod a € A C X existuje § > 0 tak, ze U(a, ) C A.

Definice 5 Mnozinu P(a) = U(a)\{a} nazveme prstencovym (redukovanym) okolim
bodu a.



4 Klasifikace boda vzhledem k mnoZiné

V metrickém prostoru mtzeme definovat pojmy jako uzaviend, oteviend mnoZina,
hranice mnoZiny, uzavér mnoZiny apod. Z prvnifho ro¢niku jsou tyto pojmy zndmé
specidlné pro R.

Definice 6 Necht' (X, p) je metricky prostor, A C X je neprdzdnd mnozinaa a € X.

Rekneme, Ze a je vnitini bod mnoZiny A, jestlize existuje okoli U(a) tak, Ze
U(a) C A.

Mnozinu vSech vnitfnich bodi mnoZiny A nazyvame vnitfek mnoziny A a znac¢ime A°
nebo int A.

Rekneme, Ze a je vn&jii bod mnoziny A, jestlize existuje okoli U (a) tak, Ze
U(a) C X\ A.

Mnozinu vSech vnéjsich bodti mnoZziny A nazyvame vnéjSek mnoziny A a zna¢ime A°
nebo extA.

Rekneme, Ze a je hrani¢ni bod mnoZiny A, jestliZe pro kazdé okoli U (a) plati
U(@NA#0  aziroveii Ula) N (X \ A) #0.

Mnozinu vSech hrani¢nich bodi mnoziny A nazyvame hranice mnoziny A a znafime
O0A nebo hA.

Rekneme, Ze a je bod uzdvéru mnoziny A, jestlize pro kazdé okoli U (a) plati
U(a)N A #0.

Mnozinu viech bodii uz4véru mnoziny A nazyvame uzavér mnoziny A a znaéime A
nebo clA.
Rekneme, Ze a je hromadny bod mnoZiny A, jestlize pro kazdé prstencové okoli
P(a) plati
P(a)NA#0.

Rekneme, Ze bod a je izolovany bod mnoZiny A, jestlize a € A a existuje prsten-
cové okoli P(a) takové, Ze
Pla)NnA=0.

Poznamka 9 Z definic je zfejmé, ze A° C A, AN A° = ) a Ze trojice A°, hA, A®
tvofi rozklad prostoru X (to znamend, Ze A° U hA U A_e = X apfitom A° NhA = (),
hA N A¢ =0, A° U A¢ = ()). Ddle plati A° = A\ A, A = AUhA atd. Doka’te!



5 Otevrené a uzavirené mnoziny a jejich vlastnosti

Definice 7 Necht (X, p) je metricky prostor, A C X. Rekneme, 7e mnoZina A je
oteviend, jestlize A = A°. Rekneme, Ze mnozina A je uzaviend, jestlize A = A.

Véta 1 Necht’ (X, p) je metricky prostor, A C X. Pak plati:

Mnozina A je uzaviend prdavé tehdy, kdy? je v ni obsaZena jeji hranice (tedy hr A C A).
Mnozina A je oteviend prdvé tehdy kdy? je disjukini se svou hranici (tedy AN intA =
0).

MnoZina A je uzaviend (resp. oteviend) pravé tehdy, kdy? jeji dopinék X \ A je oteviend
(resp. uzavrend) mnoZina.

Nasledujici véta popisuje zdkladni vlastnosti mnoZzin. Jeji dikaz je velmi jednoduchy.
Dokazte!

Véta 2 Sjednoceni libovolného (tedy konecného i nekonecného) poctu otevienych mnoZin
Jje oteviend mnoZina.

Prunik konecného poctu otevienych mnoZin je oteviend mnoZina.

Sjednoceni konecného poctu uzavienych mnoZin je uzaviend mnoZina.

Priinik libovolného (tedy konecného i nekonecného) poctu uzavienych mnozin je uza-
viend mnoZina.

Prostor X a prdzdnd mnoZina () jsou obé zdroveri oteviené i uzaviené.

6 Vzdalenost bodu od mnoziny. Prumér mnoziny

V metrickém prostoru miizeme kromé vzdalenosti mezi jeho body také definovat vzdalenost
bodd od mnoziny i vzdalenost dvou mnoZin.

Definice 8 Necht’ (X, p) je metricky prostor, a € X, A C X, B C X jsou neprazdné
mnoZziny. Pak vzdélenosti bodu a od mnoziny A rozumime &islo

pla, A) = inf{p(a,x) : x € A}.
Vzdalenosti mnoZin A a B rozumime &islo
p(A,B) = inf{p(z,y): x € A, y € B}.

Poznamka 10 Vsimnéte si, Ze pouZivame stejny symbol pro metriku, vzddlenost bodu
od mnoZiny a vzdilenost dvou mnoZin. Z kontextu je ovSem vZdy jasné co symbol p
na daném misté znamena.

Dal§im pojmem, ktery lze zavést v metrickych prostorech je primér mnoZiny.

Definice 9 Necht’ (X, p) je metricky prostor, A C X. Primérem neprdzdné mnoZiny
A nazyvame &islo

diam A = sup{p(z,y) : x € A,y € A},

Pro A = () klademe diam A = 0.



7 Konvergentni a cauchyovské posloupnosti bodu

KaZdému je zndm ze zdkladniho kurzu analyzy pojem limity posloupnosti redlnych

vvvvvv

divod, pro¢ se o metrickych prostorech bavime).

Definice 10 Necht' {a,}52  je posloupnost bodd v metrickém prostoru (X, p) (tedy
an € X pro kazdé n € N), a € X. Rekneme, e posloupnost {a,}22, konverguje
k bodu a v prostoru (X, p) (v X — viz pozndmku 2(a); v p), jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje ng € N tak, Ze pro vSechna n € N plati

n>nyg = plan,a)<e.
Prvek a nazyvdme limitou posloupnosti {a,, }5° ; a tento fakt zapisujeme

lim a, =a nebo a, —a v (X,p).

n—oo
Poznamka 11 Definici limity lze formulovat riznymi zpisoby. Naptiklad lze fict, ze
a € X je limitou posloupnosti {a,}52; C X v metrickém prostoru (X, p), jestlize
pro kazdé e—okoli U((a, €) existuje ng € N tak, Ze pro kazdé n € N plati

n>ny = an€U(a,e).
totiz, ze
an —>a VP — lim p(an,a) =0. 2)

n—oo

Tohoto faktu budeme Casto vyuzivat v dikazech.

Poznamka 12 Je vzdy dilezité uvadét, vzhledem v jakém metrickém prostoru (to zna-
mend vzhledem k jaké metrice) dana posloupnost konverguje. Na jedné mnoziné X lze
definovat vice metrik, nap¥. p1, p2. UvaZujme posloupnost {a,, } C X (uvédomte si, Ze
pojem posloupnosti VUBEC nesouvisi s metrickym prostorem, ale pouze s mnoZinou
X)aprvek a € X. Pak tvrzeni ,,posloupnost {a,, }52 ; konverguje k a” nic nefikd, pro-
toZe nenf uvedena informace, vzhledem k jaké metrice uvaZzujeme konvergenci. Obecné
totiz nemusi vzdy ekvivalence

anp —a v(X,p1) = anp —a v (X, p2)

nebo-li konvergence dané posloupnosti k danému prvku v jedné metrice nemusi byt v
druhé metrice — viz nésledujici priklad.

Priklad 6 Vezmeme X = R a zobrazeni pi(z,y) = |z — y| a

1 jestlize x # y,
pi(z,y) = .
0 jestlize z =y,
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pro x, y € R. Lehce ovéfime, Ze dvojice (R, p1) a (R, p2) jsou metrické prostory.
Uvazujme posloupnost {a,, }22; C R, kde a,, = 1 pro kazdé n € N. Zfejmé plati

——0l=—==0,

n,0) =
pl(a ) n n

1 ’ 1
tedy a,, — 0 v (R, p;). Pfitom

p2(an,0) =1 pro kazdé n € N,
z &ehoz vyplyvé lim,, o p2(an,0) = 1, takZe posloupnost {a,, } nekonverguje k nule
v prostoru (R, p2) (posloupnost {a,, } v tomto prostoru nemd dokonce Zddnou limitu —
ovérte!).

Véta 3 Necht' (X, p1), (X, p2) jsou metrické prostory a metriky p1, p2 jsou ekviva-
lentni (viz pozndmka 2(d)). Pak pro kaZdou posloupnost {a,}52 1 C X aprveka € X
plati

Gn —a Vp1 — Qp — @V pa.

Diikaz. Metriky p; a po jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz existuji c1, co > 0 tak, Ze

pl(xay)
P2($ay)

a < <e prokazdé z,y € X, x # v,

nebo-li
Cpo(IE,y) < pl(x7y> < Cgp2($7y) pro kazdé T,y €< X

(pro & = y jsou tyto nerovnosti trividlné splnény). Z toho plyne

0 < pa(z,y) < pi(z,y) pro vSechna z,y € X 3)
a1
a
0< p1(,9) < copalary)  proviechnaz,y € X. @

Jestlize a,, — a v p1, pak z (3) plyne, Ze a,, = a v p2. Naopak, pokud a,, = a v pa,
pak z (4) plyne, Ze a,, — a Vv p;. O

Poznamka 13 Jak pozdé&ji uvidite, v prostoru R™ jsou vSechny metriky z piikladu
4 navzdjem ekvivalentni. Pokud tedy budeme mluvit o konvergenci v prostoru R"”,
budeme vzdy myslet konvergenci vzhledem k jedné z nich.

Mevs

Nasledujici oznaceni ndm umozni prehledné;si formulaci vét o vlastnostech posloup-
nosti a jejich limit.

Pozniamka 14 Rekneme, 7e V(n) plati pro skoro vSechna n € N, jestliZe existuje
no € N tak, Ze plati V' (n) pro v§echna n > ny.

Napfiklad fekneme-li, Ze pro posloupnost {a,}>2 ; plati a,, = a € X pro skoro
vSechna n € N, jestliZe existuje takové ny € N tak, Ze a,, = a pro vSechnan > ng.
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Nékteré vlastnosti limity posloupnosti redlnych Cisel se daji zobecnit pro limitu
posloupnosti v metrickém prostoru.

Véta 4 Necht {a,}°2 ; je posloupnost bodii v metrickém prostoru (X, p). Pak plati:
1. Existuje nejvyse jedna limita posloupnosti {a, }52 .
2. JestliZe a,, = a pro skoro v§echna n € N, pak a,, — a.

3. JestliZe a,, = by, pro skoro vSechnan € N ajedna z posloupnosti je konvergentni,
pak lim,, o a, = lim,_,~ by,.

4. Jestlize {b,} je vybrand posloupnost 7 konvergenini posloupnosti {a,} a a, —
a, pak b, — a.

5. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Poznamka 15 Je-li (X, | - ||) normovany linedrni prostor, pak lze v ném definovat
limitu posloupnosti bodti pomoci metriky definované vztahem 1.

Véta 5 Je—li (X, ||-||) normovany linedrni prostor, {a, } 1, {b,}22, C X, a,b € X,
{en}22, C R, c €R, pak plati

1. JestliZe lim,, o0 a,, = a, limy, o0 by, = b, pak lim,, o (an, + by) = a + b.
2. JestliZe lim,, , o an, = a, lim,, o ¢, = ¢, pak lim,_, . cpa, = ca.
3. JestliZe lim,,_, o0 ap, = a, pak lim,,_, ||lan|| = ||a|-

Véta 6 (Charakterizace uzaviené mnoziny) Necht' (X, p) je metricky prostor a M C
X. MnoZina M je uzaviend prdavé tehdy, kdyZ limita kaZdé konvergentni posloupnosti
bodii leZicich v M je prvkem mnoZiny M.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze M je uzavienda mnoZzina. Necht' {a,,}52; C M je konver-
gentni posloupnost; jeji limitu ozna¢ime a € X. Dokdzeme, Ze a lezi v mnoZziné M.
Vezmeme libovolné okoli U(a) C X bodu a. ProtoZe a je limitou posloupnosti {ay, },
pak a,, € U(a) pro skoro v§echna n € N. Z toho vyplyvi, Ze

Ula) N M # 0.

Z definice bodu uzavéru vyplyva, Zze a € M. ProtoZe M je uzaviend mnoZina, pak také
a€ M.

Nyni dokdZeme opacnou implikaci. Pfedpokladejme, Ze kazda konvergentni posloup-
nost bodii z M/ ma v mnoziné M limitu. Chceme dokdzat M = M. ProtoZe vidy
plati inkluze M C M, sta&i dokdzat M C M. Vezmeme libovolny bod a € M. Z
definice uzdvéru plyne, Ze pro kazdé n € N plati U(a, +) N M # (. Tedy pro kazdé
n € N existuje a,, € M takovy, Ze p(a,,a) < % Z (2 plyne, Ze posloupnost {a, }22 ;
je konvergentni posloupnost (v (X, p)) bodu lezicich v M a jeji limita je rovna a. Z
predpokladu této véty vyplyva, ze a € M. (]
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Véta7 (konvergence v R¥) Necht' k € N. Posloupnost vektorii {zn} C RF (2, =
(T1n, Tans - - -, Tkn)) konverguje v metrice pg (nebo v pir, ps, pp pro p > 1) k vektoru
x = (x1,...,2x) pravé tehdy, kdyz

lim z;, = x;
n— oo

prokazdéi € {1,... k} (to znamend, Ze v R¥ jde o konvergenci po slozkdch).

Diikaz. Predpokladejme, 7e x,, C RF konverguje k 2 € R* v pp. Vezmeme i €
{1,...,k}. Pak

k
0 <|zin — x| = V(Tin —24)? < Z(xjn — ;)% = pp(Tn, ©).

Jj=1

ProtoZe pg(x,,x) — 0, pak podle véty o tfech limitdch dostdvame, Ze x,,; — x; pro
n — oo.

Necht’ lim,,_, o ;, = x; pro kazdé i = 1,... k. Vezmeme € > 0 libovolné. Pak pro
kazdéi =1,...,k existuje n; € N takové, Ze pro vSechna n € N plat{
€
n>n; = |xm—xl|<ﬁ
Polozime ny = max{nj,...,ng}. Pakproi =1,...,k apron € N spliiujici n > ng
plati

2
€
|xin — SEi|2 < —

k
a po secteni pro vSechna i dostaneme

k ko

E |Tin — x4 < g E e
. m K2 ' k

i=1 i=1

Odmocnénim dostavame

k
pE(x’rux) = Z ‘xin - J?i|2 < €.
i=1
ProtoZe € bylo libovolné kladné, mame x,, — = vzhledem k pg. O

Piiklad 7 UvaZujme posloupnost vektort {x,,}°° ; C R? definovanou predpisem

1 1
Ty = (1—27,(1—1—5)_”,0)7 pro kazdé n € N.

Z predchozi véty plyne, Ze z,, — (1,e71,0) pron — co.
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Piiklad 8 UvaZujme posloupnost vektort {x,,}°2; C R? definovanou predpisem
Tp = (172—71,(71)”)7 pro kazdé n € N.

Z predchozi véty plyne, Ze limita této posloupnosti neexistuje, protoZe posloupnost
sestavend z druhych sloZek vektorti nema limitu.

Uvazujme kompaktni interval [a, b] C R a mnoZinu v8ech spojitych funkci na inter-
valu [a, b] — tuto mnoZinu budeme znacit symbolem C'([a, b]). Tuto mnoZinu vybavime
maximovou metrikou, tzn. vezmeme

poo(f,9) = max{|f(z) — g(z)| : = € [a,b]}.
D4 se ovéfit, Ze dvojice (C'([a, b]), poo) tvoii metricky prostor.

Véta 8 Posloupnost funkci {f,} C C([a,b]) je konvergentni v poo prdvé tehdy, kdyz
{fn} stejnomérné konverguje na [a, b]. Pfitom pro f € C([a,b]) plati

fn— f V Poo A fn=f nala,bl.
Diikaz.
Staci si uvédomit, ze
pm(fr, f) = max{|fn(z) — f(z)| : & € [a,b]} = sup{|fu(x) — f(2)] : x € [a,b]}.
pro fn, f € C([a,b]) a pouZit vétu 2 z kapitoly "Posloupnosti a fady funkei". O

8 Cauchyovské posloupnosti, tiplny prostor

Pojem cauchyovské posloupnosti jsme jiz definovali pro ¢iselné posloupnosti a posloup-
nosti funkei. Nyni ji zadefinujeme na libovolném metrickém prostoru, pfiCemz tato
definice bude splyvat s predchozimi.

Definice 11 Necht’ (X, p) je metricky prostor. Rikame, 7e {a,,}°%, C X je cauchy-
ovskd v (X, p) jestlize pro kazdé e > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé m,n € N
plati

m>ngAn > ng = plam, an) < e.

Véta 9 Kazdd konvergentni posloupnost v metrickém prostoru je v ném cauchyovskd.

Diikaz. Necht' {a,} C X,z € X, z, — x v (X, p). Vezmeme libovolné € > 0. Pak
existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n € N plati

€
n > ng = plan,a) < 3

Pro kazdé m, n € N spliiujici nerovnosti m > ng, n > ng pak také plati

plam;an) < plam, @) + pla,an) < 5+ 5 =

Tim je dikaz ukonden. O
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Poznamka 16 Obracené tvrzeni neplati, viz nasledujici priklad.

Priklad 9 UvaZzujme mnoZinu v§ech redlnych ¢isel spolu s obvyklou metrikou (p(z, y) =
|z — y|) a jeho podprostor (Q, pg). Plati
. 1o,
nl;ngo(1+ﬁ) =e Vv(R,p).
ProtoZe je tato posloupnost konvergentni v R, je také cauchyovskd v R. Déle protoze
jde o posloupnost v Q a indukovand metrika pg splyvd na Q x Q s ptivodni, je tato
posloupnost cauchyovskd v (Q, pg). ProtoZe e ¢ Q, nekonverguje tato posloupnost v

PQ-

Definice 12 Metricky prostor se nazyva uplny, jestlize kazd4 jeho cauchyovska posloup-
nost je konvergentni.

Poznamka 17 Z Bolzanovy—Cauchyovy véty plyne, Ze R je tGplny prostor. Z piikladu
9 je vidét, Zze Q s metrikou pg nenf dplny prostor.

Véta 10 KaZdd cauchyovskd posloupnost je omezend . JestliZe néjakd podposloupnost
cauchyovské posloupnosti konverguje, pak samotnd posloupnost konverguje a md tuté?
limitu.

Véta 11 Prostor R je iipiny (vybaveny metrikou pg nebo kteroukoliv s ni ekviva-
lentni).

Diikaz. Nejprve dokdZzeme tvrzeni pro k = 1. Necht' {z,} je cauchyovska posloup-
nost v R. Je zfejm& omezend a z Bolzanovy—Weierstrassovy véty plyne, Ze existuje
jeji konvergentni podposloupnost. Z véty 10 plyne, Ze {x,} je konvergentni. Nyni
vezméme libovolné k € N a cauchyovskou posloupnost {z,,} C R*. Oznatime z,, =
(Z1n, - .-, Tkn) pro viechna n € N. Pro kazdé e > 0 existuje ng € N tak, Ze pro kazdé
m,n € N spliiujici m > ng an > ng plati

k
pE(Im;zn) = § x]m :E]’IL 2 <.
Jj=1

Prokazdé: =1,..., k plati

k
‘xim - x1n| - (xzm - xin)Q S Z Tjm — xjn < €.
j=1

To tedy znamen4, Ze posloupnosti sestavené z odpovidajicich slozek jsou také cauchy-
ovské. ProtoZe to jsou opét posloupnosti redlnych ¢isel, dostavame (z Casti diikazu pro
k = 1) existenci limit téchto posloupnosti, oznac¢ime lim,,_, x;, = x; pro kazdé
i=1,...,k Zvéty 7 plyne, Ze vektor (x1,x2, ..., x,) je limitou dané posloupnosti,
tedy posloupnost {x,,} je konvergentni v R*. O

01 v prostoru, ktery nenf tiplny!
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Véta 12 Prostor C([a, b]) je tipiny.

Diikaz. Necht {f,} C C([a,b]) je cauchyovskd posloupnost. Pak pro kazdé e > 0
existuje ng € N takové, Ze pro kazdé m,n € N spliujici m,n > ng plati

Pm(fmfm) = max |fm(z) - fn(x)| <€,
z€la,b]

z ¢ehoZ plyne
[ fm () — fo(z)] <€ pro kazdé = € [a, b].

To ale znamend, Ze posloupnost { f,,} spliiuje B—C nutnou a postacujici podminku ste-
jnomérné konvergence. Existuje tedy funkce f : [a,b] — R takovd, Ze f, = f na
[a, b]. Ze stejnomérné konvergence plyne f € C([a, b]) a s pouZitim véty 8 dostdvame,
ze fn — fvC([a,b)). O

Vyvrcholenim tohoto textu je Banachova véta o pevném bodu. Vét o pevnych
bodech existuje mnoho — jde o pomérné modern{ piistup k feSeni nejriznéjsich prob-
1émi matematické analyzy i jinych matematickych obord. Jde napf. o fesen{ tloh pro
diferencidlni, diferen¢ni rovnice, kde se nalezne prostor, na ném se definuje vhodné
zobrazeni takové, Ze jeho pevny bod je prave feSenim té vySetfované tlohy. Tyto véty
nam poskytuji informaci o existenci feSeni, konkrétné Banachova véta ndm dava i jed-
noznacnost — tzn. toto feseni je jediné.

Véta 13 (Banachova véta o pevném bodu) Necht’ (X, p) je uplny metricky prostor,
T : X — X je kontraktivni zobrazeni na X, tzn. existuje L € [0, 1) tak, Ze

p(T(z),T(y)) < Lp(z,y)  prokaidéz,y € X.

Pak existuje pravé jeden bod T € X takovy, Ze T(T) = T (Fikdme, Ze T je pevny bod
zobrazeni T ).

Diikaz. Nejprve dokdZeme existenci pevného bodu. Vezmeme libovolny prvek zy €
X . Definujeme posloupnost {z,, }5°; C X vztahem

Ty = T(-Tnfl)

pro kazdé n € N. DokaZeme, Ze tato posloupnost je cauchyovskd v X. Oznacme a =
p(x1, o). Prokazdé n € N plati

P(Tnt1,Tn) = p(T(20), T(¥n-1)) < Lp(@n, Tn-1) = Lp(T(xn-1),T(Tn—2))

< L?p(xp-1,%n-2) < ... < L"p(z1,20) = L"a
Déle pro kazdé m,n € N, m > n dostdvame

(T, Tn) = P(Trm, Tm—1) + P(Tm—1, T2 + ... + p(Tpy1,Tn)
m—1 [e%s}

Smela—FLm*Qa—l—...—FL”a:aZLi SaZLi.
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Vyraz napravo je zbytek v geometrické fad€ s kvocientem L € [0,1), coZ je konver-
gentni fada. Z toho plyne, ze Y .- L' — 0 pron — oo (tedy i m — oo protoze
m > n). To znamend, Ze p(z,, ) — 0 pro m,n — oo. Dokdzali jsme, Ze {x,}22 ;
je cauchyovskd v X. ProtoZe X je tplny, existuje limita této posloupnosti, oznacime ji
Z € X.Dokdzeme, Ze T je pevny bod zobrazeni T'. Plati

(
(

Z faktu x,, — Z v X plyne, Zze p(Z,T(Z)) = 0. Z prvni vlastnosti metriky dostdvame
T(z) ==z.

0 < p(z,T(7)) zn) + p(wn, T(Z)) < pla; 2n) + p(T(Zn-1), T(T))

<
< xn) +Lp(xn71>j)

p(z,
p(z,

Nyni dokdZeme jednoznacnost. Necht' Z;, T2 € X jsou pevné body zobrazeni 7.
Pak plati

p(Z1,22) = p(T(21), T(22)) < Lp(21,Z2).

Z toho vyplyva
(1= L)p(Z1,72) < 0.

ProtoZze 1 — L € (0, 1], miZeme timto vyrazem nerovnost podélit a dostdvame
p(z1,72) < 0.

Vzhledem k vlastnostem metriky to je mozné pouze v piipadé, kdyz p(z1,Z2) = 0,
COZ Znamena T, = To.

Jiny (moznd ndzornéjsi — kreslete si obrdzek) ditkaz jednoznacnosti: sporem. Necht’ 1,
To € X jsou dva riizné pevné body zobrazeni T, to znamend

T(z1) = 71, T(Z2) = To, p(Z1,Z2) > 0.

Pak
p(T1,%2) = p(T(71),T(Z2)) < Lp(Z1,Z2).

Protoze L < 1 a p(Z1,Z2) > 0 pak vyraz v nerovnostech napravo je mensi nez
p(Z1,Z2), co? je nesmysl. Dostdvdme tak spor. Musi tedy platit T1 = To. O



