
Matematická analýza KMI/MA1AI

5. p°edná²ka

Derivace funkce

27. 10. 2008

1 De�nice

P°íklad 1 Uvaºujme funkci f(x) = ex, x ∈ R. Chceme najít rovnici te£ny ke
grafu funkce f v bod¥ (0, f(0)) = (0, 1).
�e²ení. Máme najít rovnici te£ny � tedy p°ímky. Ze st°ední ²koly víme, ºe
kaºdá p°ímka, která není rovnob¥ºná s osou y je dána rovnicí

y = kx+ q,

kde k, q ∈ R (k se nazývá sm¥rnicí p°ímky � jaký je její geometrický význam?).
Tuto te£nu budeme aproximovat se£nami grafu funkce f(x) procházejícími body
(0, 1) a (h, f(h)), kde h 6= 0 (viz tabuli). Pro sm¥rnice t¥chto se£en bude platit

kh =
f(h)− 1
h− 0

=
eh − 1
h

.

�ím bliº²í bude h nule, tím bliº²í bude £íslo kh sm¥rnici te£ny grafu funkce f v
bod¥ (0, 1). �íslo

k = lim
h→0

eh − 1
h

= 1

je sm¥rnice te£ny. �íslo q dostaneme jednodu²e. Dosadíme do rovnice sou°adnice
bodu leºící na te£n¥, nap°íklad bod o sou°adnicích (0, 1). Dostaneme q = 1.
Záv¥r. Te£nou ke grafu funkce f(x) = ex v bod¥ (0, 1) je p°ímka daná rovnicí

y = x+ 1.

P°íklad 2 Uvaºujme pohybující se hmotný bod (t°eba auto). De�nujme výraz
s(t) jako dráhu uraºenou tímto hmotným bodem v £asovém intervalu 〈0, t〉 (tedy
vyjeli jsme v £ase t = 0, z £ehoº plyne, ºe s(0) = 0 � to ov²em v tomto p°íklad¥
není podstatné). �íslo s(t) lze chápat jako reálnou funkci v prom¥nné t. �emu
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je rovna okamºitá rychlost v(t0) bodu v £ase t0.
�e²ení. Uvaºujme £asový interval 〈t0, t0 + h〉. Pak výraz

s(t0 + h)− s(t0)
t0 + h− t0

=
s(t0 + h)− s(t0)

h

udává pr·m¥rnou rychlost bodu v £asovém intervalu 〈t0, t0 +h〉. Jde�li h k nule,
blíºí se toto £íslo k okamºité rychlosti rychlosti bodu v £ase t0

lim
h→0

s(t0 + h)− s(t0)
h

= v(t0).

Poznámka 3 V obou p°ípadech jsme k dané funkci f uvaºovali výraz

lim
t→a

f(t)− f(a)
t− a

nebo�li lim
h→0

f(a+ h)− f(a)
h

(z v¥ty o limit¥ sloºené funkce plyne, ºe tyto limity jsou stejné). Tuto speciální
limitu si pojmenujeme.

De�nice 4 Nech´ f je funkce de�novaná na n¥jakém okolí U(a) bodu a ∈ D(f).
�ekneme, ºe funkce f má v bod¥ a derivaci, jestliºe existuje limita

lim
t→a

f(t)− f(a)
t− a

.

Tuto limitu nazýváme derivací funkce f v bod¥ a a zna£íme

f ′(a),
df(a)

dx
, (f(x))′|x=a, . . .

Je�li tato limita vlastní, mluvíme o vlastní derivaci, pokud je nevlastní, mluvíme
o nevlastní derivaci.

P°íklad 5 Vypo£t¥te f ′(0) je�li
(a) f(x) = ex, (b) f(x) = 3

√
x.

�e²ení. ad (a)

(ex)′|x=0 = lim
t→0

et − e0

t− 0
= lim
t→0

et − 1
t

= 1.

ad (b)

( 3
√
x)′|x=0 = lim

t→0

3
√
x− 3
√

0
t− 0

= lim
t→0

1
3
√
t2

=∞.

De�nice 6 Nech´ f je funkce de�novaná na pravém (resp. levém) okolí U+(a)
(resp. U−(a)) bodu a. �ekneme, ºe funkce f má v bod¥ a derivaci zprava (resp.
zleva) jestliºe existuje limita

lim
t→a+

f(t)− f(a)
t− a

(
resp. lim

t→a−

f(t)− f(a)
t− a

)
.

Tuto limitu nazýváme derivací funkce f v bod¥ a zprava (resp. zleva) a zna£íme
f ′+(a) (resp. f ′−(a)). Je�li tato limita vlastní � mluvíme o vlastní derivaci, pokud
je nevlastní � mluvíme o nevlastní derivace.
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Poznámka 7 Z faktu, ºe derivace funkce v bod¥ je limita, okamºit¥ plyne
spousta jejích vlastností. Nap°íklad �Derivace funkce f v bod¥ a existuje práv¥
tehdy kdyº existují ob¥ jednostranné derivace a jsou si rovny� nebo �Existuje
nejvý²e jedna derivace.�

P°íklad 8 (a) Vypo£t¥te f ′(x0), kde f(x) = c, c ∈ R, x0 ∈ R (f je konstantní
funkce).
�e²ení. Platí

f ′(x0) = lim
t→0

c− c
t− 0

= lim
t→0

0
t

= lim
t→0

0 = 0.

(b) Vypo£t¥te f ′+(0), f ′−(0) pro f(x) = sgnx.
�e²ení. Platí

f ′+(0) = lim
t→0+

sgn t− sgn 0
t− 0

= lim
t→0+

1
t

=∞,

f ′−(0) = lim
t→0−

sgn t− sgn 0
t− 0

= lim
t→0−

−1
t

=∞,

Z toho plyne, ºe existuje dokonce i f ′(0) =∞.

(c) Vypo£t¥te f ′+(0), f ′−(0) pro f(x) = |x|.
�e²ení. Platí

f ′+(0) = lim
t→0+

|t| − |0|
t− 0

= lim
t→0+

t

t
= 1,

f ′−(0) = lim
t→0−

|t| − |0|
t− 0

= lim
t→0−

−t
t

= −1,

Z toho plyne, ºe f ′(0) neexistuje.

(d) Vypo£t¥te f ′(x0), kde f(x) = xn, n ∈ R.
(e) Vypo£t¥te f ′(x0), kde f(x) = ax, a ∈ R, a > 0.
(f) Vypo£t¥te f ′(x0), kde f(x) = sinx.
(g) Vypo£t¥te f ′(x0), kde f(x) = cosx.

2 Základní v¥ty

V¥ta 9 Nech´ f , g jsou funkce mající vlastní derivace f ′(a), g′(a) v bod¥ a ∈
D(f) ∩D(g). Pak platí

(f ± g)′(a) = f ′(a)± g′(a),

(f · g)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a),(
f

g

)′
(a) =

f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)
[g(a)]2

, (je�li g(a) 6= 0).
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D·kaz. Dokáºeme pouze druhou rovnost. Platí

(f · g)′(a) = lim
t→a

(f · g)(t)− (f · g)(a)
t− a

= lim
t→a

f(t)g(t)− f(a)g(a)
t− a

= lim
t→a

f(t)g(t)− f(a)g(t) + f(a)g(t)− f(a)g(a)
t− a

= lim
t→a

(
f(t)− f(a)

t− a
· g(t) + f(a)

g(t)− g(a)
t− a

)
= lim
t→a

f(t)− f(a)
t− a

· lim
t→a

g(t) + f(a) lim
t→a

g(t)− g(a)
t− a

= f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

Ostatní rovnosti se dokáºou podobn¥. �

V¥ta 10 (o derivaci sloºené funkce) Mají�li funkce f , g vlastní derivace f ′(a),
g′(A), kde A = f(a), pak funkce g ◦ f má vlastní derivaci v bod¥ a a platí

(g ◦ f)′(a) = g′(A)f ′(a) (= g′(f(a))f ′(a)).

D·kaz. Mohou nastat dva p°ípady.
(a) P°edpokládejme, ºe

(∃Rγ(a))(∀t ∈ Rγ(a))(f(t) 6= f(a)) (1)

kde γ je tak malé, ºe g ◦f je de�novaná na Uγ(a). Pak pro kaºdé t ∈ Rγ(a) platí

(g ◦ f)(t)− (g ◦ f)(a)
t− a

=
g(f(t))− g(f(a))
f(t)− f(a)

f(t)− f(a)
t− a

. (2)

Z°ejm¥

lim
t→a

(g ◦ f)(t)− (g ◦ f)(a)
t− a

= (g ◦ f)′(a),

pokud tato limita existuje a platí

lim
t→a

f(t)− f(a)
t− a

= f ′(a).

Sta£í vy²et°it
g(f(t))− g(f(a))
f(t)− f(a)

=
g(f(t))− g(A)
f(t)−A

na Rγ(a) (v²imn¥te si, ºe tento výraz má pro t ∈ Rγ(a) smysl vºdy � kv·li
p°edpokladu (1)). Snadno lze nahlédnout, ºe

g(f(t))− g(A)
f(t)−A

= (H ◦ f)(t),

kde

H(y) =
g(y)− g(A)
y −A

.
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Protoºe
lim
y→A

H(y) = g′(A),

pak podle v¥ty o limit¥ sloºené funkce také

lim
t→a

(H ◦ f)(t) = g′(A) = g′(f(a)).

Tedy vzorec platí.
(b) Nyní p°edpokládejme, ºe neplatí (1), tzn. platí

(∀Rγ(a))(∃t ∈ Rγ(a))(f(t) = f(a)).

Tato podmínka je ekvivalentní p°edpokladu existence posloupnosti {tn} ⊂ D(f)
takové, ºe tn 6= a pro kaºdé n ∈ N, limn→∞ tn = a a f(tn) = f(a) pro v²echna
n ∈ N. Pak

lim
n→∞

f(tn)− f(a)
tn − a

= lim
n→∞

0
tn − a

= lim
n→∞

0 = 0.

Protoºe f ′(a) existuje a je vlastní, pak nutn¥ (Heine)

f ′(a) = lim
t→a

f(t)− f(a)
t− a

= 0. (3)

Z existence vlastní derivace g′(A) a p°edchozí v¥ty plyne

g′(A) · f ′(a) = 0.

Sta£í tedy dokázat, ºe také
(g ◦ f)′(a) = 0.

Protoºe g′(A) je vlastní, existuje γ̄ > 0 a existuje K > 0 tak, ºe∣∣∣∣g(y)− g(A)
y −A

∣∣∣∣ ≤ K pro kaºdé y ∈ Rγ̄(A).

Zvolme ε > 0. Z (3) plyne existence δ > 0 tak, ºe pro kaºdé t ∈ Rδ(a) (⊂ D(f))
platí ∣∣∣∣f(t)− f(a)

t− a
− 0
∣∣∣∣ < ε

K
.

Protoºe je funkce f v bod¥ a spojitá, lze δ vzít tak malé, ºe pro kaºdé t ∈ Rδ(a)
platí f(t) ∈ Rγ̄(A) (⇒ t ∈ D(g ◦ f)). Pak pro kaºdé t ∈ Rδ(a) platí

(g ◦ f)(t)− (g ◦ f)(a)
t− a

=

{
0 pro f(t) = f(a),
g(f(t))−g(f(a))
f(t)−f(a)

f(t)−f(a)
t−a pro f(t) 6= f(a).

V prvním p°ípad¥ (pro t ∈ Rδ(a))∣∣∣∣ (g ◦ f)(t)− (g ◦ f)(a)
t− a

∣∣∣∣ = |0| = 0 < ε,
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v druhém p°ípad¥ (pro t ∈ Rδ(a)) platí∣∣∣∣ (g ◦ f)(t)− (g ◦ f)(a)
t− a

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣g(f(t))− g(f(a))

f(t)− f(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣f(t)− f(a)
t− a

∣∣∣∣ < K · ε
K

= ε.

�

V¥ta 11 (o derivaci inverzní funkce) Nech´ je f ryze monotonní (tj. rostoucí
nebo klesající) a spojitá na U(a), a ∈ D(f). Existuje�li vlastní f ′(a) 6= 0 pak
existuje (f−1)′ v bod¥ A = f(a) a platí

(f−1)′(A) =
1

f ′(a)
=

1
f ′(f−1(A))

.

D·kaz. Platí

(f−1)′(A) = lim
z→A

f−1(z)− f−1(A)
z −A

= lim
t→a

t− a
f(t)− f(a)

= lim
t→a

1
f(t)−f(a)

t−a

=
1

f ′(a)
,

kde jsme pouºili substituci z = f(t) (v¥ta o limit¥ sloºené funkce). �

P°íklad 12 Vypo£t¥te (arcsin y)′|y=y0
, y0 = sinx0, kde x0 ∈ (−π/2, π/2). Podle

p°edchozí v¥ty platí

(arcsin y)′|y=y0
=

1
(sinx)′|x=x0

=
1

cosx0
=

1√
1− sin2 x0

=
1√

1− y2
0

.

De�nice 13 Nech´ má funkce f vlastní derivaci v kaºdém bod¥ otev°eného
intervalu J ⊂ D(f). Pak derivací funkce f na intervalu J (stru£n¥: derivací
funkce f) rozumíme funkci, která kaºdému x ∈ M p°i°adí derivaci funkce f v
bod¥ x. Tuto funkci zna£íme f ′, df

dx .

P°íklad 14 Protoºe pro kaºdé x0 ∈ R platí (xn)′|x=x0
= nxn−1

0 , pro n ∈ N, pak
z°ejm¥ funkce nxn−1

0 je derivací funkce xn na R. Zapisujeme to takto

(xn)′ = nxn−1.

Poznámka 15 Z de�nice derivace (p°ípadn¥ z v¥ty o inverzní funkci) lze doká-
zat

(c)′ = 0,

(xα)′ = αxα−1 (α ∈ R),

(ax)′ = ax ln a (a > 0),

(loga x)′ =
1

x ln a
(a > 0, a 6= 1),

speciáln¥

(ex)′ = ex, (lnx)′ =
1
x
,

(sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx,

atd.
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P°íklad 16 Vzhledem k p°edchozím v¥tám a uvedeným �vzorc·m� pro derivace
elementárních funkcí platí nap°.

(x2 + sinx+ 1)′ = (x2)′ + (sinx)′ + (1)′ = 2x+ cosx+ 0 = 2x+ cosx,

(3x3 − cosx)′ = (3x3)′ − (cosx)′ = 9x2 + sinx,

(x lnx)′ = (x)′ lnx+ x(lnx)′ = 1 · lnx+ x
1
x

= lnx+ 1,

(tg x)′ =
(

sinx
cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− sinx(cosx)′

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1
cos2 x

,

(sin(lnx))′ =
d sin y

dy |y=ln x

· (lnx)′ = cos(lnx) · 1
x
,

(sin(cos(lnx))) =
d sin z

dz |z=cos(ln x)
· d cos y

dy |y=ln x

· (lnx)′

= cos(cos(lnx)) · (− sin(lnx))
1
x
.

Poznámka 17 Máme�li vypo£ítat derivaci funkce v konkrétním bod¥, nejprve
s vyuºitím zmín¥ných vzorc· a pravidel ur£íme derivaci funkce a pak, do takto
získané funkce tento konkrétní bod dosadíme. Nap°íklad hodnotu (x3)′|x=1 vy-
po£teme tak, ºe nejprve zderivujeme

(x3)′ = 3x2,

a pak dosadíme x = 1. Dostáváme (x3)′|x=1 = 3 · 12 = 3.

3 Derivace vy²²ích °ád·

De�nice 18 Nech´ má funkce f vlastní derivaci v kaºdém bod¥ z okolí U(a)
bodu a ∈ D(f). �ekneme, ºe funkce f má v bod¥ a druhou derivaci, jestliºe
existuje limita

lim
t→a

f ′(t)− f ′(a)
t− a

.

Tuto limitu nazýváme druhou derivací funkce f v bod¥ a a zna£íme

f ′′(a),
df2(a)

dx2
, f (2)(a).

Má�li funkce f druhou (vlastní) derivaci v kaºdém bod¥ otev°eného intervalu
J ⊂ D(f), pak druhou derivací funkce f na intervalu J (stru£n¥: druhou deri-
vací) rozumíme funkci

J 3 x 7→ f ′′(x).

Zna£íme tuto funkci symbolem f ′′.
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Poznámka 19 Z de�nic je vid¥t, ºe druhá derivace je rovna derivaci první
derivace, tzn.

f ′′ = (f ′)′.

Podobným zp·sobem de�nujeme n�tou derivaci.

De�nice 20 Nech´ n ∈ N a funkce f má vlastní (n − 1)�ní derivaci v kaºdém
bod¥ z okolí U(a) bodu a ∈ D(f). �ekneme, ºe funkce f má v bod¥ a n�tou
derivaci, jestliºe existuje limita

lim
t→a

f (n−1)(t)− f (n−1)(a)
t− a

.

Tuto limitu nazýváme n�tou derivací funkce f v bod¥ a a zna£íme

f (n)(a),
dfn(a)

dxn
.

Má�li funkce f n-tou (vlastní) derivaci v kaºdém bod¥ otev°eného intervalu
J ⊂ D(f), pak n�tou derivací funkce f na intervalu J (stru£n¥: n�tou derivací)
rozumíme funkci

J 3 x 7→ f (n)(x).

Zna£íme tuto funkci symbolem f (n).

P°íklad 21 Uvaºujme funkci f(x) = x2 + 2 sin(3x). Pak

f ′(x) = (x2 + 2 sin(3x))′ = 2x+ 2 cos(3x) · 3 = 2x+ 6 cos(3x),

f ′′(x) = (f ′(x))′ = 2 + 6(− sin(3x)) · 3 = 2− 18 sin(3x),

f ′′′(x) = (f ′′(x))′ = −18(− cos(3x)) · 3 = 54 cos(3x).
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