Matematicka analyza KMI/MATAI
5. prednagka
Derivace funkce
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1 Definice

Priklad 1 Uvazujme funkci f(z) = e®, € R. Chceme najit rovnici tecny ke
grafu funkce f v bodé (0, f(0)) = (0,1).

Regeni. Mame najit rovnici teény — tedy p¥imky. Ze st¥edni Skoly vime, 7e
kazda primka, kterd neni rovnobézna s osou y je dana rovnici

y =k +q,

kde k, ¢ € R (k se nazyva smérnici piimky — jaky je jeji geometricky vyznam?).
Tuto teénu budeme aproximovat se¢nami grafu funkce f(z) prochézejicimi body
(0,1) a (h, f(h)), kde h # 0 (viz tabuli). Pro smérnice téchto se¢en bude platit

i 7f(h)flieh71
PTTh o T T h

Cim blizsi bude h nule, tim blizsi bude €islo kp, smérnici tecny grafu funkce f v
bodé (0,1). Cislo

h
-1
k‘:hme

=1
h—0 h

je smeérnice tecny. Cislo q dostaneme jednoduSe. Dosadime do rovnice soufadnice
bodu lezici na te¢né, napiiklad bod o soutradnicich (0, 1). Dostaneme ¢ = 1.
Zaver. Tetnou ke grafu funkce f(z) = e* v bodé (0, 1) je pfimka dana rovnici

y=x+ 1.

Priklad 2 Uvazujme pohybujici se hmotny bod (tfeba auto). Definujme vyraz
s(t) jako drahu urazenou timto hmotnym bodem v €asovém intervalu (0, ) (tedy
vyjeli jsme v ase t = 0, z ¢ehoZ plyne, Ze s(0) = 0 — to oviem v tomto piikladé
neni podstatné). Cislo s(t) lze chépat jako redlnou funkci v proménné ¢. Cemu



je rovna okamzita rychlost v(ty) bodu v case to.
Reseni. Uvazujme Casovy interval (tg,to + h). Pak vyraz
s(to +h) —s(to) _ s(to+h) — s(to)

to+ h—to h

udava prameérnou rychlost bodu v ¢asovém intervalu (tg, to+h). Jde-li h k nule,
blizi se toto ¢islo k okamzité rychlosti rychlosti bodu v ¢ase tg

lim w = v(to).

h—0 h
Poznamka 3 V obou piipadech jsme k dané funkci f uvazovali vyraz
t) — h) —
lim 7‘)0( )~ fla) nebo-li lim —f(a +h) —fa)
t—a t—a h—0 h
(z véty o limité slozené funkce plyne, Ze tyto limity jsou stejné). Tuto specialni

limitu si pojmenujeme.

Definice 4 Necht f je funkce definovand na néjakém okoli U(a) bodu a € D(f).
Rekneme, Ze funkce f mé v bodé a derivaci, jestlize existuje limita

)~ fla)
t—a t—a

Tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé a a znacime

fa), L @)

Je-li tato limita vlastni, mluvime o vlastni derivaci, pokud je nevlastni, mluvime
o nevlastni derivaci.

Priklad 5 Vypoctéte f/(0) je-li
(2) f(z)=e" (b) flz)= V2

Reseni. ad (a)

(ex)imzo = lim — lim & =1.

ad (b)

Definice 6 Necht f je funkce definovana na pravém (resp. levém) okoli U (a)
(resp. U~ (a)) bodu a. Rekneme, 7e funkce f méa v bodé a derivaci zprava (resp.
zleva) jestlize existuje limita

PRUES OOy A LUES ]

t—a+ t—a —a— t—a

Tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé a zprava (resp. zleva) a znacime
fi(a) (resp. f’ (a)). Je-li tato limita vlastni — mluvime o vlastni derivaci, pokud
je nevlastni — mluvime o nevlastni derivace.



Poznamka 7 Z faktu, ze derivace funkce v bodé je limita, okamzité plyne
spousta jejich vlastnosti. Naptiklad ,,Derivace funkce f v bodé a existuje pravé
tehdy kdyz existuji obé jednostranné derivace a jsou si rovny“ nebo , Existuje
nejvyse jedna derivace.

Piiklad 8 (a) Vypoctéte f'(xg), kde f(x) =¢, c € R, 29 € R (f je konstantni
funkce).

Reseni. Plati
c—c

!/ . —
f (IO) o %E»r(l) t—0 t—0 t t—0

(b) Vypoctéte f (0), f(0) pro f(x) = sgnx.

Reseni. Plati
, _ sgnt —sgn0 . 1_
F1(0) = t1—1>0+ t—0 N t1—1>%1+ ¢ %
, _ sgnt —sgn0 .. -1
2 (0) = t—0— t—0 o tl~>07 P
Z toho plyne, Ze existuje dokonce i f/(0) = co.
(c) Vypoctete f(0), f2(0) pro f(z) = |z|.
Reseni. Plati |t\ 0] .
fi(0) = t—>0+ t—0 t1—1>%1+t =1
s i —1o] _ . -t _
f—(O)_Hof t—0 _tliglf t L

Z toho plyne, ze f’(0) neexistuje.

d) Vypoctéte f'(xg), kde f(z) = 2™, n € R.

) Vypoctete f'(xo), kde f(z) =a*, a €R, a > 0.
) Vypoctéte f'(zo), kde f(x) =sinwz.

g) Vypoctéte f'(xg), kde f(z) = cos .

(
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2 Zakladni véty

Vé&ta 9 Necht f, g jsou funkce magici vlastni derivace f'(a), ¢'(a) v bodé a €
D(f)N D(g). Pak plati

(f £9)'(a) = f'(a) £ ¢'(a),
(f -9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),




Diikaz. Dokézeme pouze druhou rovnost. Plati

iy 9O = (- 9)@) _ . f(0)9() — fla)g(a)

t—a t—a t—a t—a
o 090 — F(@g(t) + Fla)g(t) — (@@

t—a t—a
(ot
I gy 200
= f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Ostatni rovnosti se dokdzou podobné. O

Vé&ta 10 (o derivaci sloZené funkce) Maji-li funkce f, g vlastni derivace f'(a),
9'(A), kde A = f(a), pak funkce g o f md vlastni derivaci v bodé a a plati

(go f)(a) =g'(A)f'(a) (=g'(f(a))f'(a)).

Diikaz. Mohou nastat dva piipady.
(a) Pfedpokladejme, ze

(TR (a))(Vt € Ry (a))(f(t) # f(a)) (1)
kde v je tak malé, Ze go f je definovana na U, (a). Pak pro kazdé t € R (a) plati

(90 1)) ~ (90 ) (@) _ g(f(1) ~ g(f(@)) (1) - fla) o
t—a f@) — f(a) t—a
Ziejmé
lim (go f)(t?t - ig o f)a) _ (g0 f)(a),
pokud tato limita existuje a plati
i PO 1@

t—a t—a

Staci vysetfit
9(f (1) —g(f(a)) _ g(f(t)) —g(A)
f@t) = f(a) ) —A
na R,(a) (v8imnéte si, ze tento vyraz mé pro t € Ry(a) smysl vzdy — kvili
pfedpokladu (1)). Snadno 1ze nahlédnout, 7e

g(f;Z; :Z(A) = (Ho f)(t),
kde (y) — g(A)
g\y)—4g
H(y) = y— A



Protoze
lim H(y) = ¢'(A),
y—A

pak podle véty o limité slozené funkce také
lim(H o f)(t) = ¢ (4) = ¢/(f(a).

Tedy vzorec plati.
(b) Nyni predpokladejme, Ze neplati (1), tzn. plati

(VR+(a))(3t € Ry (a))(f(t) = f(a))-

Tato podminka je ekvivalentni pfedpokladu existence posloupnosti {¢,} C D(f)
takové, Ze ¢, # a pro kazdé n € N, lim,, . t, = a a f(t,) = f(a) pro viechna

n € N. Pak
lim fltn) = fla) _ lim = lim 0 =0.

n—o0 tn, —a n—oot, —a n—00

Protoze f'(a) existuje a je vlastni, pak nutné (Heine)
_f(t) — f(a)
o S _
fi(a) = lim ———

Z existence vlastni derivace ¢’(A) a predchozi véty plyne

g'(A) - f'(a) = 0.
Staci tedy dokézat, ze také

(g0 f)(a)=0.

Protoze ¢'(A) je vlastni, existuje 5 > 0 a existuje K > 0 tak, Ze

‘W' <K pro kazdé y € R+ (A).

Zvolme € > 0. Z (3) plyne existence § > 0 tak, ze pro kazdé t € Rs(a) (C D(f))

plati
LCES RS

L )
K

t—a

ProtoZe je funkce f v bodé a spojité, lze ¢ vzit tak malé, Ze pro kazdé t € Rs(a)
plati f(t) € R5(A) (= t € D(go f)). Pak pro kazdé t € Rs(a) plati

t—a T\ AR L pro f(1) # f(a).

(go /)t) = (go )(a) { 0 pro  f(t) = f(a),

V prvnim piipadé (pro t € Rs(a))
‘ (9o f)(t) = (g0 f)(a)

=0 =0<e,
t—a




v druhém piipadé (pro ¢t € Rs(a)) plati

(go f)(t) = (go f)la)| _ ’g(f(t)) —9(f(a)) Hf(t) — f(a)
t—a f(t)—f(a) t—a

<K-

= €.

€
K

O

Véta 11 (o derivaci inverzni funkce) Necht je f ryze monotonni (tj. rostouci
nebo klesajici) a spojitd na U(a), a € D(f). Existuje—li vlastni f'(a) # 0 pak
ezistuje (f~1) v bodé A = f(a) a plati

_ 1 1
YA =5 = Foay
Diikaz. Plati
-1 -1
—1\/ T f (Z)_f (A)_ t—a 1 1 _ 1
(f ) (A) - 212{14 ~— A - tlgrlll f(t) _ f(&) - }Eg f(tl)f:a(a) - f/(a)v
kde jsme pouzili substituci z = f(¢) (v&ta o limité sloZené funkce). O

Priklad 12 Vypoctéte (arcsiny)|,_, , yo = sinzo, kde 2 € (—=7/2,7/2). Podle
predchozi véty plati

(arcsiny)| L ! ! L

1 o = - = = = .

ly=vo ™ (sin x)?wzwo cosTo /1 —sin’zy V1-3

Definice 13 Necht mé funkce f vlastni derivaci v kazdém bodé otevieného

intervalu J C D(f). Pak derivaci funkce f na intervalu J (stru¢né: derivaci

funkce f) rozumime funkci, ktera kazdému x € M piifadi derivaci funkce f v

bodé x. Tuto funkci znacime f/, %.
Piiklad 14 Protoze pro kazdé zo € R plati (xn)1x=a:o = nzg_l, pron € N, pak

ziejmé funkce nmg_l je derivaci funkce 2™ na R. Zapisujeme to takto

(") = na" "t

Poznamka 15 Z definice derivace (pfipadné z véty o inverzni funkci) lze doka-
zat

1
1 "= 1
(log, x) na (a>0,a#1),
specialné
1
TV _ T 1 [
@Y =e  may=1
(sinz) =cosz, (cosz)' = —sinx,
atd.



Priiklad 16 Vzhledem k piedchozim vétam a uvedenym ,,vzorcim® pro derivace
elementarnich funkci plati napf.

(2% +sine +1) = () + (sinz) + (1)’ = 2z + cosx + 0 = 2z + cos x,
(32° — cosx)’ = (32%) — (cosx)’ = 92* +sinz,

1
(xlnz) = (z) Inz+z(Inx) =1- lnx—l—x; =lnz+1,

, sinz\’  (sinz) cosz —sinz(cosz)  cos?x +sin’x 1
(tgz) = = 2 = 2 - 2.
cos cos? x cos? x cos?
dsiny
(sin(lnz)) = ‘(Inz)" =cos(Inz) - —,
dy ly=Inz z
_ dsinz dcosy

(sin(cos(lnx))) = “(lnz)

dz |z=cos(In x) ' dy ly=Inz
1
= cos(cos(Inz)) - (—sin(Inz))—.
X
Poznamka 17 Mame-li vypocitat derivaci funkce v konkrétnim bodg, nejprve
s vyuzitim zminénych vzorca a pravidel uréime derivaci funkce a pak, do takto

ziskané funkce tento konkrétni bod dosadime. Napiiklad hodnotu (x‘i)i w1 VY-
pocteme tak, Ze nejprve zderivujeme

(zB)' = 322,

a pak dosadime z = 1. Dostavame (2°)[,_, = 3-1° = 3.

3 Derivace vySssich radua
Definice 18 Necht mé funkce f vlastni derivaci v kazdém bodé 7 okoli U(a)
bodu a € D(f). Rekneme, 7%e funkce f ma v bodé a druhou derivaci, jestlize
existuje limita
/ gl
)~ )
t—a t—a

Tuto limitu nazyvime druhou derivaci funkce f v bodé a a znacéime

df?*(a)

dz?

I"(a), . [P(a).

Mé-1i funkce f druhou (vlastni) derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu
J C D(f), pak druhou derivaci funkce f na intervalu J (stru¢né: druhou deri-
vaci) rozumime funkci

Jox— f'(x).

Znacime tuto funkci symbolem f”'.



Poznamka 19 Z definic je vidét, ze druha derivace je rovna derivaci prvni
derivace, tzn.

7=y
Podobnym zpusobem definujeme n—tou derivaci.

Definice 20 Necht n € N a funkce f mé vlastni (n — 1)-ni derivaci v kazdém
bodé z okoli U(a) bodu a € D(f). Rekneme, ze funkce f ma v bod& a n-tou
derivaci, jestlize existuje limita

L 070 = £ D ()

t—a t—a

Tuto limitu nazyvame n—tou derivaci funkce f v bodé a a znacime

df"(a)
(n)

@), dzn

Mé&-li funkce f n-tou (vlastni) derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu
J C D(f), pak n—tou derivaci funkce f na intervalu J (stru¢né: n—tou derivaci)

rozumime funkei

I3z fM(2).
Znacime tuto funkei symbolem f(™).
Priklad 21 Uvazujme funkci f(z) = 22 + 2sin(3z). Pak
f'(x) = (2* 4 2sin(3z))’ = 22 + 2cos(3z) - 3 = 2z + 6 cos(3z),
(@)= (f(x)) =2+ 6(—sin(3x)) - 3 =2 — 18sin(3x),
" (x) = (f"(x)) = —18(—cos(3z)) - 3 = b4 cos(3x).
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