Matematicka analyza KMI/MATAI
6. prednaska
Derivace funkce — pokracovani
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1 Symboly o, O
Definice 1 Pro a € R* a f, g definované na R(a) piseme

f(z)

f=o(g) proxz —a, jestlize lim —= =0,
z—a g(z)
f=0(g) proz—a, jestlize (3K >0)(FR(a))(Vx € R(a))(|LH| < K),
o f(w)
~ pro z — a, estlize lim —= € R\ {0}.
f~g J L \ {0}

P#iklad 2 (1) Plati 2* = o(x®) pro z — 0, protoze
4
limx—g: lim z = 0.
z—0 2 z—0

(2) Plati sinz ~  pro x — 0, protoze lim,_,gsinz/z =1 € R\ {0}.

2 Diferencial funkce

Véta 3 Mdli funkce f v bodé a € R vlastni derivaci rovnu A, pak plati
f(x)— fla) — A(x —a) =o(x —a), x— a.

Naopak, plati-li (1), pak md funkce f derivaci v bodé a a plati A = f'(a).

Diikaz. Plati

flla)=A€R limM:A
T—a r—a
AcR

ger @)~ (@)~ Al —a)

z—a zT—a

=0

<~ f(z) = f(a) — A(z — a) = o(x — a) pro x — a.



Definice 4 Diferencidlem funkce f v bodé a rozumime linearni funkei df (a) (t) =
At (pro A € R), pro kterou plati

Fla+1) = f(a) = df(@)(t) = oft) prot— 0.
Z predchozi véty okamzité plyne nasledujici fakt.

Véta 5 Funkce f md v bodé a diferencidl prdvé tehdy kdyZ md v tomto bodé
vlastni derivaci a v takovém piipadé plati A = f'(a).

Poznamka 6 Jinak fefeno existence diferencidlu v bodé a je ekvivalentni s ex-
istenci vlastni derivace. Mohlo by se tedy zdat, Ze je pojem diferencialu zbytecny,
protoze pokud existuje, pak je dan predpisem

df(a)(t) = f'(a)t VteR.

Skutecné, tento pojem ndm u funkce jedné proménné nepiinasi nic moc nového —
velkou dulezitosti bude mit az diferencial funkce vice proménnych. Geometricky
vyznam diferencialu — viz tabuli.

3 Vlastnosti spojitych a diferencovatelnych funkci

Definice 7 Rekneme, 7e funkce f je neklesajici (rostouci) v bodé a € R, jestlize
existuje R (a) tak, ze

f(@) < fa) prox € RE(a) a f(x)> f(a) proxeR3(a)

(f(z) < f(a) pro z € ’Ri(a) a f(z) > f(a) proz e R (a)).

Rekneme, Ze funkce f je nerostouci (klesajici) v bodé a € R, jestlize existuje
R+ (a) tak, ze

f(@) = f(a) prow € RY(a) a f(z) < f(a) proxeR;(a)

(f(z) > f(a) pro z € Rj(a) a f(x) < f(a) proz e R;(a))

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a € R lokalni maximum (minimum), jestlize
existuje R, (a) tak, ze

f(@) < fla) (f(z) = fa)) prox e Ry(a).

Rekneme, 7e funkce f ma v bodé a € R ostré lokalni maximum (minimum),
jestlize existuje R (a) tak, ze

flx) < fla) (f(xz)> f(a)) proz e R,(a).

Lokalni maximum a minimum souhrnné nazyvame lokalni extrémy. Ostré lokalni
maximum a minimum souhrnné nazyvame ostré lokilni extrémy.



Priklad 8 Funkce f(z) = 2% m4 ostré lokalni minimum v bodé z = 0.

Véta 9 Necht funkce f md v bodé a € R derivaci (vlastni nebo nevlastni). Pak
(1) je-li f'(a) >0 (f'(a) <0), je funkce f v bod€ a rostouci (klesagici),
(IT) md—li f v bodé a lokdlni extrém, je f'(a) = 0.

Priklad 10 Funkce f(x) = 2% je v bodé = = 0 rostouci, ptitom f/(0) = 0.
Poznamka 11 Pro danou funkci f na intervalu (a, b) budeme definovat vyrazy

inf f, sup f, min f, max f.
<a7b> f (a,IE)) f <a7b> f <a7b> f

Definice — viz tabuli.

Véta 12 (o omezenosti spojité funkce na kompaktnim intervalu) KaZdd spojitd
funkce na intervalu (a,b) (a, b€ R, a <b)

(I) je omezend (tzn. —oo <inf(ypy f < sup, f < 00),

(II) nabyvd na intervalu {(a,b) svého minima a mazima, tzn. existufi Tpn,
Tmaz € {a,b) tak, Ze

Tomin) = Min f, f(Tmaez) = max f.
Flns) =10 f, f(@nac) = mace f

Diikaz. Provedeme pouze (I). Kdyby f nebyla na (a,b) omezené, pak bychom
nasli posloupnost {x,}52; bodu takovych, ze x,, € (a,b) pro kazdé n € N a

|f(zn)] = n. (2)

Protoze je {x,}22 ; omezena posloupnost, existuje podle Weierstrassovy véty (2.
prednagka) podposloupnost {z, }5° ; majici vlastni limitu xg. Protoze a < xy, <b
pro kazdé n € N, zfejmé xg € (a, b). Ze spojitosti funkce f plyne

lim f(z,) = f(o).

n—oo

Z predpokladu (2) ale plyne |f(zk,)| > kn — 00 pro n — oo, tzn.

lim f(xg,) = cc.
n—oo

To je oviem spor. O



Véta 13 (Rolle) Necht f je funkce

(I) spojitd na (a,b), a, b€ R, a <,

(I1) md na (a,b) derivaci f' (tzn. md vlastni derivaci v kaZdém bodé intervalu
(@,b),

() f(a) = /(0).

Pak existuje € € (a,b) tak, Ze f'(£) =0.

Driikaz. Ze spojitosti funkce f a piedchozi véty plyne existence ¢isel min, py f a
max g p) f. Je-li ming, 3y f = max, ) f, pak f je zfejmé konstantni funkce. Pak
f'(x) = 0 pro kazdé = € (a,b), tzn. £ lze libovolné zvolit z intervalu (a,b). Je-li
min, p) f < max, ) f, pak funkce f nabyva v alespon jednom bodé £ € (a,b)
lokalni extrém. Pak f'(£) = 0. O

Poznamka 14 Staéi, aby jeden z predpokladu véty nebyl splnén a tvrzeni véty
neplati. Napiiklad

e Funkce f(z) = |z|, D(f) = (—1,1) nemé derivaci v bodg& 0.

e Funkce
-1 pro x=-1,

flz) = { x  pro z € (—1,1),
neni spojitd v bodé —1 zprava.

e Funkce f(z) =z, D(f) = (—1, 1) nespliiuje podminku (IIT).

Véta 15 (Lagrangeova, o piiristku, o stfedni hodnoté diferencidlniho poctu)
Necht f je funkce

(I) spojitd na {a,b), a, b€ R, a < b,

(I1) md na (a,d) derivaci f' (tzn. md vlastni derivaci v kaZdém bodé intervalu
(a,0)).

Pak ezistuje & € (a,b) tak, Ze

tzn.

f) = fla) + f ()b —a).

Dikaz. Definujeme funkci

Ovéfime, ze funkce ® spliiuje predpoklady Rolleovy véty. Funkce ® je spojita

na (a,b),
M eR Vz € (a,b), (3)



tzn.
O(a) = ®(b)

Podle Rolleovy véty pak plyne existence £ € (a,b) tak, ze

o'(g) =0,
tzn. podle (3) plati

Vi / _ f(b) B f(a>
0=w(g =g - 11,
tedy
b) —
i = 101

O

Poznamka 16 K pochopeni a zapamatovani této véty muze poslouZit jeji geo-
metrickd interpretace.

Véta 17 (Cauchyova, zobecnénd véta o piiristku) Necht f, g jsou funkce
(1) spojité na {(a,b), a, be R, a < b,

(II) f md na (a,b) derivaci f’,

(III) g md na (a,b) derivaci g' takovou, Ze g'(x) # 0 pro kazdé x € (a,b).
Pak ezxistuje § € (a,b) tak, Ze

f'©) _ f(b) = f(a)
g€ g —gla)

Diikaz. Kdyby g(b) = g(a), pak by z Rolleovy véty (s vyuZzitim faktu, Ze g je
spojitd na {a,b) a ma na (a,b) derivaci) plynula existence £ € (a,b) takového,
7e g'(€) = 0. To je oviem ve sporu s tietim predpokladem dokazované véty —
tedy ¢(b) — g(a) # 0. Polozime

f(b) — f(a)
g9(b) — g(a)
Podobné jako v dikazu Lagrangeovy véty ovéiime, ze ® spliiuje pfedpoklady
Rolleovy véty, tzn. ze existuje & € (a,b) tak, ze ®'(§) = 0, tj.

®(z) = f(x) — fla) - (9(x) — g(a)).

/ _ f(b) B f(a) / _
Odtud snadno dokazeme, ze véta plati. O



Véta 18 (I’Hospitalovo pravidlo) Necht a € R* a f, g maji na néjakém re-
dukovaném okoli R(a) pruni derivace, pFicemz ¢’ # 0 na R(a). Necht je navic
splnéna jedna z ndsledujicich podminek:

(I) limy—q f(x) =limy_q g(z) =0, a € R*, g(x) # 0 pro kazdé x € R(a),

(I1) limg,—4 |g(x)] = 0.

o fiz)
Existuje—li lim,_,, 7 ()

= A, pak také plati lim,_,, 1)
jednostranné limity.

9(x)

= A. Véta plati i pro

Diikaz. DokaZeme je pro piipad (I), a € R a pravostranou limitu, tzn. implikaci

!
im f,(m):A = lim @:A
i g/ (a) i gfo)
Predpokladejme, Ze plati
f'(x)

x*)I(IllJr g/(q;)
Definujeme funkce

fo = { 1 2ER@ 4[4 TR

10 T =a, T = a.

Pro pevné = € Rt (a) tyto funkce f, § spliwji piedpoklady Cauchyho véty.
Existuje tedy £(x) € (a, z) tak, ze

(@) _ fla) = fla) _ f(E) _J
(x)  g(x)—g(a)  g=) ¢

Protoze a < &(x) < z, pak také lim,_,,4 £(z) = a, a podle véty o limité slozené
funkce plati

g(x) g

/ /
lim f@) = lim f—/(ﬁ(x)) = lim f—/(x) = A.
r—a g(x) r—a g r—a g
Pro ostatni piipady viz literaturu. O

Poznamka 19 Piedchozi véta nam umozni velmi efektivné pocitat neurcité
vyrazy 0/0 nebo oo/ooc. Mame-li vypoéitat limitu lim,_., f(x)/g(z), pak staci
abychom ¢itatele a jmenovatele zderivovali a uré¢ili hodnotu limity lim,_,, f/(x)/¢'(z)
— pokud je to vhodné — derivovanim se ovSem vyraz ¢asto mnohem zjednodusi
— viz ptiklady. Opravnénost pouziti této véty je oviem nutné vzdy ovérit. Navic
si véimnéte faktu, ze pokud nebude existovat lim,_., f'(z)/¢'(x), pak tato véta
VUBEC NIC nefika o limité lim,_, f(z)/g(z). Tento fakt se vyjadiuje sym-

U'H
bolem =.

Piiklad 20 Vypoctéte
. sinx —tgx
lim ————.

x—0 {E3



Reseni. K vypoctu pouzijeme opakované I’Hospitalova pravidla — protoze po
jeho prvni aplikaci dostaneme v naSem piikladé opét neurcity vyraz.

. 1
. sinx—tgr vg . COST— 57 . cos® —1
lim ———— = lim 5 = lim 3 5
z—0 3 z—0 3z z—0 3x? cos? x
UVH .. —3cos?zsinz
= lim 5 o

z—0 6 cos® r — 62~ sinx cos x
. sinzx —3cosx 1
= lim - = ——.
z—0 x 6cosxr —bxsinx 2
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