
Matematická analýza KMI/MA1AI

6. p°edná²ka

Derivace funkce � pokra£ování

3. 11. 2008

1 Symboly o, O

De�nice 1 Pro a ∈ R∗ a f , g de�nované na R(a) pí²eme

f = o(g) pro x→ a, jestliºe lim
x→a

f(x)
g(x)

= 0,

f = O(g) pro x→ a, jestliºe (∃K > 0)(∃R(a))(∀x ∈ R(a))
(∣∣ f(x)
g(x)

∣∣ < K
)
,

f ∼ g pro x→ a, jestliºe lim
x→a

f(x)
g(x)

∈ R \ {0}.

P°íklad 2 (1) Platí x4 = o(x3) pro x→ 0, protoºe

lim
x→0

x4

x3
= lim
x→0

x = 0.

(2) Platí sinx ∼ x pro x→ 0, protoºe limx→0 sinx/x = 1 ∈ R \ {0}.

2 Diferenciál funkce

V¥ta 3 Má�li funkce f v bod¥ a ∈ R vlastní derivaci rovnu A, pak platí

f(x)− f(a)−A(x− a) = o(x− a), x→ a. (1)

Naopak, platí�li (1), pak má funkce f derivaci v bod¥ a a platí A = f ′(a).

D·kaz. Platí

f ′(a) = A ∈ R ⇐⇒ lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a

= A

A∈R⇐⇒ lim
x→a

f(x)− f(a)−A(x− a)
x− a

= 0

⇐⇒ f(x)− f(a)−A(x− a) = o(x− a) pro x→ a.

�
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De�nice 4 Diferenciálem funkce f v bod¥ a rozumíme lineární funkci df(a)(t) =
At (pro A ∈ R), pro kterou platí

f(a+ t)− f(a)− df(a)(t) = o(t) pro t→ 0.

Z p°edchozí v¥ty okamºit¥ plyne následující fakt.

V¥ta 5 Funkce f má v bod¥ a diferenciál práv¥ tehdy kdyº má v tomto bod¥
vlastní derivaci a v takovém p°ípad¥ platí A = f ′(a).

Poznámka 6 Jinak °e£eno existence diferenciálu v bod¥ a je ekvivalentní s ex-
istencí vlastní derivace. Mohlo by se tedy zdát, ºe je pojem diferenciálu zbyte£ný,
protoºe pokud existuje, pak je dán p°edpisem

df(a)(t) = f ′(a)t ∀t ∈ R.

Skute£n¥, tento pojem nám u funkce jedné prom¥nné nep°iná²í nic moc nového �
velkou d·leºitosti bude mít aº diferenciál funkce více prom¥nných. Geometrický
význam diferenciálu � viz tabuli.

3 Vlastnosti spojitých a diferencovatelných funkcí

De�nice 7 �ekneme, ºe funkce f je neklesající (rostoucí) v bod¥ a ∈ R, jestliºe
existuje Rγ(a) tak, ºe

f(x) ≤ f(a) pro x ∈ R+
γ (a) a f(x) ≥ f(a) pro x ∈ R−γ (a)

(f(x) < f(a) pro x ∈ R+
γ (a) a f(x) > f(a) pro x ∈ R−γ (a)).

�ekneme, ºe funkce f je nerostoucí (klesající) v bod¥ a ∈ R, jestliºe existuje
Rγ(a) tak, ºe

f(x) ≥ f(a) pro x ∈ R+
γ (a) a f(x) ≤ f(a) pro x ∈ R−γ (a)

(f(x) > f(a) pro x ∈ R+
γ (a) a f(x) < f(a) pro x ∈ R−γ (a)).

�ekneme, ºe funkce f má v bod¥ a ∈ R lokální maximum (minimum), jestliºe
existuje Rγ(a) tak, ºe

f(x) ≤ f(a) (f(x) ≥ f(a)) pro x ∈ Rγ(a).

�ekneme, ºe funkce f má v bod¥ a ∈ R ostré lokální maximum (minimum),
jestliºe existuje Rγ(a) tak, ºe

f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) pro x ∈ Rγ(a).

Lokální maximum a minimum souhrnn¥ nazýváme lokální extrémy. Ostré lokální
maximum a minimum souhrnn¥ nazýváme ostré lokální extrémy.
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P°íklad 8 Funkce f(x) = x2 má ostré lokální minimum v bod¥ x = 0.

V¥ta 9 Nech´ funkce f má v bod¥ a ∈ R derivaci (vlastní nebo nevlastní). Pak
(I) je�li f ′(a) > 0 (f ′(a) < 0), je funkce f v bod¥ a rostoucí (klesající),
(II) má�li f v bod¥ a lokální extrém, je f ′(a) = 0.

P°íklad 10 Funkce f(x) = x3 je v bod¥ x = 0 rostoucí, p°itom f ′(0) = 0.

Poznámka 11 Pro danou funkci f na intervalu 〈a, b〉 budeme de�novat výrazy

inf
〈a,b〉

f, sup
〈a,b〉

f, min
〈a,b〉

f, max
〈a,b〉

f.

De�nice � viz tabuli.

V¥ta 12 (o omezenosti spojité funkce na kompaktním intervalu) Kaºdá spojitá
funkce na intervalu 〈a, b〉 (a, b ∈ R, a < b)
(I) je omezená (tzn. −∞ < inf〈a,b〉 f ≤ sup〈a,b〉 f <∞),
(II) nabývá na intervalu 〈a, b〉 svého minima a maxima, tzn. existují xmin,
xmax ∈ 〈a, b〉 tak, ºe

f(xmin) = min
〈a,b〉

f, f(xmax) = max
〈a,b〉

f.

D·kaz. Provedeme pouze (I). Kdyby f nebyla na 〈a, b〉 omezená, pak bychom
na²li posloupnost {xn}∞n=1 bod· takových, ºe xn ∈ 〈a, b〉 pro kaºdé n ∈ N a

|f(xn)| ≥ n. (2)

Protoºe je {xn}∞n=1 omezená posloupnost, existuje podle Weierstrassovy v¥ty (2.
p°edná²ka) podposloupnost {xkn

}∞n=1 mající vlastní limitu x0. Protoºe a ≤ xkn
≤ b

pro kaºdé n ∈ N, z°ejm¥ x0 ∈ 〈a, b〉. Ze spojitosti funkce f plyne

lim
n→∞

f(xkn
) = f(x0).

Z p°edpokladu (2) ale plyne |f(xkn
)| ≥ kn →∞ pro n→∞, tzn.

lim
n→∞

f(xkn
) =∞.

To je ov²em spor. �
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V¥ta 13 (Rolle) Nech´ f je funkce
(I) spojitá na 〈a, b〉, a, b ∈ R, a < b,
(II) má na (a, b) derivaci f ′ (tzn. má vlastní derivaci v kaºdém bod¥ intervalu
(a, b)),
(III) f(a) = f(b).
Pak existuje ξ ∈ (a, b) tak, ºe f ′(ξ) = 0.

D·kaz. Ze spojitosti funkce f a p°edchozí v¥ty plyne existence £ísel min〈a,b〉 f a
max〈a,b〉 f . Je�li min〈a,b〉 f = max〈a,b〉 f , pak f je z°ejm¥ konstantní funkce. Pak
f ′(x) = 0 pro kaºdé x ∈ (a, b), tzn. ξ lze libovoln¥ zvolit z intervalu (a, b). Je�li
min〈a,b〉 f < max〈a,b〉 f , pak funkce f nabývá v alespo¬ jednom bod¥ ξ ∈ (a, b)
lokální extrém. Pak f ′(ξ) = 0. �

Poznámka 14 Sta£í, aby jeden z p°edpoklad· v¥ty nebyl spln¥n a tvrzení v¥ty
neplatí. Nap°íklad

• Funkce f(x) = |x|, D(f) = 〈−1, 1〉 nemá derivaci v bod¥ 0.

• Funkce

f(x) =
{
−1 pro x = −1,
x pro x ∈ (−1, 1〉,

není spojitá v bod¥ −1 zprava.

• Funkce f(x) = x, D(f) = 〈−1, 1〉 nespl¬uje podmínku (III).

V¥ta 15 (Lagrangeova, o p°ír·stku, o st°ední hodnot¥ diferenciálního po£tu)
Nech´ f je funkce
(I) spojitá na 〈a, b〉, a, b ∈ R, a < b,
(II) má na (a, b) derivaci f ′ (tzn. má vlastní derivaci v kaºdém bod¥ intervalu
(a, b)).
Pak existuje ξ ∈ (a, b) tak, ºe

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
,

tzn.
f(b) = f(a) + f ′(ξ)(b− a).

D·kaz. De�nujeme funkci

Φ(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)
b− a

(x− a).

Ov¥°íme, ºe funkce Φ spl¬uje p°edpoklady Rolleovy v¥ty. Funkce Φ je spojitá
na 〈a, b〉,

Φ′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)
b− a

∈ R ∀x ∈ (a, b), (3)
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a

Φ(a) = f(a)− f(a)− f(b)− f(a)
b− a

(a− a) = 0,

Φ(b) = f(b)− f(a)− f(b)− f(a)
b− a

(b− a) = 0,

tzn.
Φ(a) = Φ(b)

Podle Rolleovy v¥ty pak plyne existence ξ ∈ (a, b) tak, ºe

Φ′(ξ) = 0,

tzn. podle (3) platí

0 = Φ′(ξ) = f ′(ξ)− f(b)− f(a)
b− a

,

tedy

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

�

Poznámka 16 K pochopení a zapamatování této v¥ty m·ºe poslouºit její geo-
metrická interpretace.

V¥ta 17 (Cauchyova, zobecn¥ná v¥ta o p°ír·stku) Nech´ f , g jsou funkce
(I) spojité na 〈a, b〉, a, b ∈ R, a < b,
(II) f má na (a, b) derivaci f ′,
(III) g má na (a, b) derivaci g′ takovou, ºe g′(x) 6= 0 pro kaºdé x ∈ (a, b).
Pak existuje ξ ∈ (a, b) tak, ºe

f ′(ξ)
g′(ξ)

=
f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

.

D·kaz. Kdyby g(b) = g(a), pak by z Rolleovy v¥ty (s vyuºitím faktu, ºe g je
spojitá na 〈a, b〉 a má na (a, b) derivaci) plynula existence ξ̄ ∈ (a, b) takového,
ºe g′(ξ̄) = 0. To je ov²em ve sporu s t°etím p°edpokladem dokazované v¥ty �
tedy g(b)− g(a) 6= 0. Poloºíme

Φ(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

(g(x)− g(a)).

Podobn¥ jako v d·kazu Lagrangeovy v¥ty ov¥°íme, ºe Φ spl¬uje p°edpoklady
Rolleovy v¥ty, tzn. ºe existuje ξ ∈ (a, b) tak, ºe Φ′(ξ) = 0, tj.

f ′(ξ)− f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

g′(ξ) = 0.

Odtud snadno dokáºeme, ºe v¥ta platí. �
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V¥ta 18 (l'Hospitalovo pravidlo) Nech´ a ∈ R∗ a f , g mají na n¥jakém re-
dukovaném okolí R(a) první derivace, p°i£emº g′ 6= 0 na R(a). Nech´ je navíc
spln¥na jedna z následujících podmínek:
(I) limx→a f(x) = limx→a g(x) = 0, a ∈ R∗, g(x) 6= 0 pro kaºdé x ∈ R(a),
(II) limx→a |g(x)| =∞.
Existuje�li limx→a

f ′(x)
g′(x) = A, pak také platí limx→a

f(x)
g(x) = A. V¥ta platí i pro

jednostranné limity.

D·kaz. Dokáºeme je pro p°ípad (I), a ∈ R a pravostranou limitu, tzn. implikaci

lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= A ⇒ lim
x→a+

f(x)
g(x)

= A.

P°edpokládejme, ºe platí

lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= A.

De�nujeme funkce

f̃(x) =
{
f(x) x ∈ R+(a),
0 x = a,

g̃(x) =
{
g(x) x ∈ R+(a),
0 x = a.

Pro pevné x ∈ R+(a) tyto funkce f̃ , g̃ spl¬ují p°edpoklady Cauchyho v¥ty.
Existuje tedy ξ(x) ∈ (a, x) tak, ºe

f(x)
g(x)

=
f̃(x)
g̃(x)

=
f̃(x)− f̃(a)
g̃(x)− g̃(a)

=
f ′(ξ(x))
g′(ξ(x))

=
f ′

g′
(ξ(x)).

Protoºe a < ξ(x) < x, pak také limx→a+ ξ(x) = a, a podle v¥ty o limit¥ sloºené
funkce platí

lim
x→a

f(x)
g(x)

= lim
x→a

f ′

g′
(ξ(x)) = lim

x→a

f ′

g′
(x) = A.

Pro ostatní p°ípady viz literaturu. �

Poznámka 19 P°edchozí v¥ta nám umoºní velmi efektivn¥ po£ítat neur£ité
výrazy 0/0 nebo ∞/∞. Máme�li vypo£ítat limitu limx→a f(x)/g(x), pak sta£í
abychom £itatele a jmenovatele zderivovali a ur£ili hodnotu limity limx→a f

′(x)/g′(x)
� pokud je to vhodné � derivováním se ov²em výraz £asto mnohem zjednodu²í
� viz p°íklady. Oprávn¥nost pouºití této v¥ty je ov²em nutné vºdy ov¥°it. Navíc
si v²imn¥te faktu, ºe pokud nebude existovat limx→a f

′(x)/g′(x), pak tato v¥ta
V�BEC NIC ne°íká o limit¥ limx→a f(x)/g(x). Tento fakt se vyjad°uje sym-

bolem l′H= .

P°íklad 20 Vypo£t¥te

lim
x→0

sinx− tg x
x3

.
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�e²ení. K výpo£tu pouºijeme opakovan¥ l'Hospitalova pravidla � protoºe po
jeho první aplikaci dostaneme v na²em p°íklad¥ op¥t neur£itý výraz.

lim
x→0

sinx− tg x
x3

l′H= lim
x→0

cosx− 1
cos2 x

3x2
= lim
x→0

cos3−1
3x2 cos2 x

l′H= lim
x→0

−3 cos2 x sinx
6x cos2 x− 6x2 sinx cosx

= lim
x→0

sinx
x

−3 cosx
6 cosx− 6x sinx

= −1
2
.
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