Matematickd analyza KMA /MA2I
3. prednaska
Primitivni funkce

1 Definice a zakladni vlastnosti
Priiklad 1 Uvazujme nésledujici tlohu: ,Najdéte funkci F': R — R takovou, ze
F'(r) =2z VxeR.“

Kdo zné vzorce pro vypocet derivaci elementarnich funkci snadno uhodne, Ze
feSenim by mohla byt funkce

F(z)=2% z€R.

A to proto, ze (2%)" = 2x pro kazdé z € R. Neni to ale jedina takova funkce.
Snadno se lze piresvédéit o tom, Ze feSenimi jsou i funkce

Fi(z) =22 +2, Fx)=2>—1, ..., zcR,
tedy v8echny funkce ve tvaru
F(z) =24+ 0, z€eR,
kde C je libovolné realné ¢islo.

Zformulujeme tuto tlohu obecnéji: ,Je dana funkce f : R — R a interval
J C D(f). Najdéte funkei (a pokud to je mozné tak vSechny funkce) F' takovou,
pro kterou plati
F'(z) = f(z) VzeJ*

Jak jsme vidéli v pfedchozim piikladu, feSeni této tlohy nemusi byt jediné.
Dokonce tato tloha nemusi mit feSeni zadné.

Jak jste si mozna v8imli, hledani funkce F' je opaény proces k derivovani -
totiz, mame ,uhodnout® funkcei (funkci F') jejiz derivaci je zadana funkce (funkce
- ReSeni F této tlohy budeme ifkat primitivni funkce (v anglicky psané lit-
eratufe se obCas objevuje nazev ,antiderivative - Cesky ,antiderivace”, ktery je



Definice 2 Je dana funkce f : R — R ainterval J C D(f). Rekneme, ze funkce
F je primitivnd funkci k funkci f na intervalu J, jestlize

F'(z)=f(z) VzelJ

(v krajnich bodech intervalu J, které do néj patii se rozumi vyrazem F”(x) pFis-
lusna jednostranna derivace funkce F' v bodé z). Oznacujeme F(z) = [ f(z)dx
(funkci f pak fikAme integrand). Procesu hledani primitivni funkce ¥ikdme in-
tegrovdni, nebo integrace.

Okamzité z definice plyne nésledujici tvrzeni.
Véta 3 Primitivni funkce je spojitd.

Véta 4 Je-li F' primitivni funkce k funkci f na intervalu J C R, pak je F
primitiong funkci k funkci f i na kaZdém podintervalu intervalu J.

2 Existence a jednoznac¢nost primitivni funkce

Nez ptikro¢ime k popisu metod hledani primitivnich funkci, je tieba si vyjasnit
otazku existence a jednoznac¢nosti primitivnich funkeci.
Nejprve odpovime na otazku existence.

Véta 5 Je-li funkce spojitd na intervalu, pak k ni existuje primitivng funkce (na
tomto intervalu,).

Dikaz provedeme pozdéji.

Ted k jednozna¢nosti primitivni funkce. V prvnim piikladu jsme vidéli, ze
k funkci f(z) = 2z, = € R, existuje nekone¢né mnozstvi primitivnich funkci, a
to ve tvaru 22 + C, z € R, kde C € R.

Piirozené vyvstava otazka: ,Existuji k této funkci jesté néjaké dalsi primi-
tivni funkce?“ Na tuto otdzku nagtésti odpovime zaporné.

Véta 6 Necht je dina funkce f : R — R, interval J C D(f). MnoZina vSech
primitivnich funkei k funkci f na intervalu J je bud prdzdnd, nebo ve tvaru

{F(z)+C :C e R},
kde F je néjakd primitivni funkce k f na J.

Poznamka 7 Veéta 6 tedy 7ikd, Ze funkce bud na daném intervalu nema Zidnou
primitivng funkci, nebo staci nalézt jednu a vSechny ostatni lze ziskat prictenim
libovolné konstanty k této funkci.

K dikazu véty 6 budeme potiebovat dvé pomocné tvrzeni.



Lemma 8 Necht pro funkci F': R — R a interval J C D(f) plati
F'(z)=0 VzelJ.
Pak F je konstantni na intervalu J.

Dikaz.  Provedeme jej sporem. Ptedpokladejme, Ze F' neni konstantni, tzn.
existuji z1, zo € J, 21 < xg tak, ze

F(x1) # F(x2)

Z piedpokladu existence nulové derivace (takZe vlastni derivace) plyne, Ze F je
spojitd na J , tedy i na intervalu (x1,x2). Ziejmé jsou splnény predpoklady
Lagrangeovy véty. Podle ni existuje £ € (z1, z2) tak, ze

F(xs) — F(21)
T2 — X1

F'(§) =

To je spor, protoZe leva strana je rovna nule a pravé je nenulova (protoZe pied-
pokladame F(x1) # F(x3)). O

Poznamka 9 Predpoklad, Ze J je interval, je podstatny. Zkuste ukdzat, Ze bez
ného by turzend lemmatu jiZ neplatilo.

Lemma 10 Necht f : R = R, J C D(f) je interval.
(a) Je-li F primitivni funkce k funkci f na intervalu J, pak pro kazdé C € R je
funkce

F)+C, zeJ

také primitivng funkce k funkci f na intervalu J.
(b) Jsou-li Fy, Fy primitivni funkce k funkci f na intervalu J, pak funkce

-
je konstatni na J, tzn. existuje C € R tak, Ze
Fy(z)=Fi(x)+C, Vzeld
Dikaz. (a) Plati
(F(z)+C) = F'(z) = f(z), Vz€J,

tedy F(z) + C, x € J je pritimitivni k f na J.
(b) Plati

(Fi(z) = Fa(2))" = Fi(x) - Fy(x) = f(2) = f(z) =0, Vel

co% (z lemmatu 8) znamena, 7e funkce Fy — F» je konstantni na J. O

Nyni muzeme pristoupit k dukazu véty 6.



Diikaz.  Oznacme symbolem F mnozinu v8ech primitivnich funkei k funkei f
na J. Ziejmé je bud F = 0 nebo F # (). Pokud F # 0, pak existuje F' € F. Z
lemmatu 10(a) plyne, Ze

{F(z)+C:CeR}CF.

Dokazeme opa¢nou inkluzi (a tedy celkové dokdZeme rovnost t&chto mnozin).
Necht F' € F. Podle lemmatu 10(b) je F — F konstantni, tzn. existuje C € R
tak, 7Ze

F(zx)=F(z)+C, VYzel

To ale znamena, 7e F' € {F(z) + C : C € R}. Tim je opacna inkluze dokizana.
Dohromady tedy dostavame F = {F(z) + C : C € R}. O

Poznamka 11 Primitivni funkci k funkci f zna¢ime symbolem

/ f(w) da.

Vzdy je tfeba mit na paméti, Ze tim rozumime jednu z primitivnich funkci k
funkci f (na daném intervalu). Jak uZ jsme se dozvédéli (z lemmatu 10(b)),
kazdé dvé primitivni funkce k téze funkci ,se 1isi o aditivni konstantu‘.

Poznamka 12 Vzhledem k pozndmce 11, vété 6 a piikladu 1 miZeme psdat
/2xdx=x2+0, r € R,

kde C € R.

3 Primitivni funkce elementarnich funkci

Nyni si odvodime vzorce pro vypocet primitivnich funkci nékterych elemen-
tarnich funkei.

Piiklad 13 Naleznéte vSechny primitivni funkce k nulové funkci na intervalu
R.
Resend. Vime, ze
(0) =0.
Z véty 6 plyne
/ 0de=C, CeR.

Piiklad 14 Naleznéte v8echny primitivni funkce k funkci
1, zeR

na R.



Reseni. 7 tabulky derivaci elementarnich funkci snadno zjistime
(x) =1,Vx € R.

Proto podle véty 6 dostavame
/1dx=x—|—C, C eR.

Priiklad 15 Naleznéte vSechny primitivni funkce k funkci
", x €R,

na R pron € N.
Reseni. Provedeme nejprve pro n = 1. Mame tedy najit alespon jednu funkci
F pro kterou plati

F'(z) =z, VzeR.

Z tabulky derivaci elementéarnich funkci snadno zjistime, ze
(z%) =2z, VreR.

To ale jesté neni presné to, co hledame. Asi uZz sami uhadnete, Ze staci predpis
funkce 22 trochu zménit a dostavame

22\’
(2) =z, VxeR.

Proto podle véty 6 dostavame
22
/xdx:?—f—c, C eR.
Podobné pozorujeme, ze

(z"Y = (n+1)2", VereR

takze inspirovani pfedchozim piipadem snadno uhddneme, Ze

xn+l /
( +1) =za", VrxeR.
n

Podle véty 6 tedy plati

xn+1
/x”dxz +1—|—C, C eR.
n

Piiklad 16 Naleznéte v8echny primitivni funkce k funkci

%, z € (0,00)



kvde a € R.
Resend. Inspirovani pfikladem 15 snadno uhéddneme, Ze

:L,a+1 !
(a T 1) = .’Eaa

pro kazdé x > 0 (rozmyslete si pro ktera z jesté tato identita plati vzhledem k
parametru «, napf pro « = 1/3 plati pro kazdé x # 0).
Je-li a+1+#0 (tj. a # —1) muZeme psat

anrl
*dx = C, CeR
/3: T a—|—1+ ) € R,

na kazdém intervalu, ktery je podmnozinou defini¢niho oboru funkce z¢.
Podivejme se na piipad aa + 1 = 0 (tj. @ = —1). Tzn. mame najit primitivni
funkci k funkei 1/2. Jeliko? jeji definiéni obor nenf interval, musime hledat prim-
itivni funkei k této funkci zvlast na intervalu (—oo, 0) a na intervalu (0, c0). Opét
pohled do tabulky derivaci elementarnich funkci nam déava jasnou odpovéd, a
to

1
(Inz) = = Va € (0,00).

Tedy podle véty 6 mame
1
/fdlenx—i—C, C eR,
x

na intervalu (0, 00).
Ted se podivame na primitivni funkei na intervalu (—oo,0). Plati

(In(—z)) = —(-1) = %, Vi € (—00,0),

—x

tedy podle véty 6 mame
1
/dezln(—x)—FC, CeR,
na intervalu (—o0, 0).

Dohromady piSeme
/ofldlen\x|+0, C eR.

Toto ¢teme a chapeme takto: Funkce s pfedpisem In|z| + C' je primitivni k
funkci 7! na kazdém intervalu, ktery je podmnoZinou mnoziny R \ {0}.

Piiklad 17 Naleznéte vsechny primitivni funkce k funkci

a®, xR,



kde a >0 aa # 1.
Reseni. Z tabulky derivaci elementdrnich funkci snadno zjistime, Ze

(a®) =a"Ilna, VreR.

ProtoZe Ina je nenulovd konstanta, pak

T A
(“) —d®, VzeR.
Ina

Odtud a z véty 6 plyne, Ze
aw
/awdx:——i—C, C eR.
Ina

Piiklad 18 Naleznéte vsechny primitivni funkce k funkci
sinz, xe€R.
Regeni. Opét z tabulky derivaci elementdrnich funkei snadno zjistime, Ze
(cosz)' = —sinz, VzeR.

Odtud
(—cosz) = —(—sinz) =sinz, VreR,

tedy podle véty 6 plati
/sinxdx =—cosx+C, CeR.

Piiklad 19 Naleznéte v8echny primitivni funkce k funkci
cosx, x€R.
Reseni. 7 tabulky derivaci elementarnich funkci snadno vidime, ze
(sinz) =cosz, VxeR.

Podle véty 6 tedy dostavame

/cosxdac =sinz+C, CeR



Nas vysledky shrneme do tabulky:

/OdmzC,/ldazzx—FC

x(x+1
/xo‘dx: Y + C,pro a # 1,

/afldx:ln\x|+0,
afl’
/amdx:—+0,pr0a>0, a#1,
Ina

/sinxdx = —cosx + C,

/cosxdm =sinz + C,

a z tabulky derivaci elem. funkci pfimo dostavame:

1
/ 5—dz =tgzr +C,
cos? x

dz = arcsinx + C,

=
1

/md.ﬁ = arctgm—l—C’,

1
———dx = arcsinx + C,
/ V1 —z?
kde C € R.

4 Zakladni metody vypoctu

Podobné jako u pocitani derivaci si ani zde nevysta¢ime pouze s tabulkou vzorci
pro elementarni funkce. Pokuste se urcit primitivni funkce t¥eba k funkcim

z+ 1, zsinz, e** Inz, ...

Zjistite, Zze prestoze nevypadaji prilis slozité, je to uz problém. Potiebovali
bychom vzorce pro vypocet prim. funkce souc¢tu, soucinu apod. Jak uvidime,
narozdil od derivovani, nabidka nebude tak velkd. Nasledkem toho je fakt,
problém. Dokonce k nékterym jednoduchym funkcim se nam ani nepodaii nalézt
funkéni predpis primitivni funkce. Napf. funkce

efrz, r€eR
m4é podle véty 5 primitivni funkci na R, pfitom se je§té nikomu nepodafilo najit

jeji fuznk(:ni predpis. Nejde tu o néjaky uméle vykonstruovany piiklad. Funkce



Véta 20 Necht F' a G jsou primitivni funkce k funkcim f a g na intervalu
J C R. Pak funkce F + G je primitivni funkce k funkci f + g na intervalu J,
tzn.

/ f(@) % g(z) da = / f(z) do & / o) de.
Diikaz.  Plati
(F(z) £ G(z)) = F'(z) £ G'(x) = f(x) £ g(x), Vxe

O
Nasleduje véta o primitivni funkei soucinu konstanty a funkce.

Véta 21 Necht funkce F je primitivni funkce k f na intervalu J, ¢ € R Pak
funkce cF je primitivng k funkci cf na intervalu J, tzn.

/cf(x)dm:c/f(x)dx.

(cF(z)) = cF'(z) = cf(z), Vzel

Dikaz. Plati

Piiklad 22 Vypoctéte
/a:2 + 22 — 5dux.

Reseni. 7 véty 20 plyne

/x2+2x—5dx:/xde+/2mdx—/5dx.

Z véty 21 plyne, ze

/2xz2/xd:v, /5dm:5/1dx.

Z tabulky primitivnich funkci dostavame

3 2
/x2+2x—5dx:%+2%—5x.

To je ale jen jedna primitivni funkce. Z véty 6 vime, Ze v8echny primitivni
funkce k funkei 2 + 22 — 5 na R jsou ve tvaru

23
§+x2—5m+0

kde C € R.



Priiklad 23 Vypoctéte
2
/(3cosx - % —1)dz.

Reseni. Plati

x? 1 9
(3cosx—€—1)dx:3 cosxdx—g zde — | dx

1 3 3
:3sinx—g%fx+0:3sin:c—:f—5—z+c.

Nyni se podivejme na primitivni funkci soucinu. Zde jiz neplati p&kny
vzoreCek jako u derivaci. Jediné co muzeme fici je véta ,,0 integraci per partes®
- Cesky: o0 integraci po ¢astech”. Nézev plyne z toho, Ze véta nam nedéava
vysledek, ale pouze ndm umozni pievést hledani primitivni funkce souc¢inu funkci
na hledani primitivni funkce jiného souc¢inu funkci. Zalezi pak na nagich schop-
nostech a zkuSenostech, aby nam véta byla k nééemu platni

Véta 24 (integrace per partes) Necht funkce u a v maji derivace v’ a v' na
intervalu J. Necht F je primitivni funkce k funkci u'v. Pak funkce G = uv — F
je primitivng k uv’, tzn.

/u(m)v'(m) dz = u(z)v(z) — /u’(m)v(w) dz.
Diikaz. Necht F' = v/v na J. Pak
G =(w—-F) =dv+uw —F =vv+u —vv=u'
na J. Tedy G je primitivni k uv’ na J. O

Poznamka 25 Vsimnéte si, Ze dikaz véty o primitivni funkci souctu byl zalozen
na pouZziti véty o derivaci sou¢tu, dukaz véty o soucinu konstanty a funkce byl
zaloZen na pouziti véty o derivaci soucinu konstanty a funkce a konec¢né, diukaz
véty o integraci per partes byl zaloZen na pouZiti véty o derivaci soucinu.

Poznamka 26 Véta 24 se pouZziva pro vypocet primitivni funkce k funkei uov'.
Pritom se vypocet pomoci této véty pouze pievede na vypocet primitivni funkce
k funkci v'v. Je tedy jasné, Ze nasim cilem je, abychom si s

/u’vdx

jiz uméli poradit. Jak uvidite na pfikladech, zasadni dulezitost bude mit volba

funkei v a v.
/xsina:dx.

10

Piiklad 27 Vypoctéte



Reseni. Funkci 2 sina v tabulce primitivnich funkci nenajdeme, musime na to
jit jinak. Vzhledem k tomu, Ze mame vypocitat primitivni funkei k funkci ve
tvaru sou€inu, muzeme pouzit vétu 24. Nejprve je nutné zvolit vhodné funkce
u a v. Vezmeme-li

u(z) =z, v'(z) = sinwx,

pak
u(z) =1, v(z) = /sinxdx = —cosz.

7 véty 24 tedy plyne

/xsinxdx = xz(—cosx) — /1 - (—cosz)dx = fzcostr/cosxdx
= —xcosx +sinx + C.
Vgimnéte si, ze pomoci véty 24 jsme pievedli problém zintegrovani funkce
rsinz na problém zintegrovani funkce cosz, coz uz pro néds neni problém.

Nebyla to nahoda, ale pravé vhodna volba funkci u a v. Kdybychom je zvolili
nevhodné, tzn. kdybychom polozili naptiklad

u(z) =sinz, '(z) ==,

pak

LEQ

u'(z) =cosx, wv(x)= 5

a z véty 24 bychom dostali
2 2
/xsinxdx = %sinx — / % cos x dx.

Vidime, Ze situace se spiSe zkomplikovala nez zjednodusila. Proto je tak dilezité
si pfed pouzitim této véty rozmyslet (v hlaveé si jednu funkei zderivovat a druhou
zintegrovat), jak zvolit u a v. Vypocet byva zapisovan takto

. u=ux u =1
rsinxdr = , .
v =sinz v=—cosx

:x(—cosx)—/1~(—cosx)dx:—xcosx—i—/cosxdx
= —zcosz +sinz + C.

Piiklad 28 Vypoctéte:

_ r_
/xeg”d:c[u,_ﬁJJ u_i]xez/emdxxemeerC’.
vVV=e" v=e

11



v =sinx v = —cosx

= 2 =29
/xQSinxdx: [ u, v v v ] = —x2cosx+2/xcos dx

!/

U=z u =1 . .

=| . = —a?cosz + 2(xsinz — [ sinxdz)
v =cosz v=sinz

= -z cosa:—|—2xsinx—2/sinxdx

= —x“cosx +2xsinz +2cosz + C.

/lnxda:

Reseni. Funkci Inz v nasi tabulce primitivnich funkei neméme. Musime si
poradit jinak. Pouzijeme k vypoctu trik, ktery lze s Gspéchem aplikovat i na

vypocet,
/arctg xdax, / arcsinxdz, ...

Staéi si uvédomit, ze Inxz = 1 - Inx. Plati

= /:l 1
/lnxdx: [ u/ Iz =z } zﬂclnx—/fﬂndx
v =1 V=2 x

lenx—/ldaj:azlnx—x—FC.

Priiklad 29 Vypoctéte

na (0, 00).

Nyni se podivame na véty o substituci.

Nejprve zkuste uhadnout funkéni predpis funkce [~ dz. Po chvili zkousenf
vas asi napadne, Ze
(—e™™) =€, VzeR
tedy [e*dz=—-e"4+C,z€R,CeR.
Podobné plati [sin2zdx = —<32% + C, z € R, C € R, protoze

cos2x\’ —sin2z - 2 9
— = ————— =—gin2zx.
2 2

Vsimnéte si, ze pii ovéfovani jsme vyuZili vétu o derivaci slozené funkce.
Dikazy nasledujicich vét o substituci budou zaloZeny zejména na pouziti této
véty.

Véta 30 (pruni véta o substituci) Necht F je primitivni funkce k funkci f na
intervalu J. Necht ¢ : R — R md na intervalu I C R derivaci ¢’ a

p(I) C J.

12



Pak F o ¢ je primitivni k funkci (f o @) - ¢’ na I, tzn.

/ﬂwm¢@w=Fw@»
protel.

Poznamka 31 Tvrzeni je mozno formulovat bez funkce F' takto

L/ﬂﬂﬂﬂﬁﬁ”z/f@ﬁﬂpwm

kde [ f(z)dz je vlastné funkce F(z) a [ f(z)dz|,.— o(1) je funkéni hodnota
funkce F' v bod& o(t), tedy F(¢(t )) Tento druhy zapis je mozna vhodnd&jsi
pro vysvétleni vyznamu prvni véty o substituci: Chceme uréit primitivni funkci
k funkei f(e(t))¢’(t) (na intervalu I). Véta nAm umozni pievést tento problém
na nalezeni primitivni funkce k funkci f (na intervalu J) — pfitom pouziti bude
smysluplné pouze v piipadé, Ze se vypocet zjednodusi.

Nyni pfikro¢ime k dikazu véty 30.

Ditkaz.  Mame dokazat, ze F o ¢ je primitivni k (f o ¢)¢’ na I. S pouZitim
véty o derivaci slozené funkce dostavame

(Fop)(t) =F'(pt)¢'(t) = flet))¢'(t) Vtel.
O

Poznamka 32 Prakticky pouZivame vétu tak, Ze pii vypoctu primitivni funkce

/ﬂﬂMd@d

provedeme ,substituci (nahrazeni) integra¢ni proménné x proménnou ¢ pomoci

x = @(t).

Podle véty 30 pak miuzeme psét

[ et = [ 1@

Navenek to vypada, jako bychom v prvnim vyrazu zménili ¢(t) za = a ¢'(t) dt
za dz (budeme to takto i zapisovat — je to ale jen takova pomiicka pro lepsi
zapamatovani). Nasledné se ur¢i funkéni predpis [ f(z)dx a dosadi se ¢(t) za

x — viz ptiklady.
/ cos 3t dt.

13

Piiklad 33 Urcete



Reseni. Pomoci véty o substituci vypocitame

=3t 1 1
/cos3tdt [ v — 3dt ] /cosxf dx = g/cosxdx
_1
3

1
1nm+C’—§sm3t+C

Komentai: Méli jsme tedy urcit primitivni funkeci k funkci cos 3t. Tato funkce
ovSem neni v tabulce primitivnich funkci a ani neslo pouzit metody integrace
»per partes.” Ale k funkci cos x jiz primitivni funkci zname. Substituéni metoda
nam prevedla ulohu uréit [ cos3td¢ na urceni [ cosz dz.

Poznamka 34 Pomoci véty o substituci lze vypocitat naptiklad

:2 1 1 1 2
z? _ Yy x _ Y — _pY — T
t/xe dx_,[dy_2zdx}__2/; dy 2e-+C 5€ + C.

Ale tieba primitivni funkci
/ e dz

bychom jiz pomoci této véty neurcili (v integrandu chybi « — které se objevuje
ve vyrazu = dz).

Priklad 35

s B ) - o | u=sint
/COS tdtf/cos tcostdtf/(l sin®t) costdt = [ du:costdt}

3 3¢
:/(1—u2)du=u—u——|—C’:sint—SH; +C.

3
1 1 dz 1 % 1 2du
2172 71 Eera = =7/ 211
%+ 4 4 T +1 4 (5)? du = 5 4 ) v +1
1 du 1 1
ff/u2+1f§arctgu+6' 3 rctg2+C

Véta 36 (druhd véta o substituci) Necht f : R — R je definovdina na intervalu
JCR, ¢:R— R md na intervalu I derivaci ¢’, kterd je na I bud kladnd nebo
zapornd a

e(I) = J.

Je~li G primitivni k (f o ) - ¢’ na I, pak G o p~1 je primitioni k f na J, tzn.

/ f(2)dz = o~ (x)).
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Poznamka 37 Tvrzeni je mozno formulovat bez funkce G takto

/ f(@)de = / )¢ (8) Aty o1 0y

A praveé takto ji budeme pouzivat. Véta 36 nam tedy prevede tlohu nalezeni
primitivni funkce k funkci f na tlohu nalezeni primitivni funkce k funkci (f o
©)¢'. Je asi jasné, 7e funkei ¢ lze volit témé&F libovolnd (musi mit na intervalu
I kladnou nebo zipornou derivaci a ¢(I) = J), ale samoziejmé hlavné tak, aby
vypocet vzniklého

[ e o
byl jednodussi nez [ f(z)dz.

Diikaz. Nejprve provedeme pomocné tvahy. Z predpokladu, ze ¢’ je bud
kladna nebo zaporna na I plyne, Ze ¢ je rostouci nebo klesajici na I. V obou
piipadech je ryze monotonni, existuje tedy inverzni funkce o= ':J — I a

-1 !l 1 T
= Sy e

Nyni pFistupme k hlavni ¢asti dikazu. Necht G je primitivni funkce k funkci
(f o p)¢’ na intervalu I, tzn.

G'(t) = fle(t)¢' (), Vtel
Mame dokézat, ze G o p~! je primitivni k funkci f na I, tzn.
(Gop™)(x) = f(z), Vzed
S vyuzitim vySe uvedenych vztahu plati
(Gop ™) (@) = (¢ (@) (™)) (@)

— Flple™ @) (o~ () ——

m:f(x), x € J

O

Poznamka 38 Rozdil mezi pouzitim vét o substituci je nésledujici. V prvni
vété jsme jiz ,substitucni funkci“ ¢ méli ddnu ze zadéani dlohy, ale mohli jsme
substituovat téméf bezmyslenkovité. V druhé vété si mizeme funkci ¢ vymyslet
témér libovolné — musime ale ovéFit, Ze ¢’ je kladna nebo zaporna a ¢(I) = J.

Priklad 39 Urcete

/de.

Regeni. Zadani je tedy ve tvaru [ f(z)dz pro f(z) = V1 —22. V souladu se
znatenim pouzitém ve vété 36 by pak J = (—1,1) (sice D(f) = (—1, 1), ale body
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x =1, x = —1 nas nebudou zajimat — pro zdavodnéni viz dale) Nagim ukolem
ted bude najit vhodnou funkei ¢ : I — (—1,1) takovou, 7e ¢’ < 0 nebo ¢’ > 0
na I, p(I) = (—1,1) a hlavné takovou, aby primitivni funkce [ f(p(t))¢’(t)dt
sla urcit.

U tohoto piikladu je vhodné zvolit

T
t) =sint tel=——,—
o(t) = sint, € (2,2)

(nakreslete si jeji graf!!! — zvyraznéte si v obrazku intervaly I a J). Tato funkce
spliiuje predpoklady véty 36, protoze

O'(t) =cost >0, Vtel= (_W 7T>

72
(-5.5) =1

(zde je vidét, ze kdybychom hledali primitivni funkci k /1 — 22 na celém inter-
v;llu (—1,1), museli bychom vzit I = (=%, 7), coz by neslo, protoze ¢'(£m/2) =
0).

Nyni muzeme pfistoupit k samotnému vypoctu. Plati

2. v. os.
T =sint
/\/l—xde: dx = costdt :/\/1—sin2tcostdt
te(_g?%)
t = arcsinx
te(_gvf)
:/|cost|costdt: = cost >0 :/Costcostdt
= | cost| = cost
1 2t 1
Z/COSQtdtZ/J’_C%dt:5/(1+C082t)dt
1 sin 2t | dosadime t = o= (z) |
7§(t+ 2 )+C= tzn. ¢ = arcsin(x) -
arcsinz  sin(2arcsinx
5 + ( 1 )—I—C

Mohli bychom byt s vysledkem spokojeni. Pro tplnost ho upravime do
hezéiho tvaru. Plati totiz vzorec

_z @
sin2t = 2sint cost = te(‘f’z) ‘z?sint 1 —sint,

tedy

sin(2 arcsin ) = 2 sin(arcsin ) \/1 — sin?(arcsinz) = 2zy/1 — 2.

16



Celkové muzeme napsat

<1 1
/\/1—x2dx= arc;mx +§x\/1—x2—|—C’.

5 Integrace racionalnich funkci

Racionalni funkei rozumime funkci ve tvaru

P(x)

Q(z)’

kde P, @ jsou polynomy. V této kapitole se budeme bavit problémem jak urcit

[ae

To provedeme v nékolika krocich.

R(z) =

(A) Nejprve uréime primitivni funkce nékterych jednoduchych typtu racionalnich
funkei.

(I) Z¥ejme
1
/fdx:ln\xH—C’
x

(IT) Necht k € N, k # 1. Pak

/id —/ S T, SR SEY,
P B (1= k)zkt '

(1) Plati

T _ u=a24+1 1 du (1) 1 1 9
/md“f— { du — 22 dz ] —5/ = g+ C=5hE@+D)+C

(IV) Podle vzorce vime, ze

d
/Til = arctgz + C.

(V) Necht A, B € R. Pak

Az + B x dx
—de=A[| ——dz+B | ——
/x2+1 o /x2+1 T /x2+1’
coz jsou pripady (III) a (IV).
(VI) Necht k € N, k # 1. Pak

T dr — u=az2+1 1 du
(x2 + 1)k T du=22¢de | 2] Wk

17



coz je zase piipad (II).
(VII) Necht k € N, k # 1. Oznatime

dzx
he= / (@ + 1N

Pak

+a2?—a? dz B x? q
@2+ 1)F dz = (22 + 1)1 @2+ 1)k

/ r=1
/

z2+1)k’ UV = @R (etiniF

x 1 dx
ZrFT k- D)@+ DT 21— k) / (2 + 1)k1
- (1 Ton- k))lkl T2k —1)(a2 4+ 1)k

(VIII) Necht A, B € R, k € N. Pak

Az + B z dx dx
-  _—_ de=A|] ——+B | —__ =
Jwrre=a eyt wiy

coz vede opét na pfipady (III) az (VII).

(B) Nyni se podivame na hledani racionélni funkce v plné obecnosti. Necht je
déna racionalni funkce R(x) = gg; Rozlisime dva piipady:
(1) deg P > deg @,
(2) deg P < deg Q.

d (1) V tomto pifipadé lze podélit (se zbytkem) polynom P polynomem @ a
dostaneme dva polynomy P; a P takové, Ze

Py(x)
Qx)’
pficemz deg P, < deg(@. ProtoZe polynom P; snadno zintegrujeme, pievedli

jsme tento problém na pfipad (2) — viz dale.
ad (2) Z algebry mame k dispozici nasledujici vétu.

R(z) = Pi(x) +

Véta 40 Necht R(x) = P(x)/Q(x) je raciondlni funkce takovd, Ze deg P <
degQ a

T S

Q@) = [ —a)™ [[(=* + oy + 8;)"

i=1 j=1

kde a; € R proi =1,...,r, o, 5 € R pro j = 1,...,s, pricemZ polynomy
2 + a;x + B nemagi redlné koreny pro kazdé j = 1,...,s. Pak existuji ¢isla
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Aijjprog=1,....r,i=1,...,k;, Ciyj, Dy proj=1,...,s,1=1,...,1; tak,

ze
r kj
A, ix+ D,
Zzl ff—aa +ZZ x2+]ajx+g;)

j=1lm j=1m=1

(tomuto rozkladu se Fikd rozklad na parcidlni zlomky).

Poznamka 41 Presné znéni této véty nebude tieba si pamatovat. Rika zhruba
toto: ,,Kazdou racionélni funkce P(x)/Q(z), kde deg P < deg @ 1ze napsat jako
linearni kombinaci racionalnich funkci ve tvaru
1 Cx+D
(x—a;)™" (2% + oz + Bi)™

“

Coz jsou (ne nahodou) typy funkci, jejichz primitivni funkce jsme urcovali v
casti (A) — typy (I) az (VIII).

B;j a C;

ij> pak

Z této véty tedy plyne, Ze jakmile ur¢ime konstanty A,

/ dx—ZZ/ e dx+ZZ/ xZ;ijgJ)mdx

j=1m=1 j=1m=1

Budeme tedy integrovat dva typy vyrazi. Nejprve integraly

Am] . u:x_aj mj
/(x—aj)mdx_[du:dx } /*d

které vedou na specialni ptipady (I), (II).

Integraly
/ ijx + ij da
(2% + g + B;)™

si nejprve musime trochu upravit a pak dostévame jeden z pﬁpadﬁ (I11) - (VII)

/ z+1 q
2 +2x+5 o

Resend. Nejprve si upravime jmenovatel. Plati

takové tpravy.
Vypoctéte integral

2
1
952+2ac+5:a;2+230+1—1+5:(gc+1)2+4:4K9“2r ) +1}
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Mizeme tedy pocitat

/.732—|—2.13+5 € /4|:<1.+1)2 1:| z {du:édx]
+
2

_ 2u _ U (v 1 9
_/74( 2du-/u2 du " = 2ln(u +1)+C

u? +1) +1
2
1 1 1
:21n(<x; ) +1)+C:...:21n(352+2x+5)+0.

Nyni si ukdzeme piiklad, ktery se miize objevit na zkouskové pisemce.

Piiklad 42 Vypoctéte

I / rdx
) (- 1222+ 20+ 2)
Reseni. Jeho FeSeni se sklada ze dvou casti
1. rozklad na parcidlni zlomky,
2. vypocet integralt — speciélni p¥ipady (I)—(VIII).
Ad 1. Z ptedchoziho tedy plyne, Ze existuji konstanty A, B, C, D € R takové,
ze
x A L B n Czx+D
(x—1)222+2x+2) zz-1 (2—-12 2242242
Musime tyto konstanty néjakym zpisobem urcit. Tteba tak, Ze celou rovnost
vynasobime jmenovatelem zlomku nalevo a dostavame

= Az —1)(2® 4+ 22 + 2) + B(2® + 22 + 2) + (Cz + D)(xz — 1),
Roznéasobime vyrazy nalevo
r=A(x —1)(2® 4+ 22 + 2) + B(2® + 22 + 2) + (Cx + D)(x — 1)?,
jesté roznasobime
x = A(z® 4+ 2% — 2) + B(2® + 2z + 2) + (C2® 4+ D2? — 2Cx* — 2Dz + Ca + D),
vytkneme éleny
r=(A+C)2*+(A+B—-2C+ D)z* + 2B+ C —2D)x —2A +2B+ D

a porovname koeficienty polynomu na obou stranach. Dostavame tak soustavu
rovnic
A+C=0,
A+B-2C+ D=0,
2B+C —-2D =1,
—2A+2B+ D =0.
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aCZ_

S

Reseni dostavame A = -, B = %

25

7 / x 1 / 1 de + 1 / 1 q
(x—1)2(@x2+2x+2) 25) z—1 5) (x—1)2
1 / z+38
- | —————dx
25 ) 2?2 +2x+2
Ad 2. Vypocitame jednotlivé integraly — jsou to pravé speciélni piipady (I),

(I1) a (V).

dx u=x—1 du
/M_[duzdx}_ 7—1](1|u|—i—C—1n|:lc—1\—|—C’7

dx u=x—1 du 1 1
/(x—l)Q{ du = dz ]/Wu+01—x+c

a k vypoctu posledniho integralu si nejprve upravime jmenovatele

P2 42=0+22+1-14+2=(x+1)*+ 1.

Pak

/ x+8 dx—/ x+8 do — u=u=x+1 —/u+7du
2+ 2z +2 o (z+1)2+1 Tl du=dz | ) w241
U du 1 9
z/mdu+7/m:§ln(u + 1)+ Tarctgu + C

1
=3 In((z 4 1)* + 1) + Tarctg(z + 1) + C.

Celkové dostavame

1 1 1
I=—lnlz—-1]+ -

1 7
—— — —In(z® + 2z +2) — — arct 1 .
55 E1—2  Eo n(z® 4 2z + 2) 25arcg(x—|— )+ C

6 Neékteré dulezité substituce

Viz Kopacek (MA pro fyz. 1.) strana 146 — stejnojmennd kapitola. (Nebudu
vyZzadovat znalost, ale muZou se hodit v dalsim studiu).
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