
Matematická analýza KMA/MA2I

3. p°edná²ka

Primitivní funkce

1 De�nice a základní vlastnosti

P°íklad 1 Uvaºujme následující úlohu: �Najd¥te funkci F : R→ R takovou, ºe

F ′(x) = 2x ∀x ∈ R.“

Kdo zná vzorce pro výpo£et derivací elementárních funkcí snadno uhodne, ºe
°e²ením by mohla být funkce

F (x) = x2, x ∈ R.

A to proto, ºe (x2)′ = 2x pro kaºdé x ∈ R. Není to ale jediná taková funkce.
Snadno se lze p°esv¥d£it o tom, ºe °e²eními jsou i funkce

F1(x) = x2 + 2, F2(x) = x2 − 1, . . . , x ∈ R,

tedy v²echny funkce ve tvaru

F (x) = x2 + C, x ∈ R,

kde C je libovolné reálné £íslo.

Zformulujeme tuto úlohu obecn¥ji: �Je dána funkce f : R → R a interval
J ⊂ D(f). Najd¥te funkci (a pokud to je moºné tak v²echny funkce) F takovou,
pro kterou platí

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ J.“

Jak jsme vid¥li v p°edchozím p°íkladu, °e²ení této úlohy nemusí být jediné.
Dokonce tato úloha nemusí mít °e²ení ºádné.

Jak jste si moºná v²imli, hledání funkce F je opa£ný proces k derivování -
totiº, máme �uhodnout� funkci (funkci F ) jejíº derivací je zadaná funkce (funkce
f). �e²ení F této úlohy budeme °íkat primitivní funkce (v anglicky psané lit-
eratu°e se ob£as objevuje název �antiderivative� - £esky �antiderivace�, který je
moºná výstiºn¥j²í).
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De�nice 2 Je dána funkce f : R→ R a interval J ⊂ D(f). �ekneme, ºe funkce
F je primitivní funkcí k funkci f na intervalu J , jestliºe

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ J

(v krajních bodech intervalu J , které do n¥j pat°í se rozumí výrazem F ′(x) p°ís-
lu²ná jednostranná derivace funkce F v bod¥ x). Ozna£ujeme F (x) =

∫
f(x) dx

(funkci f pak °íkáme integrand). Procesu hledání primitivní funkce °íkáme in-
tegrování, nebo integrace.

Okamºit¥ z de�nice plyne následující tvrzení.

V¥ta 3 Primitivní funkce je spojitá.

V¥ta 4 Je�li F primitivní funkce k funkci f na intervalu J ⊂ R, pak je F
primitivní funkcí k funkci f i na kaºdém podintervalu intervalu J .

2 Existence a jednozna£nost primitivní funkce

Neº p°ikro£íme k popisu metod hledání primitivních funkcí, je t°eba si vyjasnit
otázku existence a jednozna£nosti primitivních funkcí.

Nejprve odpovíme na otázku existence.

V¥ta 5 Je�li funkce spojitá na intervalu, pak k ní existuje primitivní funkce (na
tomto intervalu).

D·kaz provedeme pozd¥ji.

Te¤ k jednozna£nosti primitivní funkce. V prvním p°íkladu jsme vid¥li, ºe
k funkci f(x) = 2x, x ∈ R, existuje nekone£né mnoºství primitivních funkcí, a
to ve tvaru x2 + C, x ∈ R, kde C ∈ R.

P°irozen¥ vyvstává otázka: �Existují k této funkci je²t¥ n¥jaké dal²í primi-
tivní funkce? � Na tuto otázku na²t¥stí odpovíme záporn¥.

V¥ta 6 Nech´ je dána funkce f : R → R, interval J ⊂ D(f). Mnoºina v²ech
primitivních funkcí k funkci f na intervalu J je bu¤ prázdná, nebo ve tvaru

{F (x) + C : C ∈ R},

kde F je n¥jaká primitivní funkce k f na J .

Poznámka 7 V¥ta 6 tedy °íká, ºe funkce bu¤ na daném intervalu nema ºádnou
primitivní funkci, nebo sta£í nalézt jednu a v²echny ostatní lze získat p°i£tením
libovolné konstanty k této funkci.

K d·kazu v¥ty 6 budeme pot°ebovat dv¥ pomocná tvrzení.
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Lemma 8 Nech´ pro funkci F : R→ R a interval J ⊂ D(f) platí

F ′(x) = 0 ∀x ∈ J.

Pak F je konstantní na intervalu J .

D·kaz. Provedeme jej sporem. P°edpokládejme, ºe F není konstantní, tzn.
existují x1, x2 ∈ J , x1 < x2 tak, ºe

F (x1) 6= F (x2)

Z p°edpokladu existence nulové derivace (takºe vlastní derivace) plyne, ºe F je
spojitá na J , tedy i na intervalu 〈x1, x2〉. Z°ejm¥ jsou spln¥ny p°edpoklady
Lagrangeovy v¥ty. Podle ní existuje ξ ∈ (x1, x2) tak, ºe

F ′(ξ) =
F (x2)− F (x1)

x2 − x1

To je spor, protoºe levá strana je rovna nule a pravá je nenulová (protoºe p°ed-
pokládáme F (x1) 6= F (x2)). �

Poznámka 9 P°edpoklad, ºe J je interval, je podstatný. Zkuste ukázat, ºe bez
n¥ho by tvrzení lemmatu jiº neplatilo.

Lemma 10 Nech´ f : R→ R, J ⊂ D(f) je interval.
(a) Je�li F primitivní funkce k funkci f na intervalu J , pak pro kaºdé C ∈ R je
funkce

F (x) + C, x ∈ J

také primitivní funkce k funkci f na intervalu J .
(b) Jsou�li F1, F2 primitivní funkce k funkci f na intervalu J , pak funkce

F2 − F1

je konstatní na J , tzn. existuje C ∈ R tak, ºe

F2(x) = F1(x) + C, ∀x ∈ J.

D·kaz. (a) Platí

(F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x), ∀x ∈ J,

tedy F (x) + C, x ∈ J je pritimitivní k f na J .
(b) Platí

(F1(x)− F2(x))
′ = F ′1(x)− F ′2(x) = f(x)− f(x) = 0, ∀x ∈ J,

coº (z lemmatu 8) znamená, ºe funkce F1 − F2 je konstantní na J . �

Nyní m·ºeme p°istoupit k d·kazu v¥ty 6.
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D·kaz. Ozna£me symbolem F mnoºinu v²ech primitivních funkcí k funkci f
na J . Z°ejm¥ je bu¤ F = ∅ nebo F 6= ∅. Pokud F 6= ∅, pak existuje F ∈ F . Z
lemmatu 10(a) plyne, ºe

{F (x) + C : C ∈ R} ⊂ F .

Dokáºeme opa£nou inkluzi (a tedy celkov¥ dokáºeme rovnost t¥chto mnoºin).
Nech´ F̃ ∈ F . Podle lemmatu 10(b) je F̃ − F konstantní, tzn. existuje C ∈ R
tak, ºe

F̃ (x) = F (x) + C, ∀x ∈ J.

To ale znamená, ºe F̃ ∈ {F (x) + C : C ∈ R}. Tím je opa£ná inkluze dokázána.
Dohromady tedy dostáváme F = {F (x) + C : C ∈ R}. �

Poznámka 11 Primitivní funkci k funkci f zna£íme symbolem∫
f(x) dx.

Vºdy je t°eba mít na pam¥ti, ºe tím rozumíme jednu z primitivních funkcí k
funkci f (na daném intervalu). Jak uº jsme se dozv¥d¥li (z lemmatu 10(b)),
kaºdé dv¥ primitivní funkce k téºe funkci �se li²í o aditivní konstantu�.

Poznámka 12 Vzhledem k poznámce 11, v¥t¥ 6 a p°íkladu 1 m·ºeme psát∫
2xdx = x2 + C, x ∈ R,

kde C ∈ R.

3 Primitivní funkce elementárních funkcí

Nyní si odvodíme vzorce pro výpo£et primitivních funkcí n¥kterých elemen-
tárních funkcí.

P°íklad 13 Nalezn¥te v²echny primitivní funkce k nulové funkci na intervalu
R.
�e²ení. Víme, ºe

(0)′ = 0.

Z v¥ty 6 plyne ∫
0 dx = C, C ∈ R.

P°íklad 14 Nalezn¥te v²echny primitivní funkce k funkci

1, x ∈ R

na R.
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�e²ení. Z tabulky derivací elementárních funkcí snadno zjistíme

(x)′ = 1,∀x ∈ R.

Proto podle v¥ty 6 dostáváme∫
1 dx = x+ C, C ∈ R.

P°íklad 15 Nalezn¥te v²echny primitivní funkce k funkci

xn, x ∈ R,

na R pro n ∈ N.
�e²ení. Provedeme nejprve pro n = 1. Máme tedy najít alespo¬ jednu funkci
F pro kterou platí

F ′(x) = x, ∀x ∈ R.

Z tabulky derivací elementárních funkcí snadno zjistíme, ºe

(x2)′ = 2x, ∀x ∈ R.

To ale je²t¥ není p°esn¥ to, co hledáme. Asi uº sami uhádnete, ºe sta£í p°edpis
funkce x2 trochu zm¥nit a dostáváme(

x2

2

)′
= x, ∀x ∈ R.

Proto podle v¥ty 6 dostáváme∫
xdx =

x2

2
+ C, C ∈ R.

Podobn¥ pozorujeme, ºe

(xn+1)′ = (n+ 1)xn, ∀x ∈ R

takºe inspirování p°edchozím p°ípadem snadno uhádneme, ºe(
xn+1

n+ 1

)′
= xn, ∀x ∈ R.

Podle v¥ty 6 tedy platí ∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ C, C ∈ R.

P°íklad 16 Nalezn¥te v²echny primitivní funkce k funkci

xα, x ∈ (0,∞)
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kde α ∈ R.
�e²ení. Inspirování p°íkladem 15 snadno uhádneme, ºe(

xα+1

α+ 1

)′
= xα,

pro kaºdé x > 0 (rozmyslete si pro která x je²t¥ tato identita platí vzhledem k
parametru α, nap° pro α = 1/3 platí pro kaºdé x 6= 0).
Je�li α+ 1 6= 0 (tj. α 6= −1) m·ºeme psát∫

xα dx =
xα+1

α+ 1
+ C, C ∈ R,

na kaºdém intervalu, který je podmnoºinou de�ni£ního oboru funkce xα.
Podívejme se na p°ípad α + 1 = 0 (tj. α = −1). Tzn. máme najít primitivní
funkci k funkci 1/x. Jelikoº její de�ni£ní obor není interval, musíme hledat prim-
itivní funkci k této funkci zvlá²´ na intervalu (−∞, 0) a na intervalu (0,∞). Op¥t
pohled do tabulky derivací elementárních funkcí nám dává jasnou odpov¥¤, a
to

(lnx)′ =
1

x
, ∀x ∈ (0,∞).

Tedy podle v¥ty 6 máme∫
1

x
dx = lnx+ C, C ∈ R,

na intervalu (0,∞).
Te¤ se podíváme na primitivní funkci na intervalu (−∞, 0). Platí

(ln(−x))′ = 1

−x
(−1) = 1

x
, ∀x ∈ (−∞, 0),

tedy podle v¥ty 6 máme∫
1

x
dx = ln(−x) + C, C ∈ R,

na intervalu (−∞, 0).

Dohromady pí²eme ∫
x−1 dx = ln |x|+ C, C ∈ R.

Toto £teme a chápeme takto: Funkce s p°edpisem ln |x| + C je primitivní k
funkci x−1 na kaºdém intervalu, který je podmnoºinou mnoºiny R \ {0}.

P°íklad 17 Nalezn¥te v²echny primitivní funkce k funkci

ax, x ∈ R,
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kde a > 0 a a 6= 1.
�e²ení. Z tabulky derivací elementárních funkcí snadno zjistíme, ºe

(ax)′ = ax ln a, ∀x ∈ R.

Protoºe ln a je nenulová konstanta, pak(
ax

ln a

)′
= ax, ∀x ∈ R.

Odtud a z v¥ty 6 plyne, ºe∫
ax dx =

ax

ln a
+ C, C ∈ R.

P°íklad 18 Nalezn¥te v²echny primitivní funkce k funkci

sinx, x ∈ R.

�e²ení. Op¥t z tabulky derivací elementárních funkcí snadno zjistíme, ºe

(cosx)′ = − sinx, ∀x ∈ R.

Odtud
(− cosx)′ = −(− sinx) = sinx, ∀x ∈ R,

tedy podle v¥ty 6 platí∫
sinx dx = − cosx+ C, C ∈ R.

P°íklad 19 Nalezn¥te v²echny primitivní funkce k funkci

cosx, x ∈ R.

�e²ení. Z tabulky derivací elementárních funkcí snadno vidíme, ºe

(sinx)′ = cosx, ∀x ∈ R.

Podle v¥ty 6 tedy dostáváme∫
cosx dx = sinx+ C, C ∈ R.
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Na² výsledky shrneme do tabulky:∫
0 dx = C,

∫
1 dx = x+ C∫

xα dx =
xα+1

α+ 1
+ C,pro α 6= 1,∫

x−1 dx = ln |x|+ C,∫
ax dx =

ax

ln a
+ C, pro a > 0, a 6= 1,∫

sinxdx = − cosx+ C,∫
cosxdx = sinx+ C,

a z tabulky derivací elem. funkcí p°ímo dostáváme:∫
1

cos2 x
dx = tg x+ C,∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C,∫
1

x2 + 1
dx = arctg x+ C,∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C,

. . .

kde C ∈ R.

4 Základní metody výpo£tu

Podobn¥ jako u po£ítání derivací si ani zde nevysta£íme pouze s tabulkou vzorc·
pro elementární funkce. Pokuste se ur£it primitivní funkce t°eba k funkcím

x+ 1, x sinx, e2x, lnx, . . .

Zjistíte, ºe p°estoºe nevypadají p°íli² sloºit¥, je to uº problém. Pot°ebovali
bychom vzorce pro výpo£et prim. funkce sou£tu, sou£inu apod. Jak uvidíme,
narozdíl od derivování, nabídka nebude tak velká. Následkem toho je fakt,
ºe hledání primitivní funkce je narozdíl od derivování o n¥kolik °ád· sloºit¥j²í
problém. Dokonce k n¥kterým jednoduchým funkcím se nám ani nepoda°í nalézt
funk£ní p°edpis primitivní funkce. Nap°. funkce

e−x
2

, x ∈ R

má podle v¥ty 5 primitivní funkci na R, p°itom se je²t¥ nikomu nepoda°ilo najít
její funk£ní p°edpis. Nejde tu o n¥jaký um¥le vykonstruovaný p°íklad. Funkce∫
e−x

2

dx je jednou z nejd·leºit¥j²ích funkcí ve statistice.

8



V¥ta 20 Nech´ F a G jsou primitivní funkce k funkcím f a g na intervalu
J ⊂ R. Pak funkce F ± G je primitivní funkce k funkci f ± g na intervalu J ,
tzn. ∫

f(x)± g(x) dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx.

D·kaz. Platí

(F (x)±G(x))′ = F ′(x)±G′(x) = f(x)± g(x), ∀x ∈ J.

�
Následuje v¥ta o primitivní funkci sou£inu konstanty a funkce.

V¥ta 21 Nech´ funkce F je primitivní funkce k f na intervalu J , c ∈ R Pak
funkce cF je primitivní k funkci cf na intervalu J , tzn.∫

cf(x) dx = c

∫
f(x) dx.

D·kaz. Platí
(cF (x))′ = cF ′(x) = cf(x), ∀x ∈ J.

�

P°íklad 22 Vypo£t¥te ∫
x2 + 2x− 5 dx.

�e²ení. Z v¥ty 20 plyne∫
x2 + 2x− 5 dx =

∫
x2 dx+

∫
2xdx−

∫
5 dx.

Z v¥ty 21 plyne, ºe ∫
2x = 2

∫
xdx,

∫
5 dx = 5

∫
1 dx.

Z tabulky primitivních funkcí dostáváme∫
x2 + 2x− 5 dx =

x3

3
+ 2

x2

2
− 5x.

To je ale jen jedna primitivní funkce. Z v¥ty 6 víme, ºe v²echny primitivní
funkce k funkci x2 + 2x− 5 na R jsou ve tvaru

x3

3
+ x2 − 5x+ C

kde C ∈ R.
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P°íklad 23 Vypo£t¥te ∫
(3 cosx− x2

5
− 1) dx.

�e²ení. Platí∫
(3 cosx− x2

5
− 1) dx = 3

∫
cosxdx− 1

5

∫
x2 dx−

∫
dx

= 3 sinx− 1

5

x3

3
− x+ C = 3 sinx− x3

15
− x+ C.

Nyní se podívejme na primitivní funkci sou£inu. Zde jiº neplatí p¥kný
vzore£ek jako u derivací. Jediné co m·ºeme °íci je v¥ta �o integraci per partes�
- £esky: �o integraci po £ástech�. Název plyne z toho, ºe v¥ta nám nedává
výsledek, ale pouze nám umoºní p°evést hledání primitivní funkce sou£inu funkcí
na hledání primitivní funkce jiného sou£inu funkcí. Záleºí pak na na²ich schop-
nostech a zku²enostech, aby nám v¥ta byla k n¥£emu platná

V¥ta 24 (integrace per partes) Nech´ funkce u a v mají derivace u′ a v′ na
intervalu J . Nech´ F je primitivní funkce k funkci u′v. Pak funkce G = uv−F
je primitivní k uv′, tzn.∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x) dx.

D·kaz. Nech´ F ′ = u′v na J . Pak

G′ = (uv − F )′ = u′v + uv′ − F ′ = u′v + uv′ − u′v = uv′

na J . Tedy G je primitivní k uv′ na J . �

Poznámka 25 V²imn¥te si, ºe d·kaz v¥ty o primitivní funkci sou£tu byl zaloºen
na pouºití v¥ty o derivaci sou£tu, d·kaz v¥ty o sou£inu konstanty a funkce byl
zaloºen na pouºití v¥ty o derivaci sou£inu konstanty a funkce a kone£n¥, d·kaz
v¥ty o integraci per partes byl zaloºen na pouºití v¥ty o derivaci sou£inu.

Poznámka 26 V¥ta 24 se pouºívá pro výpo£et primitivní funkce k funkci uv′.
P°itom se výpo£et pomocí této v¥ty pouze p°evede na výpo£et primitivní funkce
k funkci u′v. Je tedy jasné, ºe na²ím cílem je, abychom si s∫

u′v dx

jiº um¥li poradit. Jak uvidíte na p°íkladech, zásadní d·leºitost bude mít volba
funkcí u a v.

P°íklad 27 Vypo£t¥te ∫
x sinx dx.
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�e²ení. Funkci x sinx v tabulce primitivních funkcí nenajdeme, musíme na to
jít jinak. Vzhledem k tomu, ºe máme vypo£ítat primitivní funkci k funkci ve
tvaru sou£inu, m·ºeme pouºít v¥tu 24. Nejprve je nutné zvolit vhodn¥ funkce
u a v. Vezmeme�li

u(x) = x, v′(x) = sinx,

pak

u′(x) = 1, v(x) =

∫
sinx dx = − cosx.

Z v¥ty 24 tedy plyne∫
x sinxdx = x(− cosx)−

∫
1 · (− cosx) dx = −x cosx+

∫
cosxdx

= −x cosx+ sinx+ C.

V²imn¥te si, ºe pomocí v¥ty 24 jsme p°evedli problém zintegrování funkce
x sinx na problém zintegrování funkce cosx, coº uº pro nás není problém.
Nebyla to náhoda, ale práv¥ vhodná volba funkcí u a v. Kdybychom je zvolili
nevhodn¥, tzn. kdybychom poloºili nap°íklad

u(x) = sinx, v′(x) = x,

pak

u′(x) = cosx, v(x) =
x2

2

a z v¥ty 24 bychom dostali∫
x sinxdx =

x2

2
sinx−

∫
x2

2
cosxdx.

Vidíme, ºe situace se spí²e zkomplikovala neº zjednodu²ila. Proto je tak d·leºité
si p°ed pouºitím této v¥ty rozmyslet (v hlav¥ si jednu funkci zderivovat a druhou
zintegrovat), jak zvolit u a v. Výpo£et bývá zapisován takto∫

x sinxdx =

[
u = x u′ = 1
v′ = sinx v = − cosx

]
= x(− cosx)−

∫
1 · (− cosx) dx = −x cosx+

∫
cosx dx

= −x cosx+ sinx+ C.

P°íklad 28 Vypo£t¥te:∫
xex dx =

[
u = x u′ = 1
v′ = ex v = ex

]
= xex −

∫
ex dx = xex − ex + C.
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∫
x2 sinxdx =

[
u = x2 u′ = 2x
v′ = sinx v = − cosx

]
= −x2 cosx+ 2

∫
x cos dx

=

[
u = x u′ = 1
v′ = cosx v = sinx

]
= −x2 cosx+ 2(x sinx−

∫
sinxdx)

= −x2 cosx+ 2x sinx− 2

∫
sinxdx

= −x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx+ C.

P°íklad 29 Vypo£t¥te ∫
lnxdx

na (0,∞).

�e²ení. Funkci lnx v na²í tabulce primitivních funkcí nemáme. Musíme si
poradit jinak. Pouºijeme k výpo£tu trik, který lze s úsp¥chem aplikovat i na
výpo£et ∫

arctg xdx,

∫
arcsinxdx, . . .

Sta£í si uv¥domit, ºe lnx = 1 · lnx. Platí∫
lnx dx =

[
u = lnx u′ = 1

x
v′ = 1 v = x

]
= x lnx−

∫
1

x
· xdx

= x lnx−
∫

1 dx = x lnx− x+ C.

Nyní se podíváme na v¥ty o substituci.

Nejprve zkuste uhádnout funk£ní p°edpis funkce
∫
e−x dx. Po chvíli zkou²ení

vás asi napadne, ºe
(−e−x)′ = e−x, ∀x ∈ R

tedy
∫
e−x dx = −e−x + C, x ∈ R, C ∈ R.

Podobn¥ platí
∫
sin 2xdx = − cos 2x

2 + C, x ∈ R, C ∈ R, protoºe(
−cos 2x

2

)′
= −− sin 2x · 2

2
= sin 2x.

V²imn¥te si, ºe p°i ov¥°ování jsme vyuºili v¥tu o derivaci sloºené funkce.
D·kazy následujících v¥t o substituci budou zaloºeny zejména na pouºití této
v¥ty.

V¥ta 30 (první v¥ta o substituci) Nech´ F je primitivní funkce k funkci f na
intervalu J . Nech´ ϕ : R→ R má na intervalu I ⊂ R derivaci ϕ′ a

ϕ(I) ⊂ J.

12



Pak F ◦ ϕ je primitivní k funkci (f ◦ ϕ) · ϕ′ na I, tzn.∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)).

pro t ∈ I.

Poznámka 31 Tvrzení je moºno formulovat bez funkce F takto∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫
f(x) dx|x=ϕ(t),

kde
∫
f(x) dx je vlastn¥ funkce F (x) a

∫
f(x) dx|x=ϕ(t) je funk£ní hodnota

funkce F v bod¥ ϕ(t), tedy F (ϕ(t)). Tento druhý zápis je moºná vhodn¥j²í
pro vysv¥tlení významu první v¥ty o substituci: Chceme ur£it primitivní funkci
k funkci f(ϕ(t))ϕ′(t) (na intervalu I). V¥ta nám umoºní p°evést tento problém
na nalezení primitivní funkce k funkci f (na intervalu J) � p°itom pouºití bude
smysluplné pouze v p°ípad¥, ºe se výpo£et zjednodu²í.

Nyní p°ikro£íme k d·kazu v¥ty 30.

D·kaz. Máme dokázat, ºe F ◦ ϕ je primitivní k (f ◦ ϕ)ϕ′ na I. S pouºitím
v¥ty o derivaci sloºené funkce dostáváme

(F ◦ ϕ)′(t) = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) ∀t ∈ I.

�

Poznámka 32 Prakticky pouºíváme v¥tu tak, ºe p°i výpo£tu primitivní funkce∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

provedeme �substituci� (nahrazení) integra£ní prom¥nné x prom¥nnou t pomocí

x = ϕ(t).

Podle v¥ty 30 pak m·ºeme psát∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

∫
f(x) dx.

Navenek to vypadá, jako bychom v prvním výrazu zm¥nili ϕ(t) za x a ϕ′(t) dt
za dx (budeme to takto i zapisovat � je to ale jen taková pom·cka pro lep²í
zapamatování). Následn¥ se ur£í funk£ní p°edpis

∫
f(x) dx a dosadí se ϕ(t) za

x � viz p°íklady.

P°íklad 33 Ur£ete ∫
cos 3tdt.

13



�e²ení. Pomocí v¥ty o substituci vypo£ítáme

∫
cos 3tdt =

[
x = 3t
dx = 3dt

]
=

∫
cosx

1

3
· dx =

1

3

∫
cosx dx

=
1

3
sinx+ C =

1

3
sin 3t+ C.

Komentá°: M¥li jsme tedy ur£it primitivní funkci k funkci cos 3t. Tato funkce
ov²em není v tabulce primitivních funkcí a ani ne²lo pouºít metody integrace
�per partes.� Ale k funkci cosx jiº primitivní funkci známe. Substitu£ní metoda
nám p°evedla úlohu ur£it

∫
cos 3tdt na ur£ení

∫
cosx dx.

Poznámka 34 Pomocí v¥ty o substituci lze vypo£ítat nap°íklad∫
xex

2

dx =

[
y = x2

dy = 2xdx

]
=

1

2

∫
ey dy =

1

2
ey + C =

1

2
ex

2

+ C.

Ale t°eba primitivní funkci ∫
e−x

2

dx

bychom jiº pomocí této v¥ty neur£ili (v integrandu chybí x � které se objevuje
ve výrazu x dx).

P°íklad 35∫
cos3 tdt =

∫
cos2 t cos tdt =

∫
(1− sin2 t) cos tdt =

[
u = sin t
du = cos tdt

]
=

∫
(1− u2) du = u− u3

3
+ C = sin t− sin3 t

3
+ C.

∫
1

x2 + 4
dx =

1

4

∫
dx

x2

4 + 1
=

1

4

∫
dx

(x2 )
2 + 1

=

[
u = x

2
du = 1

2 dx

]
=

1

4

∫
2 du

u2 + 1

=
1

2

∫
du

u2 + 1
=

1

2
arctg u+ C =

1

2
arctg

x

2
+ C.

V¥ta 36 (druhá v¥ta o substituci) Nech´ f : R→ R je de�nována na intervalu
J ⊂ R, ϕ : R→ R má na intervalu I derivaci ϕ′, která je na I bu¤ kladná nebo
záporná a

ϕ(I) = J.

Je�li G primitivní k (f ◦ ϕ) · ϕ′ na I, pak G ◦ ϕ−1 je primitivní k f na J , tzn.∫
f(x) dx = G(ϕ−1(x)).
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Poznámka 37 Tvrzení je moºno formulovat bez funkce G takto∫
f(x) dx =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt|t=ϕ−1(x).

A práv¥ takto ji budeme pouºívat. V¥ta 36 nám tedy p°evede úlohu nalezení
primitivní funkce k funkci f na úlohu nalezení primitivní funkce k funkci (f ◦
ϕ)ϕ′. Je asi jasné, ºe funkci ϕ lze volit tém¥° libovoln¥ (musí mít na intervalu
I kladnou nebo zápornou derivaci a ϕ(I) = J), ale samoz°ejm¥ hlavn¥ tak, aby
výpo£et vzniklého ∫

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

byl jednodu²²í neº
∫
f(x) dx.

D·kaz. Nejprve provedeme pomocné úvahy. Z p°edpokladu, ºe ϕ′ je bu¤
kladná nebo záporná na I plyne, ºe ϕ je rostoucí nebo klesající na I. V obou
p°ípadech je ryze monotonní, existuje tedy inverzní funkce ϕ−1 : J → I a

(ϕ−1(x))′ =
1

ϕ′(ϕ−1(x))
, ∀x ∈ J.

Nyní p°istupme k hlavní £ásti d·kazu. Nech´ G je primitivní funkce k funkci
(f ◦ ϕ)ϕ′ na intervalu I, tzn.

G′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t), ∀t ∈ I.

Máme dokázat, ºe G ◦ ϕ−1 je primitivní k funkci f na I, tzn.

(G ◦ ϕ−1)′(x) = f(x), ∀x ∈ J.

S vyuºitím vý²e uvedených vztah· platí

(G ◦ ϕ−1)′(x) = G′(ϕ−1(x))(ϕ−1)′(x)

= f(ϕ(ϕ−1(x)))ϕ′(ϕ−1(x))
1

ϕ′(ϕ−1(x))
= f(x), x ∈ J.

�

Poznámka 38 Rozdíl mezi pouºitím v¥t o substituci je následující. V první
v¥t¥ jsme jiº �substitu£ní funkci� ϕ m¥li dánu ze zadání úlohy, ale mohli jsme
substituovat tém¥° bezmy²lenkovit¥. V druhé v¥t¥ si m·ºeme funkci ϕ vymyslet
tém¥° libovoln¥ � musíme ale ov¥°it, ºe ϕ′ je kladná nebo záporná a ϕ(I) = J .

P°íklad 39 Ur£ete ∫ √
1− x2 dx.

�e²ení. Zadání je tedy ve tvaru
∫
f(x) dx pro f(x) =

√
1− x2. V souladu se

zna£ením pouºitém ve v¥t¥ 36 by pak J = (−1, 1) (sice D(f) = 〈−1, 1〉, ale body
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x = 1, x = −1 nás nebudou zajímat � pro zd·vodn¥ní viz dále) Na²ím úkolem
te¤ bude najít vhodnou funkci ϕ : I → (−1, 1) takovou, ºe ϕ′ < 0 nebo ϕ′ > 0
na I, ϕ(I) = (−1, 1) a hlavn¥ takovou, aby primitivní funkce

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

²la ur£it.

U tohoto p°íkladu je vhodné zvolit

ϕ(t) = sin t, t ∈ I =

(
−π
2
,
π

2

)
(nakreslete si její graf!!! � zvýrazn¥te si v obrázku intervaly I a J). Tato funkce
spl¬uje p°edpoklady v¥ty 36, protoºe

ϕ′(t) = cos t > 0, ∀t ∈ I =

(
−π
2
,
π

2

)
a

ϕ(

(
−π
2
,
π

2

)
) = (−1, 1)

(zde je vid¥t, ºe kdybychom hledali primitivní funkci k
√
1− x2 na celém inter-

valu 〈−1, 1〉, museli bychom vzít I = 〈−π2 ,
π
2 〉, coº by ne²lo, protoºe ϕ′(±π/2) =

0).
Nyní m·ºeme p°istoupit k samotnému výpo£tu. Platí

∫ √
1− x2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2. v. o s.
x = sin t
dx = cos tdt
t ∈ (−π2 ,

π
2 )

t = arcsinx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ √
1− sin2 t cos tdt

=

∫
| cos t| cos tdt =

∣∣∣∣∣∣
t ∈ (−π2 ,

π
2 )

⇒ cos t > 0
⇒ | cos t| = cos t

∣∣∣∣∣∣ =
∫

cos t cos tdt

=

∫
cos2 tdt =

∫
1 + cos 2t

2
dt =

1

2

∫
(1 + cos 2t) dt

=
1

2
(t+

sin 2t

2
) + C =

∣∣∣∣ dosadíme t = ϕ−1(x)
tzn. t = arcsin(x)

∣∣∣∣ =
arcsinx

2
+

sin(2 arcsinx)

4
+ C

Mohli bychom být s výsledkem spokojeni. Pro úplnost ho upravíme do
hez£ího tvaru. Platí totiº vzorec

sin 2t = 2 sin t cos t =

∣∣∣∣ t ∈ (−π2 ,
π
2 )

⇒ cos t > 0

∣∣∣∣ = 2 sin t
√

1− sin2 t,

tedy

sin(2 arcsinx) = 2 sin(arcsinx)

√
1− sin2(arcsinx) = 2x

√
1− x2.
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Celkov¥ m·ºeme napsat∫ √
1− x2 dx =

arcsinx

2
+

1

2
x
√
1− x2 + C.

5 Integrace racionálních funkcí

Racionální funkcí rozumíme funkci ve tvaru

R(x) =
P (x)

Q(x)
,

kde P , Q jsou polynomy. V této kapitole se budeme bavit problémem jak ur£it∫
P (x)

Q(x)
dx.

To provedeme v n¥kolika krocích.

(A) Nejprve ur£íme primitivní funkce n¥kterých jednoduchých typ· racionálních
funkcí.

(I) Z°ejm¥ ∫
1

x
dx = ln |x|+ C

(II) Nech´ k ∈ N, k 6= 1. Pak∫
1

xk
dx =

∫
x−k dx =

x1−k

1− k
+ C =

1

(1− k)xk−1
+ C.

(III) Platí∫
x

x2 + 1
dx =

[
u = x2 + 1
du = 2xdx

]
=

1

2

∫
du

u

(I)
=

1

2
ln |u|+ C =

1

2
ln(x2 + 1) + C.

(IV) Podle vzorce víme, ºe ∫
dx

x2 + 1
= arctg x+ C.

(V) Nech´ A, B ∈ R. Pak∫
Ax+B

x2 + 1
dx = A

∫
x

x2 + 1
dx+B

∫
dx

x2 + 1
,

coº jsou p°ípady (III) a (IV).
(VI) Nech´ k ∈ N, k 6= 1. Pak∫

x

(x2 + 1)k
dx =

[
u = x2 + 1
du = 2xdx

]
=

1

2

∫
du

uk
,
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coº je zase p°ípad (II).
(VII) Nech´ k ∈ N, k 6= 1. Ozna£íme

Ik =

∫
dx

(x2 + 1)k
.

Pak

Ik =

∫
1 + x2 − x2

(x2 + 1)k
dx =

∫
dx

(x2 + 1)k−1
−
∫

x2

(x2 + 1)k
dx

=

[
u = x u′ = 1

v′ = x
(x2+1)k

, v
(V I)
= 1

2(1−k)(x2+1)1−k

]

=

∫
dx

(x2 + 1)k−1
− x

2(k − 1)(x2 + 1)k−1
+

1

2(1− k)

∫
dx

(x2 + 1)k−1

=

(
1 +

1

2(1− k)

)
Ik−1 −

x

2(k − 1)(x2 + 1)k−1
.

(VIII) Nech´ A, B ∈ R, k ∈ N. Pak∫
Ax+B

(x2 + 1)k
dx = A

∫
x dx

(x2 + 1)k
+B

∫
dx

(x2 + 1)k
= . . .

coº vede op¥t na p°ípady (III) aº (VII).

(B) Nyní se podíváme na hledání racionální funkce v plné obecnosti. Nech´ je
dána racionální funkce R(x) = P (x)

Q(x) . Rozli²íme dva p°ípady:
(1) degP ≥ degQ,
(2) degP < degQ.
ad (1) V tomto p°ípad¥ lze pod¥lit (se zbytkem) polynom P polynomem Q a
dostaneme dva polynomy P1 a P2 takové, ºe

R(x) = P1(x) +
P2(x)

Q(x)
,

p°i£emº degP2 < degQ. Protoºe polynom P1 snadno zintegrujeme, p°evedli
jsme tento problém na p°ípad (2) � viz dále.
ad (2) Z algebry máme k dispozici následující v¥tu.

V¥ta 40 Nech´ R(x) = P (x)/Q(x) je racionální funkce taková, ºe degP <
degQ a

Q(x) =

r∏
i=1

(x− ai)ki
s∏
j=1

(x2 + αjx+ βj)
lj

kde ai ∈ R pro i = 1, . . . , r, αj, βj ∈ R pro j = 1, . . . , s, p°i£emº polynomy
x2 + αjx + βj nemají reálné ko°eny pro kaºdé j = 1, . . . , s. Pak existují £ísla
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Aij pro j = 1, . . . , r, i = 1, . . . , kj, Cij, Dij pro j = 1, . . . , s, i = 1, . . . , li tak,
ºe

R(x) =

r∑
j=1

kj∑
m=1

Amj
(x− aj)m

+

s∑
j=1

lj∑
m=1

Cmjx+Dmj

(x2 + αjx+ βj)m

(tomuto rozkladu se °íká rozklad na parciální zlomky).

Poznámka 41 P°esné zn¥ní této v¥ty nebude t°eba si pamatovat. �íká zhruba
toto: �Kaºdou racionální funkce P (x)/Q(x), kde degP < degQ lze napsat jako
lineární kombinaci racionálních funkcí ve tvaru

1

(x− aj)m
,

Cx+D

(x2 + αix+ βi)m
.“

Coº jsou (ne náhodou) typy funkcí, jejichº primitivní funkce jsme ur£ovali v
£ásti (A) � typy (I) aº (VIII).

Z této v¥ty tedy plyne, ºe jakmile ur£íme konstanty Aij , Bij a Cij , pak∫
R(x) dx =

r∑
j=1

kj∑
m=1

∫
Amj

(x− aj)m
dx+

s∑
j=1

lj∑
m=1

∫
Cmjx+Dmj

(x2 + αjx+ βj)m
dx.

Budeme tedy integrovat dva typy výraz·. Nejprve integrály∫
Amj

(x− aj)m
dx =

[
u = x− aj
du = dx

]
=

∫
Amj
um

du = . . .

které vedou na speciální p°ípady (I), (II).
Integrály ∫

Cmjx+Dmj

(x2 + αjx+ βj)m
dx

si nejprve musíme trochu upravit a pak dostáváme jeden z p°ípad· (III) � (VII).
Obecné odvození je pon¥kud sloºit¥j²í na zápis, proto si spí²e uvedeme p°íklad
takové úpravy.

Vypo£t¥te integrál ∫
x+ 1

x2 + 2x+ 5
dx.

�e²ení. Nejprve si upravíme jmenovatel. Platí

x2 + 2x+ 5 = x2 + 2x+ 1− 1 + 5 = (x+ 1)2 + 4 = 4

[(
x+ 1

2

)2

+ 1

]
.
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M·ºeme tedy po£ítat∫
x+ 1

x2 + 2x+ 5
dx =

∫
x+ 1

4

[(
x+1
2

)2

+ 1

] dx =

[
u = x+1

2
du = 1

2 dx

]

=

∫
2u

4(u2 + 1)
2 du =

∫
u

u2 + 1
du

(VIII)
=

1

2
ln(u2 + 1) + C

=
1

2
ln

((
x+ 1

2

)2

+ 1

)
+ C = . . . =

1

2
ln(x2 + 2x+ 5) + C.

Nyní si ukáºeme p°íklad, který se m·ºe objevit na zkou²kové písemce.

P°íklad 42 Vypo£t¥te

I =

∫
xdx

(x− 1)2(x2 + 2x+ 2)
.

�e²ení. Jeho °e²ení se skládá ze dvou £ástí

1. rozklad na parciální zlomky,

2. výpo£et integrál· � speciální p°ípady (I)�(VIII).

Ad 1. Z p°edchozího tedy plyne, ºe existují konstanty A, B, C, D ∈ R takové,
ºe

x

(x− 1)2(x2 + 2x+ 2)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

Cx+D

x2 + 2x+ 2
.

Musíme tyto konstanty n¥jakým zp·sobem ur£it. T°eba tak, ºe celou rovnost
vynásobíme jmenovatelem zlomku nalevo a dostáváme

x = A(x− 1)(x2 + 2x+ 2) +B(x2 + 2x+ 2) + (Cx+D)(x− 1)2.

Roznásobíme výrazy nalevo

x = A(x− 1)(x2 + 2x+ 2) +B(x2 + 2x+ 2) + (Cx+D)(x− 1)2,

je²t¥ roznásobíme

x = A(x3 + x2 − 2) +B(x2 + 2x+ 2) + (Cx3 +Dx2 − 2Cx2 − 2Dx+Cx+D),

vytkneme £leny xi

x = (A+ C)x3 + (A+B − 2C +D)x2 + (2B + C − 2D)x− 2A+ 2B +D

a porovnáme koe�cienty polynom· na obou stranách. Dostáváme tak soustavu
rovnic

A+ C = 0,

A+B − 2C +D = 0,

2B + C − 2D = 1,

−2A+ 2B +D = 0.

20



�e²ení dostáváme A = 1
25 , B = 1

5 , C = − 1
25 , D = − 8

25 . Pak

I =

∫
x

(x− 1)2(x2 + 2x+ 2)
=

1

25

∫
1

x− 1
dx+

1

5

∫
1

(x− 1)2
dx

− 1

25

∫
x+ 8

x2 + 2x+ 2
dx.

Ad 2. Vypo£ítáme jednotlivé integrály � jsou to práv¥ speciální p°ípady (I),
(II) a (V).∫

dx

x− 1
=

[
u = x− 1
du = dx

]
=

∫
du

u
= ln |u|+ C = ln |x− 1|+ C,

∫
dx

(x− 1)2
=

[
u = x− 1
du = dx

]
=

∫
du

u2
= − 1

u
+ C =

1

1− x
+ C

a k výpo£tu posledního integrálu si nejprve upravíme jmenovatele

x2 + 2x+ 2 = x2 + 2x+ 1− 1 + 2 = (x+ 1)2 + 1.

Pak∫
x+ 8

x2 + 2x+ 2
dx =

∫
x+ 8

(x+ 1)2 + 1
dx =

[
u = x+ 1
du = dx

]
=

∫
u+ 7

u2 + 1
du

=

∫
u

u2 + 1
du+ 7

∫
du

u2 + 1
=

1

2
ln(u2 + 1) + 7 arctg u+ C

=
1

2
ln((x+ 1)2 + 1) + 7 arctg(x+ 1) + C.

Celkov¥ dostáváme

I =
1

25
ln |x− 1|+ 1

5

1

1− x
− 1

50
ln(x2 + 2x+ 2)− 7

25
arctg(x+ 1) + C.

6 N¥které d·leºité substituce

Viz Kopá£ek (MA pro fyz. I.) strana 146 � stejnojmenná kapitola. (Nebudu
vyºadovat znalost, ale m·ºou se hodit v dal²ím studiu).
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