Matematickd analyza KMA /MA2I
Riemanntv integral - pokracovani

1 Veéty o stfedni hodnoté integralniho poc¢tu

Véta 1 (o stfedni hodnoté integrdlniho poctu) Necht f md na {(a,b) integrdl,
oznacime m = inf, ) f, M =sup, , f. Pak ezistuje ¢ € (m, M) tak, Ze

/abf(m)dx =c(b—a).

Je-li f navic spojitd na {(a,b), pak existuje & € (a,b) tak, Ze

b
[ f@)de= 10 -a).
Dikaz. Ziejmé
m< f(z) <M Vi € (a,b).
Pak . . .
m(bfa):/mdxg/f(m)dxg/de:M(bfa).

Podélenim téchto nerovnosti vyrazem b — a dostavame

b
d
m< LIy 1)
Oznacime .
J, f(x)dx
c= 4"
b—a
Tedy

b
/ f(x)dz =c(b—a)
a7z (1) plyne, ze ¢ € (m, M). Kdyby byla f navic spojita na (a,b), pak vime, 7e
f({a,b)) = (m, M).

Tedy existuje £ € (a,b) takove, ze ¢ = f(£&). O



Poznamka 2 Cislu ¢ z této véty se Iika integralni prameér.

Zobecnénim je nésledujici véta (pokuste se ji dokazat — inspirujte se ditkazem
piedchozi véty).

Véta 3 Necht f, g maji na {a,b) integrdl a g je na {a,b) nezdpornd, oznacime

m =inf 4y f, M =sup,y f. Pak ezxistuje c € (m, M) tak, Ze

[ st an = [ o)

Je-li f navic spojitd na {(a,b), pak existuje & € (a,b) tak, Ze

b

b
[ f@g(@)de = 1(6) [ gl
Poznamka 4 Specialni volbou g = 1 dostavame piedchozi vétu.

Vé&ta 5 Necht f a g maji na (a,b) integrdl. Je-li g monotonni na {(a,b), pak
existuje £ € (a,b) tak, Ze

b £ b
x)g(x)dx = g(a x)dx b x)dzx.
/Gf()g() g()/@f() +g()/€f()

Poznamka 6 Pro g = 1 dostavame dusledek jiz zndmého tvrzeni. DulezZity je
také geometricky vyznam této véty pro f = 1 — viz tabuli.

2 Aplikace integralu
Nyni se podivame na pouziti integralu pfi vypoctech délky kiivky, obsahu rovin-

nych tdtvarti, objemu a povrchu téles. Pro odvozeni nékterych vzorecki viz
[Kopagekl].

2.1 Délka kiivky

Necht je dana kiivka v roving — tzn. zobrazeni ¢ : (a,b) — R?. MnoZinu
¥ ({a,b)) nazyvame jejim geometrickym obrazem. Napiiklad zobrazeni

Y(t) = (cost,sint) t € (0,2m),

je kiivka jejimz geometrickym obrazem je jednotkovéa kruznice. D& se dokazat,
7e délka k¥ivky ¢ = (¢1,19) takové, Ze 11, 19 maji spojité derivace na (a,b) a

(W1 (1), (1)) # (0,0) vt € (a,b)

je dana vzorcem

1) = [ i+ w2 a



Priklad 7 Je-li
¥ (t) = (cost,sint) t € (0,2m),

pak

2m 2m
I(y) = V/(—sint)2 + (cost)2 dt = / dt = 2.
0

0

Poznamka 8 Je-li kiivka déna v polarnim tvaru r = h(p), ¢ € (o, 8) C (0, 2)
(tzn. = = h(p) cos(p), y = h(p)sin(p)), pak

B
1) = [ Vi) + WP de.
Piiklad 9 Kiivka z pfedchoziho pfikladu se d& vyjadfit v polarnim tvaru takto
r=1, ¢€{0,2m).

Podle vzorce dostavame opét

27 27
W)= | V12+02 dw:/ dy = 27
0

0

2.2 Plos$ny obsah rovinnych atvari

Je déana neziporna funkce f majici na (a,b) integral. Pak obsah rovinného
obrazce
{(z,y) eR®: a<az<b A 0<y< f(x)}

je dan vzorcem
b
S z/ f(z)de.

Je dana nezaporna funkce h majici na (o, 8) integral. Pak obsah rovinného
obrazce

{(rcosgo,rsingp)eRzz a<p<pB ANO<r<h(p)}

(obrazek viz tabuli) je roven

1 B
S = 5/ hz(go)dcp.

Piiklad 10 Odvodime vzorec pro obsah kruhu o poloméru R > 0. Kruh o
stfedu v pocatku soustavy soufadnic a poloméru R je dan nerovnici

z? 4+ 9% < R%
Zavedenim polarnich soutadnic z = r cos ¢, y = rsin ¢ dostavame

r?cosp 4+ r?sinp < R?



a tedy

r < R.

Kruh o stfedu v poc¢atku a poloméru R je tedy mnozina

{(rcosg,rsing) eR?: 0< <21 A 0<r <R}

1 27 R2 27 R2
S:f/ Rngo:—/ dp = —27 = 7R
0 2 Jo 2

Pak

2

2.3 Objem rotac¢niho télesa

Je dana nezaporné spojita funkce f na intervalu (a,b). Necht V je téleso, které
dostaneme otacenim grafu funkce f okolo osy x. Objem tohoto télesa je roven
Cislu

b
V= 7r/ f2(z) da.
Necht V' je té&leso, které dostaneme otafenim mnoziny
{(z,y) eR®: a<az<b A 0<y< f(x)}

okolo osy y. Objem tohoto télesa je roven
b
V= 27r/ xf(z)dz.

2.4 Obsah rotac¢ni plochy

Je dana funkce f majici spojitou derivaci na (a,b). Necht P je plocha dana
rotaci mnoziny
{(z,y) eR?: a<z<b A y=f(x)}

kolem osy z (resp. y). Pak jeji obsah je dan vzorcem

b
s =2 [ fla)V/ T+ (P do
b
(resp. S = 27r/ zy/1+ (f'(2))? dx).



2.5 Souradnice tézisté

Je dana nezaporné spojita funkce f na intervalu (a,b). Pak obrazec
{(z,y) eR*: a<z<b A0<y< fl)}
ma tézisté o souradnicich

<f(f:cf(x) dz %fjﬂ(m) dx>‘
Pf@yde’ [Mf(z)de




3 Priblizny vypocet integralu

Existuji riizné vzorce pro pfiblizny vypocet Riemannova integralu fab f(z)d.
Uvedeme ty nejjednodussi, které jsou zaloZeny na aproximaci integrované funkce
po Céastech polynomy (Uvedené odhady chyby byly vypoGitdny pomoci d¥ive
uvedenych vét o st¥edni hodnoté integralniho poctu).

3.1 Obdélnikova metoda

Odpovida aproximaci integrované funkce po ¢astech konstantni funkei.
Rozdélime interval (a,b) na n podintervala délky h = b_T“, oznacime

x; =a+ih, y; = f(z;) i=0,1,...,n.
Pak
b
/f(x)dx%h(yl—k...—kyn),

pri¢emz chyba tohoto vzorce je v absolutni hodnoté mensi nebo rovna

1
§M1 (b — a)h,

kde My > 0 je takové, 7e |f'(z)| < M; pro kazdé x € (a,b).

3.2 Lichobéznikova metoda

Odpovida aproximaci integrované funkce spojitou, po ¢astech linedrni funkci.
Opét rozdélime interval na stejné ¢asti o délce h = 2=2 oznacime

n
x; =a+ih, y; = f(x;)) i=0,1,...,n.
Pak
2

pricemz chyba tohoto vzorce je v absolutni hodnoté mensi nebo rovna

b
1 1
/ f(.f) dr ~ h(§y0 + Y1 +...+ Yn—1 + 7yn)7

1 2
EMQ(b — G;)h 5

kde My > 0 je takové, ze |f"(z)| < M pro kazdé x € (a, b).

3.3 Simpsonova metoda

Odpovid4a aproximaci integrované funkce spojitou, po ¢astech kvadratickou funkci.
Opét rozdélime interval na stejné ¢asti o délce h = b’Ta, tentokrat n uvazujeme
sudé, oznacime

x; =a+ih, y; = f(z;) i=0,1,...,n.



Pak

b
1
/ f(z)dz ~ gh(yo +4y1 +2y2 +4ys + .. 4 2yn—2 + Ayn—1 + Yn),

pri¢emz chyba tohoto vzorce je v absolutni hodnoté mensi nebo rovna

1
— My (b — a)h?
180 4(b Cl)h )

kde My > 0 je takové, ze |f™*)(x)| < My pro kazdé = € (a,b).

4 Nevlastni Riemanniv integral

Na minulé prednédsce jsme definovali pojem integral pro omezenou funkci f
na omezeném uzavieném intervalu (a,b) - fikali jsme mu Riemannuv integral.
Neni-li funkce f omezena nebo neni-li interval pfes ktery integrujeme omezeny
a uzavieny, budeme mluvit o tzv. nevlastnim Riemannovu integrdlu.

4.1 Nevlastni integral vlivem meze (na neomezeném in-
tervalu)

Definice 11 Necht funkce f je definovana na intervalu (a,o0), a € R a f ma
Riemannuv integral na kazdém intervalu (a, b) pro kazdé b > a. Definujeme

b
F(b) = / f(z)da pro Vb € (a,0).

Existuje-li vlastni limita lim,_, o, F'(b), fikdme, Ze nevlastni integral
a

/00 f(z)dx

konverguje a klademe [ f(z)dz = limy_,c F(b). Jestlize limy_,oc F'(b) neexis-
tuje nebo je nevlastni, fikime, Ze nevlastni integral faoo f(z) dx diverguje.

Poznamka 12 Podobné definujeme nevlastni integral

<1 b 1 1
(1) / —dr=lim [ —de=lim[-=]) = lim (5 +D=1
1

2 b—oo Jq 2 b—oo T b—o0

Priklad 13

tedy tento integral konverguje.

* b
2 —dz = lim |1 =
(2) /1 xdx biglo[nbc”l 00

tedy diverguje.



Definice 14 Nechf f je definoviana na R a pro néjaké ¢ € R konverguji oba

integraly
/ f(z)dz a / f(z)da.
Pak tikame, ze integréal
| @
konverguje a pokladame
/ flx) dm:/ flx) dm—l—/ f(z)da.
Priiklad 15

> 0 1 > 1
— dx = ——d d
/,ool—l—xQ o [W1+x2 er/0 1122 "

. 0o . b
= GEIPOO [arctg z] W T blggo [arctg x]o =

+

ﬂ- j—
5 =T.

7Z ptikladu je vidét, ze pro vypocet nevlastniho integralu jsme pouzili metodu
vypoctu integralu — Newtonuv vzorec. Nésledujici véta tento fakt shrnuje.

Véta 16 Necht [ je spojitd na (a,00) a F je primitivni funkce k funkci f na
(a,00). Pak

/OC flz)dx = blLrgoF(b) — F(a).

Pii vypoctech neurcitych integralt lze pouzit zobecnéné metody per partes
a substituci. Napiiklad:

Véta 17 Necht u, v maji spojité derivace u', v' na {(a,00) a existuje vlastni
limita lim,_, o u(z)v(z). Pak



4.1.1 Kriteria konvergence

Casto nas u nevlastnich integrali nezajimé jejich hodnota, ale pouze fakt, zda
integral konverguje ¢i nikoliv. K tomu ndm mohou poslouzit nasledujici véty.

Véta 19 (srovndvaci kritérium) Necht 0 < f(z) < g(z) pro x € (a,o0). Pak

/ g(z) dz konverguje — / f(x)dx konverguje,

/ f(x)dx diverguje —> / xz)dx  diverguje.

Poznamka 20 Tyto implikace jsou intuitivné ziejmé — staci si uvédomit geo-
metricky vyznam nevlastniho integralu

/aoo f(z)dx

pro nezapornou funkci f na (a, 00).

Priklad 21 Rozhodnéte o konvergenci integralu
> sin? 3z q
———dx
1 \3/ 4+ 1
5y g 2 2’ . o, . ’ in2 . v , e
Reseni. Hledani primitivni funkce k %\/473-:61 by asi bylo slozité. Pouzijeme
predchozi vétu. Ziejmé

< ﬂ < ! pro z € (1, 00).
Vat+1 VO
Navic ~ 4 s
: 3x4dx—bli>rgo[1}1=3€]1%.

Tedy zadany integral konverguje.

Véta 22 (limitni, srovndvaci) Necht f, g jsou nezdporné na (a,0) a ezistuje
limita (vlastni nebo nevlastni)

tim £ _ .

T—00 x)

Pak

o0 oo
(1) k<ooa / g(x) dz konverguje = / f(z) dx konverguge

(2) k>0a / f(z) dz diverguje — / x) dz diverguje



Poznamka 23 Z véty vyplyva pro k € (0,00) ekvivalence

/ f(z) dz konverguje <—- / g(x) dx konverguje.
Priiklad 24 VySetiete konvergenci

> dz
/1 Vir +Inz

Reseni. Oznac¢me

1 1
&= Jerme W7
Pak fa) )
Jm ey =3 € 000

Protoze floo ﬁ dz = oo, zadany integral diverguje.

Poznamka 25 Existuji dalsi kriteria konvergence — nap¥. Abelovo, Dirichle-
tovo — viz literaturu.

4.2 Nevlastni integral vlivem funkce

Definice 26 Necht funkce f je definovana na intervalu (a,b), a, b € R, a < b, f
je neomezena na R~ (b) a f ma na (a, ¢) Riemanniv integral pro kazdé c € (a, b).
Definujeme funkci

F(c) = /C f(z)de, pro Ve € (a,b).

Existuje-li vlastni limita lim._,,_ F(c), pak fikdme, Ze integral f;f(x) dzx kon-
verguje a klademe

c—b—

b
/f(x)dac: lim F(c).

Neexistuje-li vlastni limita lim.,,— F'(c), fikAme, Ze integral fab f(z)dx diver-
guje.

Poznamka 27 Analogicky definujeme nevlastni integral funkce f na (a,b), kde
/ je neomezend na Rt (a) a ma Riemannuv integral na kazdém intervalu (c, b),
kde ¢ € (a,b).

10



Definice 28 Necht f je definovana na intervalu (a,b), a, b € R, a < b, f je
neomezend na R (a), R™(b) a f mé na (c,d) integral pro kazdé c, d takové, Ze
a < ¢ <d<b. Jestlize pro n&jaké zy € (a,b) konverguji integraly

/;0 f(z)dz a /w:f(x)dac

pak fikame, Ze integral fab f(z) dz konverguje a klademe

/abf(x) dz — /x f(x)dx—k/xif(m)dx

Priiklad 29 Vypoctéte
/ ' de
0 VT

\/> a~>0+ T - a1~1>10n+ [2\/_] - a1~1>1(1]1+ 2 - 2f) =2 € R.

Poznamka 30 I pro tento typ integralu plati véty o integraci per partes, sub-
stitu¢ni véty a kritéria podobna jako pro nevlastni integral vlivem meze.

Resend.

1
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