
Matematická analýza KMA/MA2I

Riemann·v integrál - pokra£ování

1 V¥ty o st°ední hodnot¥ integrálního po£tu

V¥ta 1 (o st°ední hodnot¥ integrálního po£tu) Nech´ f má na 〈a, b〉 integrál,
ozna£íme m = inf〈a,b〉 f , M = sup〈a,b〉 f . Pak existuje c ∈ 〈m,M〉 tak, ºe∫ b

a

f(x) dx = c(b− a).

Je�li f navíc spojitá na 〈a, b〉, pak existuje ξ ∈ 〈a, b〉 tak, ºe∫ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

D·kaz. Z°ejm¥
m ≤ f(x) ≤M ∀x ∈ 〈a, b〉.

Pak

m(b− a) =
∫ b

a

m dx ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

M dx =M(b− a).

Pod¥lením t¥chto nerovností výrazem b− a dostáváme

m ≤
∫ b
a
f(x) dx

b− a
≤M. (1)

Ozna£íme

c =

∫ b
a
f(x) dx

b− a
.

Tedy ∫ b

a

f(x) dx = c(b− a)

a z (1) plyne, ºe c ∈ 〈m,M〉. Kdyby byla f navíc spojitá na 〈a, b〉, pak víme, ºe

f(〈a, b〉) = 〈m,M〉.

Tedy existuje ξ ∈ 〈a, b〉 takové, ºe c = f(ξ). �
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Poznámka 2 �íslu c z této v¥ty se °íká integrální pr·m¥r.

Zobecn¥ním je následující v¥ta (pokuste se ji dokázat � inspirujte se d·kazem
p°edchozí v¥ty).

V¥ta 3 Nech´ f , g mají na 〈a, b〉 integrál a g je na 〈a, b〉 nezáporná, ozna£íme
m = inf〈a,b〉 f , M = sup〈a,b〉 f . Pak existuje c ∈ 〈m,M〉 tak, ºe∫ b

a

f(x)g(x) dx = c

∫ b

a

g(x) dx.

Je�li f navíc spojitá na 〈a, b〉, pak existuje ξ ∈ 〈a, b〉 tak, ºe∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx.

Poznámka 4 Speciální volbou g ≡ 1 dostáváme p°edchozí v¥tu.

V¥ta 5 Nech´ f a g mají na 〈a, b〉 integrál. Je�li g monotonní na 〈a, b〉, pak
existuje ξ ∈ 〈a, b〉 tak, ºe∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx.

Poznámka 6 Pro g ≡ 1 dostáváme d·sledek jiº známého tvrzení. D·leºitý je
také geometrický význam této v¥ty pro f ≡ 1 � viz tabuli.

2 Aplikace integrálu

Nyní se podíváme na pouºití integrálu p°i výpo£tech délky k°ivky, obsahu rovin-
ných útvar·, objemu a povrchu t¥les. Pro odvození n¥kterých vzore£k· viz
[Kopá£ek1].

2.1 Délka k°ivky

Nech´ je dána k°ivka v rovin¥ � tzn. zobrazení ψ : 〈a, b〉 → R2. Mnoºinu
ψ(〈a, b〉) nazýváme jejím geometrickým obrazem. Nap°íklad zobrazení

ψ(t) = (cos t, sin t) t ∈ 〈0, 2π〉,

je k°ivka jejímº geometrickým obrazem je jednotková kruºnice. Dá se dokázat,
ºe délka k°ivky ψ = (ψ1, ψ2) takové, ºe ψ1, ψ2 mají spojité derivace na 〈a, b〉 a

(ψ′1(t), ψ
′
2(t)) 6= (0, 0) ∀t ∈ 〈a, b〉

je dána vzorcem

l(ψ) =

∫ b

a

√
(ψ′1(t))

2 + (ψ′2(t))
2 dt.
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P°íklad 7 Je�li
ψ(t) = (cos t, sin t) t ∈ 〈0, 2π〉,

pak

l(ψ) =

∫ 2π

0

√
(− sin t)2 + (cos t)2 dt =

∫ 2π

0

dt = 2π.

Poznámka 8 Je�li k°ivka dána v polárním tvaru r = h(ϕ), ϕ ∈ 〈α, β〉 ⊂ 〈0, 2π〉
(tzn. x = h(ϕ) cos(ϕ), y = h(ϕ) sin(ϕ)), pak

l(ψ) =

∫ β

α

√
h2(ϕ) + (h′(ϕ))2 dϕ.

P°íklad 9 K°ivka z p°edchozího p°íkladu se dá vyjád°it v polárním tvaru takto

r = 1, ϕ ∈ 〈0, 2π〉.

Podle vzorce dostáváme op¥t

l(ψ) =

∫ 2π

0

√
12 + 02 dϕ =

∫ 2π

0

dϕ = 2π.

2.2 Plo²ný obsah rovinných útvar·

Je dána nezáporná funkce f mající na 〈a, b〉 integrál. Pak obsah rovinného
obrazce

{(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b ∧ 0 ≤ y ≤ f(x)}

je dán vzorcem

S =

∫ b

a

f(x) dx.

Je dána nezáporná funkce h mající na 〈α, β〉 integrál. Pak obsah rovinného
obrazce

{(r cosϕ, r sinϕ) ∈ R2 : α ≤ ϕ ≤ β ∧ 0 ≤ r ≤ h(ϕ)}

(obrázek viz tabuli) je roven

S =
1

2

∫ β

α

h2(ϕ) dϕ.

P°íklad 10 Odvodíme vzorec pro obsah kruhu o polom¥ru R > 0. Kruh o
st°edu v po£átku soustavy sou°adnic a polom¥ru R je dán nerovnicí

x2 + y2 ≤ R2.

Zavedením polárních sou°adnic x = r cosϕ, y = r sinϕ dostáváme

r2 cosϕ+ r2 sinϕ ≤ R2
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a tedy
r2 ≤ R2

a
r ≤ R.

Kruh o st°edu v po£átku a polom¥ru R je tedy mnoºina

{(r cosϕ, r sinϕ) ∈ R2 : 0 ≤ ϕ ≤ 2π ∧ 0 ≤ r ≤ R}.

Pak

S =
1

2

∫ 2π

0

R2 dϕ =
R2

2

∫ 2π

0

dϕ =
R2

2
2π = πR2.

2.3 Objem rota£ního t¥lesa

Je dána nezáporná spojitá funkce f na intervalu 〈a, b〉. Nech´ V je t¥leso, které
dostaneme otá£ením grafu funkce f okolo osy x. Objem tohoto t¥lesa je roven
£íslu

V = π

∫ b

a

f2(x) dx.

Nech´ V je t¥leso, které dostaneme otá£ením mnoºiny

{(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b ∧ 0 ≤ y ≤ f(x)}

okolo osy y. Objem tohoto t¥lesa je roven

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx.

2.4 Obsah rota£ní plochy

Je dána funkce f mající spojitou derivaci na 〈a, b〉. Nech´ P je plocha daná
rotací mnoºiny

{(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b ∧ y = f(x)}

kolem osy x (resp. y). Pak její obsah je dán vzorcem

S = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx

(resp. S = 2π

∫ b

a

x
√
1 + (f ′(x))2 dx).
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2.5 Sou°adnice t¥ºi²t¥

Je dána nezáporná spojitá funkce f na intervalu 〈a, b〉. Pak obrazec

{(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b ∧ 0 ≤ y ≤ f(x)}

má t¥ºi²t¥ o sou°adnicích(∫ b
a
xf(x) dx∫ b
a
f(x) dx

,
1
2

∫ b
a
f2(x) dx∫ b

a
f(x) dx

)
.
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3 P°ibliºný výpo£et integrálu

Existují r·zné vzorce pro p°ibliºný výpo£et Riemannova integrálu
∫ b
a
f(x) dx.

Uvedeme ty nejjednodu²²í, které jsou zaloºeny na aproximaci integrované funkce
po £ástech polynomy (Uvedené odhady chyby byly vypo£ítány pomocí d°íve
uvedených v¥t o st°ední hodnot¥ integrálního po£tu).

3.1 Obdélníková metoda

Odpovídá aproximaci integrované funkce po £ástech konstantní funkcí.
Rozd¥líme interval 〈a, b〉 na n podinterval· délky h = b−a

n , ozna£íme

xi = a+ ih, yi = f(xi) i = 0, 1, . . . , n.

Pak ∫ b

a

f(x) dx ≈ h(y1 + . . .+ yn),

p°i£emº chyba tohoto vzorce je v absolutní hodnot¥ men²í nebo rovna

1

2
M1(b− a)h,

kde M1 > 0 je takové, ºe |f ′(x)| ≤M1 pro kaºdé x ∈ 〈a, b〉.

3.2 Lichob¥ºníková metoda

Odpovídá aproximaci integrované funkce spojitou, po £ástech lineární funkcí.
Op¥t rozd¥líme interval na stejné £ásti o délce h = b−a

n , ozna£íme

xi = a+ ih, yi = f(xi) i = 0, 1, . . . , n.

Pak ∫ b

a

f(x) dx ≈ h(1
2
y0 + y1 + . . .+ yn−1 +

1

2
yn),

p°i£emº chyba tohoto vzorce je v absolutní hodnot¥ men²í nebo rovna

1

12
M2(b− a)h2,

kde M2 > 0 je takové, ºe |f ′′(x)| ≤M2 pro kaºdé x ∈ 〈a, b〉.

3.3 Simpsonova metoda

Odpovídá aproximaci integrované funkce spojitou, po £ástech kvadratickou funkcí.
Op¥t rozd¥líme interval na stejné £ásti o délce h = b−a

n , tentokrát n uvaºujeme
sudé, ozna£íme

xi = a+ ih, yi = f(xi) i = 0, 1, . . . , n.
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Pak ∫ b

a

f(x) dx ≈ 1

3
h(y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + . . .+ 2yn−2 + 4yn−1 + yn),

p°i£emº chyba tohoto vzorce je v absolutní hodnot¥ men²í nebo rovna

1

180
M4(b− a)h4,

kde M4 > 0 je takové, ºe |f (4)(x)| ≤M4 pro kaºdé x ∈ 〈a, b〉.

4 Nevlastní Riemann·v integrál

Na minulé p°edná²ce jsme de�novali pojem integrál pro omezenou funkci f
na omezeném uzav°eném intervalu 〈a, b〉 - °íkali jsme mu Riemann·v integrál.
Není�li funkce f omezená nebo není�li interval p°es který integrujeme omezený
a uzav°ený, budeme mluvit o tzv. nevlastním Riemannovu integrálu.

4.1 Nevlastní integrál vlivem meze (na neomezeném in-
tervalu)

De�nice 11 Nech´ funkce f je de�novaná na intervalu 〈a,∞), a ∈ R a f má
Riemann·v integrál na kaºdém intervalu 〈a, b〉 pro kaºdé b > a. De�nujeme

F (b) =

∫ b

a

f(x) dx pro ∀b ∈ (a,∞).

Existuje�li vlastní limita limb→∞ F (b), °íkáme, ºe nevlastní integrál∫ ∞
a

f(x) dx

konverguje a klademe
∫∞
a
f(x) dx = limb→∞ F (b). Jestliºe limb→∞ F (b) neexis-

tuje nebo je nevlastní, °íkáme, ºe nevlastní integrál
∫∞
a
f(x) dx diverguje.

Poznámka 12 Podobn¥ de�nujeme nevlastní integrál∫ a

−∞
f(x) dx.

P°íklad 13

(1)

∫ ∞
1

1

x2
dx = lim

b→∞

∫ b

1

1

x2
dx = lim

b→∞

[
− 1

x

]b
1
= lim
b→∞

(−1

b
+ 1) = 1

tedy tento integrál konverguje.

(2)

∫ ∞
1

1

x
dx = lim

b→∞

[
ln |x|

]b
1
=∞

tedy diverguje.
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De�nice 14 Nech´ f je de�nována na R a pro n¥jaké c ∈ R konvergují oba
integrály ∫ c

−∞
f(x) dx a

∫ ∞
c

f(x) dx.

Pak °íkáme, ºe integrál ∫ ∞
−∞

f(x) dx

konverguje a pokládáme∫ ∞
−∞

f(x) dx =

∫ c

−∞
f(x) dx+

∫ ∞
c

f(x) dx.

P°íklad 15∫ ∞
−∞

1

1 + x2
dx =

∫ 0

−∞

1

1 + x2
dx+

∫ ∞
0

1

1 + x2
dx

= lim
a→−∞

[
arctg x

]0
a
+ lim
b→∞

[
arctg x

]b
0
=
π

2
+
π

2
= π.

Z p°íklad· je vid¥t, ºe pro výpo£et nevlastního integrálu jsme pouºili metodu
výpo£tu integrálu � Newton·v vzorec. Následující v¥ta tento fakt shrnuje.

V¥ta 16 Nech´ f je spojitá na 〈a,∞) a F je primitivní funkce k funkci f na
〈a,∞). Pak ∫ ∞

a

f(x) dx = lim
b→∞

F (b)− F (a).

P°i výpo£tech neur£itých integrál· lze pouºít zobecn¥né metody per partes
a substitucí. Nap°íklad:

V¥ta 17 Nech´ u, v mají spojité derivace u′, v′ na 〈a,∞) a existuje vlastní
limita limx→∞ u(x)v(x). Pak∫ ∞

a

u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]∞a −
∫ ∞
a

u′(x)v(x) dx.

P°íklad 18 Ur£ete, pro jaká α ∈ R konverguje∫ ∞
1

1

xα
dx.
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4.1.1 Kriteria konvergence

�asto nás u nevlastních integrál· nezajímá jejich hodnota, ale pouze fakt, zda
integrál konverguje £i nikoliv. K tomu nám mohou poslouºit následující v¥ty.

V¥ta 19 (srovnávací kritérium) Nech´ 0 ≤ f(x) ≤ g(x) pro x ∈ 〈a,∞). Pak∫ ∞
a

g(x) dx konverguje =⇒
∫ ∞
a

f(x) dx konverguje,

∫ ∞
a

f(x) dx diverguje =⇒
∫ ∞
a

g(x) dx diverguje.

Poznámka 20 Tyto implikace jsou intuitivn¥ z°ejmé � sta£í si uv¥domit geo-
metrický význam nevlastního integrálu∫ ∞

a

f(x) dx

pro nezápornou funkci f na 〈a,∞).

P°íklad 21 Rozhodn¥te o konvergenci integrálu∫ ∞
1

sin2 3x
3
√
x4 + 1

dx.

�e²ení. Hledání primitivní funkce k sin2 3x
3√x4+1

by asi bylo sloºité. Pouºijeme
p°edchozí v¥tu. Z°ejm¥

0 ≤ sin2 3x
3
√
x4 + 1

≤ 1
3
√
x4

pro x ∈ 〈1,∞).

Navíc ∫ ∞
1

1
3
√
x4

dx = lim
b→∞

[
x

1
3

− 1
3

]b
1

=
1

3
∈ R.

Tedy zadaný integrál konverguje.

V¥ta 22 (limitní, srovnávací) Nech´ f , g jsou nezáporné na 〈a,∞) a existuje
limita (vlastní nebo nevlastní)

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= k.

Pak

(1) k <∞ a
∫ ∞
a

g(x) dx konverguje =⇒
∫ ∞
a

f(x) dx konverguje

(2) k > 0 a
∫ ∞
a

f(x) dx diverguje =⇒
∫ ∞
a

g(x) dx diverguje
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Poznámka 23 Z v¥ty vyplývá pro k ∈ (0,∞) ekvivalence∫ ∞
a

f(x) dx konverguje ⇐⇒
∫ ∞
a

g(x) dx konverguje.

P°íklad 24 Vy²et°ete konvergenci∫ ∞
1

dx√
4x+ lnx

.

�e²ení. Ozna£me

f(x) =
1√

4x+ lnx
, g(x) =

1√
x
.

Pak

lim
x→∞

f(x)

g(x)
=

1

2
∈ (0,∞).

Protoºe
∫∞
1

1√
x
dx =∞, zadaný integrál diverguje.

Poznámka 25 Existují dal²í kriteria konvergence � nap°. Abelovo, Dirichle-
tovo � viz literaturu.

4.2 Nevlastní integrál vlivem funkce

De�nice 26 Nech´ funkce f je de�novaná na intervalu 〈a, b), a, b ∈ R, a < b, f
je neomezená na R−(b) a f má na 〈a, c〉 Riemann·v integrál pro kaºdé c ∈ (a, b).
De�nujeme funkci

F (c) =

∫ c

a

f(x) dx, pro ∀c ∈ (a, b).

Existuje�li vlastní limita limc→b− F (c), pak °íkáme, ºe integrál
∫ b
a
f(x) dx kon-

verguje a klademe ∫ b

a

f(x) dx = lim
c→b−

F (c).

Neexistuje�li vlastní limita limc→b− F (c), °íkáme, ºe integrál
∫ b
a
f(x) dx diver-

guje.

Poznámka 27 Analogicky de�nujeme nevlastní integrál funkce f na (a, b〉, kde
f je neomezená na R+(a) a má Riemann·v integrál na kaºdém intervalu 〈c, b〉,
kde c ∈ (a, b).
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De�nice 28 Nech´ f je de�nována na intervalu (a, b), a, b ∈ R, a < b, f je
neomezená na R+(a), R−(b) a f má na 〈c, d〉 integrál pro kaºdé c, d takové, ºe
a < c < d < b. Jestliºe pro n¥jaké x0 ∈ (a, b) konvergují integrály∫ x0

a

f(x) dx a
∫ b

x0

f(x) dx

pak °íkáme, ºe integrál
∫ b
a
f(x) dx konverguje a klademe∫ b

a

f(x) dx =

∫ x0

a

f(x) dx+

∫ b

x0

f(x) dx.

P°íklad 29 Vypo£t¥te ∫ 1

0

dx√
x
.

�e²ení.∫ 1

0

dx√
x
= lim
a→0+

∫ 1

a

dx√
x
= lim
a→0+

[
2
√
x
]1
a
= lim
a→0+

(2− 2
√
a) = 2 ∈ R.

Poznámka 30 I pro tento typ integrálu platí v¥ty o integraci per partes, sub-
stitu£ní v¥ty a kritéria podobná jako pro nevlastní integrál vlivem meze.
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