Matematickd analyza KMA /MA2I
Trojny integral

1 Problém

Nage tvahy z pfedchozich pfednasek zobecnime do tii dimenzi. Ve vétsiné pii-
padi pujde o trividlni zobecnéni. Zajimavy zde bude snad jen vypocet trojného
integralu pomoci Fubiniovy véty a ruzné typy substituci. Zaviddéné pojmy jiz
nebudeme motivovat geometrickou tilohou ale spi§ tlohou fyzikilni - stanoveni
hmotnosti nehomogenniho télesa.

Uloha 1 ,Je dano té&leso T C R?, jehoz hustota (rozloZeni hmotnosti) je pop-
sana funkci f : R? — R. Uréete hmotnost tohoto télesa.”

Regeni tohoto problému bude zobecnénim feSeni problému urceni objemu télesa.
Vsimnéte si, ze kdyby byla funkce f rovna 1, tzn. hustota télesa by byla rovna
jedné, rovnala by se hmotnost télesa objemu tohoto télesa. Vice na pfednéasce.

2 Trojny integral pres kvadr

V této kapitole budeme uvazovat tii uzaviené a omezené intervaly I,J, K C R
(pro uréitost ozna¢ime I = (a,b), J = {(c,d), K = (e, f)) a funkci f : R® - R
definovanou a omezenou na obdélniku I x J x K.

Definice 2 Jsou-li I, J, K C R intervaly, pak kartézsky soucin I x J x K
nazyvame (trojrozmérnym, t¥idimenzionalnim) intervalem.

Poznamka 3 Jsou-li I, J, K C R kompaktni (tzn. uzaviené a omezené) inter-
valy, pak interval I x J x K je kompaktni (tzn. uzaviend a omezena) mnozina
v R? — budeme mu fikat kompaktni interval.

Definice 4 Necht jsou dany kompaktni intervaly I = (a,b), J = (¢, d), K =
(e, f) a jejich déleni

Dy = {I‘O;xla---axn} € A<I)7 D; = {y07y17"'7ym} € A(J)7
D ={z0,21,..., 20} € NK).

Proi=1,...,n,j=1,...,m, k=1,...,¢ definujeme délici interval

Diji, = (Tim1, i) X (Yj—1,Y5) X (2k—1, 2k)-



Mnozinu vSech D;jj, nazyvime sitovym délenim intervalu I x J x K.

Poznamka 5 Objem intervalu D; ;i je zfejmeé roven (z; —x;—1)(y; — y;j—1) (2K —
zk—1) a budeme ho znagit symbolem p(D;jx).

Poznamka 6 Z definice 4 je asi jasné, pro¢ integrujeme pfes trojrozmérny in-
terval - ten si rozsekdme na trojrozmérné intervaly D;;;. Hlavni vyhoda spociva
v tom, ze objem kazdého takového intervalu je snadno urcitelny - viz poznamku
5.

Definice 7 Necht [ je omezend funkce na intervalu I x J x K. Pro sitové
déleni D = {Dyp,i=1,...,n,j=1,...,mk=1,...,¢} intervalu I x J x K
definujeme

(a) dolni Riemanniv integrdlni soucet

n

s(f,D) = Z Z Z mijreft(Dijr),

i=1 j=1 k=

[

kde m;jr = infp,,, f pro kazdé i=1,....n,j=1,....m, k=1,....0 a
(b) horni Riemanniv integrdlni soucet

n

m £
S(f.D) = Z Z Z Mijp(Diji),

i=1j=1k=

Ju

kdeMijk:supDijkfpro kazdéi=1,....,n,j=1,....m, k=1,...,¢.

Poznamka 8 Co znamenaji ¢isla s(f,D) a S(f,D)? Vztihneme-li tato cisla
k problému na zaddtku tohoto textu, ¢islo s(f, D) by byl dolni odhad hmotnosti
telesa T a ¢islo S(f, D) byl horni odhad hmotnosti télesa T'.

Véta 9 Necht f je omezend na kompaktnim intervalu I x J x K, D je sitové
délent intervalu I x J x K. Pak

m(b—a)(d—c)(f —e) <s(f,D) <S(f,D) < M(b—a)(d—c)(f—e),
kde

m = inf M= su .
I><J><Kf’ IXJEKf

Provedte dikaz — inspirujte se ditkazem z prednasky o R—integralu funkce jedné
proménné.

Disledek 10 Z véty 9 plyne, Ze mnoZina

{s(f,D) : D je sitové déleni I x J x K}
je omezend zdola a mmnoZina

{S(f, D) : D je sitové déleni I x J x K}

je omezend shora. Tedy infima a suprema téchto mnozin jsou konecnd éisla.



Poznamka 11 Co je vlastné mnozina
{s(f, D) : D je sitové déleni I x J x K}?

Jde o mnoZinu vSech dolnich odhadi objemu télesa T z uvodni kapitoly. Je asi
jasné, Ze horkym kandiddtem na hmotnost je supremum této mnoZiny. Podobné,
horkgm kandiddtem na hmotnost télesa T je infimum mnoZiny

{S(f,D) : D je sitové déleni I x J x K}.

Definice 12 Necht f je omezend funkce na kompakinim intervalu I x J x K.
Clislo

/// f(z,y,z)dzdy dz = sup{s(f, D) : D je sitové déleni I x J x K}
IxIXK

nazgjvdme dolnim Riemannovym integrilem funkce f pres interval I x J x K.
Cislo

/// f(z,y,2z)dedydz = inf{S(f, D) : D je sitové déleni I x J x K}
IXJIxK

nazyvdme hornim Riemannovym integrdlem funkce f pres interval I x J x K.

Poznamka 13 Intuitivné ocekdvame, Ze tato Cisla jsou stejnd a urcuji (pro
f > 0) hmotunost télesa T. OvSem, stejné jako tomu bylo u funkce jedné a dvou
proménnych, ne vzdy to bude platit. Inspirovani textem z minulé prednasky si
zkuste zkonstruovat takovou funkci, pro kterou budou tato ¢isla ruzna.

Nésledujici piiklad ukazuje, ze to tak Spatné vzdy nebude.

Piiklad 14 Pro konstantni funkci f(x,y,z) = p pro (z,y, z) € R? vypoctéte

/// flx,y)dzdydz a /// flz,y)dxdyd=.
{a,b) x(c,d) x (e, f) {a,b) x(c,d) x{e,f)

Reseni.  Vezmeme libovolné sifové déleni D = {Dijp : i =1,....,n,j =
1,...,mk=1,... ¢} intervalu (a,b) x {c,d) x (e, f). Pak

mijr = Inf f=p, M =supf=p

ijk ijk

prokazdéi=1,...,n,5=1,...,m, k=1,...,£. Z toho plyne, Ze

n,m,t n,m,t
s(f,D)= > puDigr) =p > wDir) = p(b—a)(d—c)(f —e),
i,5,k=1 i,5,k=1
a
n,m,t n,m,t
S(£,D)= Y puDigr)=p Y wDijt) = p(b—a)(d—c)(f —e).
i,5,k=1 i,5,k=1



Pak

i flay 2 dedydz = [[[ f(,y,2) dz dyda
(a,b) x{c,d)x (e, f) (a,b) x (c,d) x (e, f)
=p(b—a)(d—c)(f —e).

V tomto pfipadé jsou hodnoty stejné. Cemu se rovnaji? Je-li p > 0, pak
jejich spoleéna hodnota ma jednoduchou fyzikalni interpretaci. Jde o hmotnost
homogenniho kvadru o délkach hran b —a, d — ¢, f — e a o hustoté p.

Nyni miZzeme definovat (Riemanntiv) trojny integral pies interval (kvadr).

Definice 15 Necht f je omezend na kompaktnim intervalu I x J x K. Jestlize

///zx.fxxf(x’y’z) dedydz = ///Iw{f(x,y,z) d dy dz,

pak Fikame, Ze f md na intervalu I x J x K (Riemanndv) trojny integrdl (je na
I x J x K integrovatelnd). Jejich spole¢nou hodnotu nazgvime (Riemannovygm)
trojnym integrdalem funkce f pies interval I x J X K a znac¢ime symbolem

// flz,y,2)dedydz.
IxXJxK

Jesté uvedeme jednoduchou podminku, pomoci které miazeme snadno zjistit,
jestli je dané funkce na kompaktnim intervalu integrovatelna.

Véta 16 (postacujici podminka integrovatelnosti funkce na intervalu) Spojitd
funkce na kompaktnim intervalu je na ném integrovatelnd.

3 Trojny integral pies méritelnou mnozZinu

mnozinach nez je interval (= kvadr). Radi bychom integrovali na mnohosténech,
vélcich, koulich, obecné na mnozinach, jejichz hranice je urc¢ena grafy spojitych
funkci dvou proménnych. Obecné, budeme integrovat (omezené) funkce pies
takové mnoziny, u kterych umime urcit jejich ,,obsah.“ Obsah omezené mnoziny
M C R? zde budeme definovat nasledujicim zptisobem:

Definice 17 Rekneme, 7e mnozina M mé objem (je rektifikovatelna; méa Jordan—
Peantv objem; je jordanovsky mé&Fitelnd; je méfitelnd), jestlize funkce x s je
integrovatelnd na néjakém kompaktnim intervalu I x J x K, pro ktery plati

MclIxJxK.

Objemem (Jordan—Peanovym objemem; Jordanovou mirou; mirou) mnoziny M
rozumime ¢islo

(M) = // X (z,y) dzdydz.
IxXJIJxXK



Poznamka 18 Pfipominam, Ze pro kazdou mnozinu M C R? definujeme tzv.
charakteristickou funkci mnoziny M piredpisem

1 pro (x,y,2) € M,

xar(2,4,2) = {0 pro (x,y,z) &€ M.

Poznamka 19 Jak poznat méfitelnou mnozinu? D4 se dokizat, ze

e mnozina v R? jejiz hranice je tvofena koneénym poctem ploch (tzn. obrazii
kompaktni mnoziny v R? spojitého zobrazeni R? — R?) je méfitelna,

e sjednoceni a prinik kone¢ného pocétu méfitelnych mnozin je méritelna
mnoZzina, rozdil dvou méfitelnych mnozin je méfitelnd mnozina.

Nyni se podivejme na Riemanniv trojny integrél v plné obecnosti.

Definice 20 Necht f : R? — R je omezend na mévitelné mnoziné M C R3.
Definujeme funkci

. _ ) f(zy,2) pro(z,y,2) € M,
fay,z) = {0 pro (x,y,z) & M.

Riemannovym trojngm integrdilem funkce f pies mnoZinu M rozumime integrdl

///IxeK f*(z,y,z)dz dydz

kde M C I x J x K a znacime ho symbolem

// y flz,y,2)dedydz.

Poznamka 21 Je asi jasné, ze v definici 20 nezavisi na vybéru kompaktniho
intervalu I x J x K.

Meéfitelnd mnozina M miize byt pomérné komplikovana. My budeme v
nasich piikladech integrovat jen pfes tzv. normélni obory (jsou zobecnénim
elementérnich oblasti). Budou to opét mé&fitelné mnoziny.

Definice 22 Normalnim z—-oborem rozumime mnoZzinu

{(z,y,2) €R®: (2,y) € BAg(w,y) < z < h(z,y)},
kde B je uzaviena méfitelnd mnozina v R? a g, h : R2 — R jsou spojité na B,
g(x,y) < h(z,y) pro viechna (z,y) € B.

Normélnim y—oborem rozumime mnozinu

{(z,y,2) €R®: (2,2) € BAg(z,2) <z < h(z,1)},



kde B je uzaviena méfitelnd mnozina v R? a g, h : R2 — R jsou spojité na B,
g(z,x) < h(z,z) pro viechna (z,z) € B.
Normaélnim x—oborem rozumime mnoZzinu

{(z,y,2) €R?: (y,2) € BAg(y,2) <z < h(y,2)},
kde B je uzaviena méfitelnd mnozina v R? a g, h : R2 — R jsou spojité na B,

9(y, z) < h(y, z) pro vSechna (y,z) € B.

Poznamka 23 Normalni z—obor méa objem roven

//B(h(z’ y) —9(z,y)) dedy.

Podobné to lze fict o ostatnich normélnich oborech.

4 Vlastnosti trojného integralu

Trojny integral ma stejné vlastnosti jako dvojny integral. V nasledujicich vétach

Véta 24 Necht f, g maji na mévitelné mnoziné M C R? integrdl. Pak

e pro ¢, d € R plati

///Mcf(%y,z) +dg(x,y,2)drdydz = C//Mf(%y,Z) dzdydz

+d/// g(,y,z) drdydz,
M

e funkce f - g md integrdl na M,

o je-li f < g naM, pak

///Mf(x’y’z)dxdydzg///Mg(fC»yaz)dxdydz,

o funkce |f| md integrdl na M a plati

‘///Mf(x,y,z)dxdydz S//M\f(x,y,zﬂdxdydz,

o jelia < f(x,y,2) < 8 pro vSechna (x,y,z) € M, pak

ap(M) < // Mf(x,y) dzdydz < Bu(M).



Véta 25 Jsou-li M, a My méFitelné mnoZiny, int My Nint My = 0 a f md
integrdl na My i Ms, pak f md integrdl na M = My U Ms a plati

///Mf(x,y,z)dgcdydz://M1 f(x,,wz)d:cdydz—k//M2 f(z,y,z)dzdydz.

Véta 26 (o stredni hodnoté) Necht f : R3 — R je integrovatelnd na souvislé
uzavicené mnoziné D. Pak ezistuje &islo ¢ € (m, M), kde m = infy f, M =
supp f tak, Ze

//D f(z,y,2)drdydz = cu(D).

Je-li f na D spojitd, pak existuje bod (¢,1,() € D tak, Ze

//D fla,y, 2)dedydz = f(& 0, Ou(D).

Véta 27 (postacujici podminka integrovatelnosti) Necht f je spojitd na uzdvéru
méritelné mnoziny M C R3. Pak f je integrovatelnd na M.

5 Metody vypoctu

V této kapitole se podivame na efektivni metody vypoctu trojného integralu. V
nasledujici vété si ukdzeme, jak pocitat dvojny integral pies normélni z—obor.

Véta 28 (Fubiniova) Necht f je integrovatelnd na normdlnim z—oboru M C
R3, tj.
M = {(z,y,2) € R*: (z,y) € BAg(w,y) <z < h(z,y)},

kde B je uzavrend mévitelnd mnoZina v R? a g, h : R? — R jsou spojité na
B, g(z,y) < h(z,y) pro viechna (x,y) € B. Ezistuje-li pro kaZdé (x,y) € B

integral
h(z,y)
[ fae e
9(5177?!)

pak plati

//M f(z,y,z)dedydz = //B (/g::;)y) f(m,y,z)dz) dz dy.

Sami si muZete zformulovat Fubiniovu vétu pro ostatni normalni obory (pros-
tou cyklickou zameénou proménnych).

Co vyplyva z Fubiniovy véty pro piipad, kdy je M kompaktni interval?



5.1 Substituce v dvojném integralu

Nékdy muze byt mnoZina pies kterou integrujeme docela komplikovana. Sice
to mize byt i normalni obor, ale popis jeji hranice miize byt pomérné slozity.
Podobné jako u dvojného integréalu si zformulujeme vétu o substituci. Nejprve
uvedeme potiebné definice.

Definice 29 Rekneme, 7e zobrazeni ® : R? — R3 je tiidy ¢! [¢teme: ,tiidy cé
jedna“| na uzaviené mnoziné K C R?, ma-li spojité viechny parciélni derivace
na néjaké oteviené mnoziné G, kteréd je nadmnozinou K.

Definice 30 Nechf D C R? je oteviend mnozina. Zobrazeni ® : R3 — R3
nazveme regularni na D, jestlize

e d je prosté zobrazeni na D,
e ® je t¥idy ¢! na D,
e V®(x,y,z) je regularni matice pro viechna (z,y, z) € D (nebo-li

det(VO(x,y,2)) #0 V(z,y,2) € D).

Poznamka 31 Da se dokézat Ze nasledujici zobrazeni jsou na pfislusnych mnozinéch

regularni (budeme je pak vyuZzivat pii integraci):
e cylindrické soutradnice:

pCOS
(p,p,2) = | psing
z

na intervalu
G={(p,p,2) :p€(—m,m),pe (0,r),z € (—h,h)}
kde r > 0 a h > 0 jsou libovolna ¢&isla (jakobian je roven p),
e sférické souradnice:
7 coS  sin 0
O(r,,0) = | rsinpsind
rcosf
na intervalu

G={(r,p,0): 7€ (0,R),p € (—m,m),0 € (0,7)}

kde R > 0 je libovolné &islo (jakobian je roven 72 sin ).



e zobecnéné stérické souradnice:

ar cos @ sin 0
D(r,p,0) = | brsinpsind
crcos 0

(kde a, b, ¢ > 0 jsou parametry) na intervalu
G={(r,¢,0):r€(0,R),p € (—mm),0 € (0,m)}
kde R > 0 je libovolné &islo (jakobian je roven aber? sin ).
K uvedenym zobrazenim je nutné kreslit obrazky — provedeme na piednésce.
Nyni zformulujeme vétu o substituci.

Véta 32 Necht zobrazeni ® = (®1, Py, ®@3) : R? — R3 je requldrni na mévitelné

oteviené mnoziné D C R3. Necht N C D je mévitelnd mnoZina, M = ®(N) a
funkce f je omezend a spojiti na M. Pak

// Mf(x,y,z) dx dy dz

- ///N F (@1 (u0,w), @ (1,0, w), 5w, v, w)) [ VE(u, v, w)| dudv du.

6 Nékteré aplikace trojné integralu

6.1 Hmotnost télesa

Udava-li o(z,y, z) hustotu télesa M C R3 (M je méfitelnd mnozina), pak jeji
hmotnost je rovna
h(M) = /// o(x,y,z)dedydz
M

6.2 Vypocet statickych momenti télesa vzhledem k osam,
rovinim

viz literaturu...

6.3 Vypocdet momentu setrva¢nosti télesa

viz literaturu...

7 Vicerozmérny integral

Jisté by po pfednaskach o dvojném a trojném integralu nebyl pro vas problém
nadefinovat a zformulovat zakladni vlastnosti n—rozmérného integralu — tento
obecny piipad najdete v doporucené literatufe.
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