Matematickd analyza KMA /MA2I
Ciselné rady

1 Uvod

Na této prednasce se budeme bavit o s¢itani nekone¢ného (pfesnéji: spocet-
ného) mnozstvi redlnych ¢isel. Nebude to jen pro zabavu (jak by se mohlo
zdat 7z nasledujiciho piikladu). Pomoci ¥ad (¢isel, funkei) jsou definovana rizna
dilezita iracionalni ¢isla, budeme umét piiblizné vypocitat primitivni funkce,
pro jejichz vyjadieni nemame klasické nastroje (tfeba taky proto, Ze tyto prim-
itivni funkce se nedaji zapsat pomoci elementarnich funkci).

Piiklad 1 (Achilles a 7elva) Achilles ma zavodit se Zelvou v b&hu na 100 m.
Protoze je desetkrat rychlejsi nez zelva, da ji desetimetrovy naskok. Po odstar-
tovani podle o¢ekdvani bézi 10x rychleji a za¢né ji dohanét. Oviem v okamziku,
kdy dobéhne k mistu odkud odstartovala Zelva, ta mezitim ubé&hla jeden metr a
tedy v okamziku, kdy je Achilles na 10. metru, Zelva je na 11. metru. Jakmile
dobéhne Achilles i tam, Zelva je opét o néco dal. Takovym zpusobem lze argu-
mentovat do nekonetna — vypada to tak, Ze Achilles Zelvu nemuZe nikdy dohonit.

Regeni. V okamziku startu méla Zelva naskok 10 metrit. Jakmile Achilles tuto
vzdalenost ubéhl, zelva méla néaskok jiz pouze 1 metr. Jakmile Achilles ubéhl
i tento 1 metr, Zelva méla naskok 0,1 metru. Jakmile Achilles ubé&hl i tento
decimetr, Zelva méla naskok 0,01 metru. atd... Lze tedy ocekavat, ze Achilles
by dobéhl zelvu az na

10+1+4+0,1+0,01+... metru.

Vsimnéte si, ze jde o soucet nekonecného mnozstvi ¢isel. Diive se mélo za to,
ze soucet nekone¢ného mnozstvi ¢isel nemiize byt konecné ¢islo. To by pak
znamenalo, Ze Achilles opravdu nemuze Zelvu dohonit. My ovSem vime (jde o
soucet geometrické fady - viz dale), Ze plati

104+140,14+0,0l4...=11,1=11 metru.

Neg i

Achilles dobéhne Zelvu na 11, 1. metru.

http://fyzmatik.pise.cz/77253-paradox-achilles-a-zelva.html
http://www.youtube.com/watch?v=c6Wehv4y150&feature=related



2 Zakladni pojmy

Definice 2 Necht {a,}2, je posloupnost redlnych Cisel. Radou redlnych Eisel
budeme rozumét symbol

oo
E a, nebo ai;+as+ag+...
n=1
Posloupnost {s,}>2 ; definovanou vztahy
S1=ay, S2=a1+az, ...,8,=a1+...+an, ...

sz P ~ a v o M (o] v . . s
nazyvame posloupnosti ¢asteénych soucét ggdy > nq Gn. Jestlize existuje vlastni
limita lim,, o s, = s, flkdme, Ze fada )~ , a,, konverguje a ma soucet s (pak

s o0 ~_ 2 >z ~ Mz1.2 ~ ~ . -
piSeme Y~ | a, = s). V opa¢ném piipadé fikame, ze fada diverguje.

Poznamka 3 Cislo s, nazyvame n—tym ¢asteénym souctem fady Y o | an.
Poznamka 4 Mohou tedy nastat pouze tyto ¢tyfi situace:

e s € R — fada konverguje,

e s = oo — fada diverguje k oo,

e s = —oo — fada diverguje k —oo,

e lim s, neexistuje — fada osciluje.
n—oo

Nés bude v dalsim zajimat hlavné jestli fada konverguje nebo ne, pfi¢emz hod-
nota jejiho souc¢tu nebude az tak dilezitd — taky z toho duvodu, Ze urceni jeji
presné hodnoty je v mnoha piipadech extrémné slozité.

Piiklad 5 Jednou z maéla ¢iselnych fad, o jejiz konvergenci mame tplnou in-
formaci je fada geometricka, tzn. fada ve tvaru

o0 o0
a+aqg+aq® +ag®+ ... = Zaq"‘1<: Zaq")
n=1 n=0

kde a # 0, g # 0 jsou realné parametry.
Rozligime dva piipady:

(a) ¢ =1. Pak
i“ w1 [ o0 kdyz a >0,
—~ T 7\ —x kdyz a <0,

(b) g # 1. Pak lze psat

1l-¢ 1-q¢" a a

8p = ataq+t.. +aq"t = a(l+q+. . +¢" )

n

1fq_a17q _1fq_1qu'



Je zfejmé, Ze existence a piipadnd hodnota limity lim, . s, zavisi na
lim ¢".
n—oo

Z predchoziho semestru vime, ze

00 q>1,

. 1 g=1
n __ b
am gt =9 g gl < 1,

neexistuje q < —1.

Z bodu (a) a (b) dohromady dostavame

00 q>1,
) 00 gq=1ANa>0,
Zaq"ﬂ: —00 g=1Na<0,
a
n=1 14 |q|<1,

fada osciluje ¢ < —1.
Piiklad 6 Urcete soucet fady
P
—nmn+1)
Reseni. Plati

1 1

1
Ry R

N | =
Wl =

Pak
Zan = lim s, =1.
el n—oo

Véta 7 (Nutnd podminka konvergence) Jestlize vada > - | a, konverguje, pak

n=1
lim a, =0.
n—oo

=1"n

Dikaz. Necht Y ° | a_konverguje, pak lim s, =s € R. Pak
n— oo

lim a, = lim (s, — $,—1) = lim s, — lim s,_1 =s—s=0.
n—oo n—oo n—oo n—oo



Priiklad 8 Vysetiete konvergenci fady
(o)
>
n=1

Regeni. Kdyby fada konvergovala, musela by byt limita lim n? rovna nule.
n— oo

To ovSem neni splnéno, protoze

lim n? = co.
n—oo

Rada nekonverguje.

Priiklad 9 Vysetiete konvergenci fady

o0

> (-1

n=1
Regeni. Kdyby fada konvergovala, musela by byt limita lim (—1)"n? rovna

n—o0
nule. To ovéem nenf splnéno, protoze lim (—1)"n? viibec neexistuje.
n—o0

Poznamka 10 Naopak toto tvrzeni neplati. Napiiklad tzv. harmonicka rada
> !
n=1 n

1
diverguje k oo, pfitom lim — = 0.
n—,oo N

Vé&ta 11 Necht p € N. Pak fady 327 an a 3207 . ay, soucasné konverguji
nebo diverquji. Jestlize konverguji, pak

o0
ap =a1+...+ap+ E Ay, -
1 n=p+1

NE

n

Dikaz. Tvrzeni véty je jasné z faktu, Ze
Sp=a1+...+tap+t,_p pron>p,
kde s,, je n-ty Castecny soudet fady > oo, ay, a t, je n-ty Castecny soucet rady
o0

Zn:p-{-l Qn -
O

Véta 12 (Bolzanova—Cauchyova podminka konvergence Fady) Rada S an
konverguje pravé tehdy, kdyZ jeji posloupnost cdastecnijch soucti je cauchyovskd,
tzn.

(Ve > 0)(Ing e N)(Vn,p e N)(n > ng = |ant1+ ...+ anyp| <€)



Diikaz.  Tvrzeni je ziejmé z Bolzanovy—Cauchyovy podminky pro konvergenci
posloupnosti a faktu, Ze

|Sn+p — Sn| = |@nt1 + ... + anip| pPron,peN,
kde s,, je n—ty ¢astetny soucet fady > o | a,. O

Vé&ta 13 Necht > >~ ja, =s € R, Y 2 b, =t € R jsou konvergentni ¢iselné
Fady. Pak Fada Y- (a, +b,) je konvergenini a jeji soucet je roven s + t.

Necht > 1 a, = s € R, k € R. Pak > " | ka, konverguje a jeji soucet je
roven k - s.

Dikaz tohoto tvrzeni je opét jednoduchy.

3 Rady s nezapornymi &leny

Radou s nezépornymi ¢leny rozumime fadu .~ ; a,, kde a, > 0 pro kazdé
n € N. Je jasné, ze pak pro ¢astecné soucty plati

Sn+1 = Ap+1 + Sp = Sp, pro kazdé n € N,

tedy {s,}5°, je neklesajici posloupnost. Z pfedchoziho semestru vime, Ze takova
posloupnost ma vzdy limitu, a to bud vlastni nebo nevlastni. Rady s neza-
pornymi ¢leny jsou tedy bud konvergentni nebo diverguji k co. Je
asi jasné, ze to je urceno tim, jestli je posloupnost ¢asteénych sou¢ti omezené
(shora) nebo ne.

Bude nas zejména zajimat, zda dana fada konverguje ¢i ne. K tomu nam
poslouzi nekolik nasledujicich kritérii (testii, postacujicich podminek).

Vé&ta 14 (srovndvaci kritérium) Necht 7 an, > oo, by jsou Fady s nezd-
pornymi ¢leny a plati

an <b, VYneN. (1)
Pak plati:
Konverguje-li fada Y, b,, pak konverguje rada Y " | an.
Diverguje-li ¥ada >, a,, pak diverguje Fada y > | by,.

Diikaz. Oznacme {s,}52 1, {tn}52, posloupnosti ¢astetnych souctu fad
> ny Doney by. Z podminky (1) plyne, ze

Sp=a1+...+a, <by+...+b,=1t, prokazdén e N.

Pak

lim s, < lim t,.
n—oo n—roo

Odtud jiz plyne tvrzeni véty. O



Poznamka 15 Predchozi véta plati i v piipadé, zaménime-li pfedpoklad (1)
predpokladem

an, < b, pro skoro vSechna n € N.
Priklad 16 Dokazte, Ze

=1
2

konverguje.

Reseni. Protoze
n! > 2" pro kazdé n > 4.

Pak ziejmé

1
n!
Protoze fada 270:;1 QL je konvergentni geometricka fada, konverguje podle pred-

chozi véty a poznamky i vySetfovana rada.

Vé&ta 17 (limitni srovndvaci) Necht> " an, > oo, by, jsou Fady s nezdporngmi
cleny a existuje limita
lim o = L.
n—oo n
Pak plati:
Je-li L < 0o a fada Y, b, konverguje, pak Fada Y -, a, konverguje.
Je<li L >0 a fada )", | b, diverguje, pak fada Y ", a, diverguje.

Dikaz. Dokézeme jen prvni ¢ast. Necht L < oo a fada 220:1 b, konverguje.
Z limitni podminky plyne, ze k danému € > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé
n € N plati implikace

n>ny — L—e<Zl<L+e
a tedy
an < (L + €)b, pro kazdé n > ng.

Protoze fada > -, b, konverguje, konverguje i fada > - (L + €)b, a podle
predchozi véty (a poznamky) i fada > 7 ay. O

n=1

Piiklad 18 Rozhodnéte o konvergenci rady
i sin s
2n’

n=1

7 € (0,7), plati sin 7= > 0 a tedy jde o fadu s nezapornymi

Reseni. Protoze o

Cleny. Navic plati

Sin - . singy
T = lim
b oo gm

lim
n— o0

m=m € (0,00).



o) 1

Rada tedy konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje geometricka fada )~ 5.
O té ovSem jiz vime, Ze je konvergentni.

Vé&ta 19 (odmocninové kritérium — Cauchyovo) Necht Y | a,, je fada s nezd-
porngmi éleny.
(i) Jestlize existuje g € (0,1) tak, Ze

Ya, <q<1 pro skoro vSechnan € N (2)

pak Fada Y7 | a, konverguje.
(i) Jestlize ezistuje

Yan, > 1  pro nekonecné mnoho n € N
pak fada >~ a, diverguje.
Dikaz.  (jen pro (i)) Plati-li (2), pak zfejmeé také plati
an, < q" pro skoro viechna n € N.

Z piedpokladu plyne, Ze Y 2 | ¢" je konvergentni a podle srovnéavaciho kritéria
dostévame, ze Y- | a, konverguje. O

Véta 20 (limitni odmocninové kritérium) Necht 3 a, je Fada s nezdporngmi
cleny. Necht existuje
L= lim a,.

n—oo

Pak plati:
(a) Je-li L € (0,1), pak Fada Y.~ | a, konverguge.
(b) Je=li L > 1, pak Fada Y, a, diverguge.

Dikaz. Je-li L € (0,1), pak z definice limity posloupnosti existuje ¢ € (L, 1)

takové, Ze pro skoro vSechna n € N plati {/a, < ¢. Z véty 19 pak plyne, Ze fada

konverguje.

Je-li L > 1, pak opét z definice limity posloupnosti plati {/a, > 1 pro skoro

vSechna n € N. Pak opét z véty 19 plyne, ze fada diverguje. O
Dalsim kritériem je podilové kritérium — d’Alembertovo. Zminime pouze

jeho limitni verzi.

Véta 21 (limitni podilové kritérium) Necht > a, je Fada s kladngmi éleny.

Necht existuje
L= lim 2L

n—0oo (A

Pak plati:
(a) Je-li L € (0,1), pak rada Y., a, konverguje.
(b) Je-li L > 1, pak fada Y, | a, diverguje.



Vé&ta 22 (limitni Raabeho kritérium) Necht " a,, je Fada s kladnymi cleny.
Necht existuje
L = lim n(l—anﬂ)
n—o0 ay
Pak plati:

(a) Je-li L € (0,1), pak Fada Y_.> | a,, diverguje.
(b) Je—li L > 1, pak Fada Y, a, konverguje.

Nasledujici kritérium méa pékny geometricky vyznam.

Véta 23 (integrdlni kritérium) Necht [ je nezdpornd nerostouci redlnd funkce

na intervalu (1,00), oznacme a, = f(n) pro kazdé n € N. Pak fada )", | a,

konverguje praveé tehdy, kdyZ konverguje nevlastni integrdl

/1 ~ fw) da.

1
> =
n=1

konverguje pro a > 1 a diverguje pro o < 1.

Priklad 24 Dokazte, ze fada

. 1
Reseni. Je-li a < 0, pak lim — > 0, tedy neni splnéna nutnd podminka
n—oo N

konvergence. Rada pro a < 0 diverguje. Nyni uvazujme « > 0. UvaZzujme
funkei f(z) = & na intervalu (1, 00). Plati

1
f(z) = o < 0 ze(l,00)

tzn. f je klesajici na (1, 00). Navic plati

f(n) = ~vneN.

no
Pak podle integrélntho kritéria zavisi konvergence ¢i divergence nasi fady na
integralu

Pro a =1 plati

Pro « # 1 plati

/widx— 1 * (oo pro ace(0,1),
= |l 7o T 1
1 a (1—-a)zo=t], —— bro a>1



4 Rady s libovolnymi ¢leny

4.1 Alternujici fady
Definice 25 Rada >0 | an se nazyva alternujici, jestlize
Sgnan4+1 = —sgna, prokazdén e N.

Pro vySetfeni konvergence alternujicich fad plati toto jednoduché tvrzeni.

Vé&ta 26 (Leibnizovo kriterium) Necht {a,}52 1 je nerostouci posloupnost klad-
nyjch c¢isel. Pak alternugici vada . (—1)""ta,, konverguje prdvé tehdy, kdyz

lim a, = 0.
n—oo

4.2 Absolutni a relativni konvergence
Vé&ta 27 Necht) " a, je fada. Jestlize konverguje Fada > -, |a,|, pak kon-

verguje Tada > - | Qp.
Diikaz. Pouzijeme Bolzanovu—Cauchyovu podminku. Z ni a konvergence

>0 1 lan| plyne, ze pro kazdé e > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé n,p € N
plati
nzng = |lant1]+ ...+ |anip|| <e€

Protoze
lan+1 + .o+ @ngp| <lanta] + .o+ langpl = [lanta| + .o+ |anspl]
konverguje i fada Y7 | ay. O

Poznamka 28 VySetiujeme-li tedy konvergenci fady s libovolnymi ¢leny 220:1 an
miizeme misto nf vySetfovat fadu Y, |a,|. Pokud tato bude konvergentni, z
piedchozi véty plyne, Ze bude konvergovat i fada Y .., a,. VSimnéte si, ze
fada Y7 | |as| je fada s nezapornymi ¢leny — miZeme na ni pouZit kritéria z
piedchozi kapitoly (a to je ten divod pro¢ jsme se nejprve omezili na fady s
nezapornymi ¢leny).

Pozor: Jestlize > - | |a,| = oo, pak z toho neplyne, ze fada > -, a,, musi
divergovat (piip. oscilovat).

Definice 29 Jestlize fada ) | |a,| konverguje, fikdme, ze fada ) - | a, kon-
verguje absolutné. Jestlize Y~ | |a,| = oo a pFitom Fada Y ., a, konverguje,
iikéme, Ze fada Y- | a, konverguje relativné (neabsolutné).

Ptiklad 30 Rada Y>>, (—1)""'L konverguje relativng, protoze

n=1 n

I T S S
n n

n=1 n=1

o0



a pritom se da dokazat, ze

> 1
—1)" 12 =m2.
; ) =In

Dalsi kritéria pro fady s libovolnymi ¢leny: Abelovo, Dirichletovo (domaci
akol).

5 Prerovnavani rad

Definice 31 Necht > 7, a, je Fada, k : N — N je bijekce. Pak ifkdme, Ze Fada
> e Gi(n) vznikla prerovnanim fady > | a,.

Poznamka 32 Zobrazeni k z pfedchozi definice je vlastné posloupnost pfirozenych
Cisel. Proto si dovolime psat k,, namisto k(n).

Piiklad 33 Uvazuje fadu

ia _y i—1+1+1+i+i+i+
L on 2 4 8 16 32 64

n=1 n=1

Vezmeme-li
{kn}o2q + 2,1,4,3,6,5,8,7,10,9,...

n=1

pak prerovnand fada je nasledujici

> 1 1 1 1 1
;akn—4+2+16+8+64+...

Piirozené vzniki otazka zda pierovnanim konvergentni fady vznikne opét
konvergentni fada. A pokud ano, je jejich soucet shodny? Kdybychom séitali
konec¢ny pocet ¢isel, odpovéd by byla samoziejmé kladna. OvSem u nekoneénych
tad to jiz obecné neplati. Viz néasledujici dvé véty. Prvni fik4, ze absolutné kon-
vergentni fadu miZzeme pierovnat jak chceme a vzdy dostaneme stejny soucet.
Druha véta tika, Ze relativné konvergentni fadu muzeme vzdy preuspoiadat tak,
aby konvergovala (divergovala) k libovolnému ¢islu.

Véta 34 Necht je rada > | a,, absoluiné konvergenini. Pak kazdé prerovndni

oo | ak, je také absolutné konvergentni a plati

[e'S) o0
E ap = E akn.
n=1 n=1

Vé&ta 35 (Riemannova) Necht je fada y ", | a,, relativné konvergentni, a € R*.
Pak existuje prerovndni fady >, ay, tak, Ze

0o
E ak, = a.
n=1

10



6 Soucin rad
Kromé s¢itani bychom jesté radi uméli fady nasobit. To jiz neni tak jednoduché.

Uvazujme ¢isla aq, ..., am, b1,...,b,. Pak

(Xm:az)( nlbj> =(a1+...+ap) (bi+...+b,)

i1 j=
=a1by +a1bs + ... +a1b, +asbi + ...+ anby,.

Soucin téchto dvou souétu je roven souctu vSech prvki tvaru
abj, proi=1,....m, j=1,...,n

Podobné budeme postupovat u soucinu fad

oo o0
E ag, E bj.
i=1 j=1

7 piedchozi uvahy se zda byt rozumné, definovat jejich soucin jako soucet vSech
Cisel tvaru
ab; proi=1,2,...,j=12,...,

tzn. soucet c¢leni ,,nekone¢né matice
aiby, aiby, aibs,

azby, asby, agbs,
asbi, asby, asbs,

Prvki v této ,,matici je spocetné mnoho — lze je tedy usporadat do posloup-
nosti (oznacime ji {c,}52 ) a secist jeji prvky (tzn. urcit soucet Y -, cy).

Jsou-li fady > 7 a, a Y. b, absolutné konvergentni, plati ocekévané
tvrzeni.

Véta 36 Necht fady > > a, = a, > .o b, = b konverguji absolutné. Pak

n=1
libovolny soucin Y., ¢, téchto Fad konverguje absolutné a plati

oo
E ¢, =a-b.
n=1

Diikaz. viz Dogla, Novak, str. 33. O

11



Poznamka 37 Absolutni konvergence fad Y -~ @y, > ooy by je pomérné silny
predpoklad. Predchozi véta fika, ze at seCteme vSechny ¢isla a;b; jakkoliv (tzn.
v jakémkoliv poradi — jakkoliv je preusporadéme - viz kapitolu o pferovnéani
fad), vysledna fada bude mit o¢ekdvanou hodnotu souétu.

Tohoto vysledku jsme schopni dosdhnout i bez predpokladu absolutni kon-
vergence fad, oviem na tkor toho, Ze jiz nemuzeme fady scitat naprosto libo-
volné.

.. - v ~ o0 oo z ~ oo
Dirichletovgm soucinem fad Y~ | an, » ., by rozumime fadu )~ ¢, defi-

n=1
novanou
¢n = arb, +asb, +...+a,b, +apb,_1...+ a,b;.

- - v o0 o0 2 ~ o0
Cauchyovym soucinem fad Y~ | an, y, _; by rozumime fadu )~ , ¢, defino-
vanou

Cn = a1by +agby_1 + ...+ ap_1bs + ayby.

Véta 38 Necht'y .- an =a, Y .o, b, =b jsou konvergentni fady a Y, ¢y
je jejich Dirichletiv souc¢in. Pak Y .~ | ¢, je konvergenini a plati

o0
g cp=a-b.
n=1

Diikaz.  Oznacme {t,}5° 1, {wn}52 4, {sn}22, posloupnosti ¢asteénych soucti
fad D07 @y Yo0rq bny Done ) Cn. Snadno se spotita, ze

Sp =tn - w, pro kazdé n € N.
Z ptedpokladid lim t, =a a lim w, = b plyne
n—oo n—oo

lim s, =a-b.
n—oo
O
Véta 39 (Mertensenova) Necht > 7 an, = a, Y., by, = b jsou konvergentni
Fady, alespoti jedna z nich je absolutné konvergentni ay .| ¢, je jejich Cauchyiv
souc¢in. Pak Y " | ¢, je konvergentni a plati

oo
E ¢, =a-b.
n=1
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