
Matematická analýza KMA/MA2I
�íselné °ady

1 Úvod

Na této p°edná²ce se budeme bavit o s£ítání nekone£ného (p°esn¥ji: spo£et-
ného) mnoºství reálných £ísel. Nebude to jen pro zábavu (jak by se mohlo
zdát z následujícího p°íkladu). Pomocí °ad (£ísel, funkcí) jsou de�nována r·zná
d·leºitá iracionální £ísla, budeme um¥t p°ibliºn¥ vypo£ítat primitivní funkce,
pro jejichº vyjád°ení nemáme klasické nástroje (t°eba taky proto, ºe tyto prim-
itivní funkce se nedají zapsat pomocí elementárních funkcí).

P°íklad 1 (Achilles a ºelva) Achilles má závodit se ºelvou v b¥hu na 100 m.
Protoºe je desetkrát rychlej²í neº ºelva, dá ji desetimetrový náskok. Po odstar-
tování podle o£ekávání b¥ºí 10x rychleji a za£n¥ ji dohán¥t. Ov²em v okamºiku,
kdy dob¥hne k místu odkud odstartovala ºelva, ta mezitím ub¥hla jeden metr a
tedy v okamºiku, kdy je Achilles na 10. metru, ºelva je na 11. metru. Jakmile
dob¥hne Achilles i tam, ºelva je op¥t o n¥co dál. Takovým zp·sobem lze argu-
mentovat do nekone£na � vypadá to tak, ºe Achilles ºelvu nem·ºe nikdy dohonit.

�e²ení. V okamºiku startu m¥la ºelva náskok 10 metr·. Jakmile Achilles tuto
vzdálenost ub¥hl, ºelva m¥la náskok jiº pouze 1 metr. Jakmile Achilles ub¥hl
i tento 1 metr, ºelva m¥la náskok 0,1 metru. Jakmile Achilles ub¥hl i tento
decimetr, ºelva m¥la náskok 0,01 metru. atd... Lze tedy o£ekávat, ºe Achilles
by dob¥hl ºelvu aº na

10 + 1 + 0, 1 + 0, 01 + . . . metru.

V²imn¥te si, ºe jde o sou£et nekone£ného mnoºství £ísel. D°íve se m¥lo za to,
ºe sou£et nekone£ného mnoºství £ísel nem·ºe být kone£né £íslo. To by pak
znamenalo, ºe Achilles opravdu nem·ºe ºelvu dohonit. My ov²em víme (jde o
sou£et geometrické °ady - viz dále), ºe platí

10 + 1 + 0, 1 + 0, 01 + . . . = 11, 1̄ = 11
1

9
metru.

Achilles dob¥hne ºelvu na 11, 1̄. metru.

http://fyzmatik.pise.cz/77253-paradox-achilles-a-zelva.html

http://www.youtube.com/watch?v=c6Wehv4y150&feature=related
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2 Základní pojmy

De�nice 2 Nech´ {an}∞n=1 je posloupnost reálných £ísel. �adou reálných £ísel
budeme rozum¥t symbol

∞∑
n=1

an nebo a1 + a2 + a3 + . . .

Posloupnost {sn}∞n=1 de�novanou vztahy

s1 = a1, s2 = a1 + a2, . . . , sn = a1 + . . .+ an, . . .

nazýváme posloupností £áste£ných sou£t· °ady
∑∞
n=1 an. Jestliºe existuje vlastní

limita limn→∞ sn = s, °íkáme, ºe °ada
∑∞
n=1 an konverguje a má sou£et s (pak

pí²eme
∑∞
n=1 an = s). V opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe °ada diverguje.

Poznámka 3 �íslo sn nazýváme n�tým £áste£ným sou£tem °ady
∑∞
n=1 an.

Poznámka 4 Mohou tedy nastat pouze tyto £ty°i situace:

• s ∈ R � °ada konverguje,

• s =∞ � °ada diverguje k ∞,

• s = −∞ � °ada diverguje k −∞,

• lim
n→∞

sn neexistuje � °ada osciluje.

Nás bude v dal²ím zajímat hlavn¥ jestli °ada konverguje nebo ne, p°i£emº hod-
nota jejího sou£tu nebude aº tak d·leºitá � taky z toho d·vodu, ºe ur£ení její
p°esné hodnoty je v mnoha p°ípadech extrémn¥ sloºité.

P°íklad 5 Jednou z mála £íselných °ad, o jejíº konvergenci máme úplnou in-
formaci je °ada geometrická, tzn. °ada ve tvaru

a+ aq + aq2 + aq3 + . . . =

∞∑
n=1

aqn−1
(

=

∞∑
n=0

aqn
)
,

kde a 6= 0, q 6= 0 jsou reálné parametry.
Rozli²íme dva p°ípady:

(a) q = 1. Pak
∞∑
n=1

aqn−1 =

{
∞ kdyº a > 0,
−∞ kdyº a < 0,

(b) q 6= 1. Pak lze psát

sn = a+aq+. . .+aqn−1 = a(1+q+. . .+qn−1)
1− q
1− q

= a
1− qn

1− q
=

a

1− q
− a

1− q
qn.
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Je z°ejmé, ºe existence a p°ípadná hodnota limity limn→∞ sn závisí na

lim
n→∞

qn.

Z p°edchozího semestru víme, ºe

lim
n→∞

qn =


∞ q > 1,
1 q = 1,
0 |q| < 1,
neexistuje q ≤ −1.

Z bod· (a) a (b) dohromady dostáváme

∞∑
n=1

aqn−1 =


∞ q > 1,
∞ q = 1 ∧ a > 0,
−∞ q = 1 ∧ a < 0,
a

1−q |q| < 1,

°ada osciluje q ≤ −1.

P°íklad 6 Ur£ete sou£et °ady

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

�e²ení. Platí

sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n+ 1)
=

1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ . . .+

1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

Pak

∞∑
n=1

an = lim
n→∞

sn = 1.

V¥ta 7 (Nutná podmínka konvergence) Jestliºe °ada
∑∞
n=1 an konverguje, pak

lim
n→∞

an = 0.

D·kaz. Nech´
∑∞
n=1 an konverguje, pak lim

n→∞
sn = s ∈ R. Pak

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn − sn−1) = lim
n→∞

sn − lim
n→∞

sn−1 = s− s = 0.

�
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P°íklad 8 Vy²et°ete konvergenci °ady

∞∑
n=1

n2

�e²ení. Kdyby °ada konvergovala, musela by být limita lim
n→∞

n2 rovna nule.

To ov²em není spln¥no, protoºe

lim
n→∞

n2 =∞.

�ada nekonverguje.

P°íklad 9 Vy²et°ete konvergenci °ady

∞∑
n=1

(−1)nn2

�e²ení. Kdyby °ada konvergovala, musela by být limita lim
n→∞

(−1)nn2 rovna

nule. To ov²em není spln¥no, protoºe lim
n→∞

(−1)nn2 v·bec neexistuje.

Poznámka 10 Naopak toto tvrzení neplatí. Nap°íklad tzv. harmonická °ada

∞∑
n=1

1

n

diverguje k ∞, p°itom lim
n→∞

1

n
= 0.

V¥ta 11 Nech´ p ∈ N. Pak °ady
∑∞
n=1 an a

∑∞
n=p+1 an sou£asn¥ konvergují

nebo divergují. Jestliºe konvergují, pak

∞∑
n=1

an = a1 + . . .+ ap +

∞∑
n=p+1

an.

D·kaz. Tvrzení v¥ty je jasné z faktu, ºe

sn = a1 + . . .+ ap + tn−p pro n > p,

kde sn je n�tý £áste£ný sou£et °ady
∑∞
n=1 an a tn je n�tý £áste£ný sou£et °ady∑∞

n=p+1 an.
�

V¥ta 12 (Bolzanova�Cauchyova podmínka konvergence °ady) �ada
∑∞
n=1 an

konverguje práv¥ tehdy, kdyº její posloupnost £áste£ných sou£t· je cauchyovská,
tzn.

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n, p ∈ N)(n ≥ n0 =⇒ |an+1 + . . .+ an+p| < ε)
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D·kaz. Tvrzení je z°ejmé z Bolzanovy�Cauchyovy podmínky pro konvergenci
posloupností a faktu, ºe

|sn+p − sn| = |an+1 + . . .+ an+p| pro n, p ∈ N,

kde sn je n�tý £áste£ný sou£et °ady
∑∞
n=1 an. �

V¥ta 13 Nech´
∑∞
n=1 an = s ∈ R,

∑∞
n=1 bn = t ∈ R jsou konvergentní £íselné

°ady. Pak °ada
∑∞
n=1(an + bn) je konvergentní a její sou£et je roven s + t.

Nech´
∑∞
n=1 an = s ∈ R, k ∈ R. Pak

∑∞
n=1 kan konverguje a její sou£et je

roven k · s.

D·kaz tohoto tvrzení je op¥t jednoduchý.

3 �ady s nezápornými £leny

�adou s nezápornými £leny rozumíme °adu
∑∞
n=1 an, kde an ≥ 0 pro kaºdé

n ∈ N. Je jasné, ºe pak pro £áste£né sou£ty platí

sn+1 = an+1 + sn ≥ sn pro kaºdé n ∈ N,

tedy {sn}∞n=1 je neklesající posloupnost. Z p°edchozího semestru víme, ºe taková
posloupnost má vºdy limitu, a to bu¤ vlastní nebo nevlastní. �ady s nezá-
pornými £leny jsou tedy bu¤ konvergentní nebo divergují k ∞. Je
asi jasné, ºe to je ur£eno tím, jestli je posloupnost £áste£ných sou£t· omezená
(shora) nebo ne.

Bude nás zejména zajímat, zda daná °ada konverguje £i ne. K tomu nám
poslouºí n¥kolik následujících kritérií (test·, posta£ujících podmínek).

V¥ta 14 (srovnávací kritérium) Nech´
∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn jsou °ady s nezá-

pornými £leny a platí
an ≤ bn ∀n ∈ N. (1)

Pak platí:
Konverguje�li °ada

∑∞
n=1 bn, pak konverguje °ada

∑∞
n=1 an.

Diverguje�li °ada
∑∞
n=1 an, pak diverguje °ada

∑∞
n=1 bn.

D·kaz. Ozna£me {sn}∞n=1, {tn}∞n=1 posloupnosti £áste£ných sou£t· °ad∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn. Z podmínky (1) plyne, ºe

sn = a1 + . . .+ an ≤ b1 + . . .+ bn = tn pro kaºdé n ∈ N.

Pak
lim
n→∞

sn ≤ lim
n→∞

tn.

Odtud jiº plyne tvrzení v¥ty. �
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Poznámka 15 P°edchozí v¥ta platí i v p°ípad¥, zam¥níme�li p°edpoklad (1)
p°edpokladem

an ≤ bn pro skoro v²echna n ∈ N.

P°íklad 16 Dokaºte, ºe
∞∑
n=1

1

n!

konverguje.

�e²ení. Protoºe
n! ≥ 2n pro kaºdé n ≥ 4.

Pak z°ejm¥
1

n!
≤ 1

2n
pro kaºdé n ≥ 4.

Protoºe °ada
∑∞
n=1

1
2n je konvergentní geometrická °ada, konverguje podle p°ed-

chozí v¥ty a poznámky i vy²et°ovaná °ada.

V¥ta 17 (limitní srovnávací) Nech´
∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn jsou °ady s nezápornými

£leny a existuje limita
lim
n→∞

an
bn

= L.

Pak platí:
Je�li L <∞ a °ada

∑∞
n=1 bn konverguje, pak °ada

∑∞
n=1 an konverguje.

Je�li L > 0 a °ada
∑∞
n=1 bn diverguje, pak °ada

∑∞
n=1 an diverguje.

D·kaz. Dokáºeme jen první £ást. Nech´ L < ∞ a °ada
∑∞
n=1 bn konverguje.

Z limitní podmínky plyne, ºe k danému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro kaºdé
n ∈ N platí implikace

n ≥ n0 =⇒ L− ε < an
bn

< L+ ε

a tedy
an < (L+ ε)bn pro kaºdé n ≥ n0.

Protoºe °ada
∑∞
n=1 bn konverguje, konverguje i °ada

∑∞
n=1(L+ ε)bn a podle

p°edchozí v¥ty (a poznámky) i °ada
∑∞
n=1 an. �

P°íklad 18 Rozhodn¥te o konvergenci °ady

∞∑
n=1

sin
π

2n
.

�e²ení. Protoºe π
2n ∈ (0, π), platí sin π

2n > 0 a tedy jde o °adu s nezápornými
£leny. Navíc platí

lim
n→∞

sin π
2n

1
2n

= lim
n→∞

sin π
2n

π
2n

π = π ∈ (0,∞).
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�ada tedy konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje geometrická °ada
∑∞
n=1

1
2n .

O té ov²em jiº víme, ºe je konvergentní.

V¥ta 19 (odmocninové kritérium � Cauchyovo) Nech´
∑∞
n=1 an je °ada s nezá-

pornými £leny.
(i) Jestliºe existuje q ∈ 〈0, 1) tak, ºe

n
√
an ≤ q < 1 pro skoro v²echna n ∈ N (2)

pak °ada
∑∞
n=1 an konverguje.

(ii) Jestliºe existuje

n
√
an ≥ 1 pro nekone£n¥ mnoho n ∈ N

pak °ada
∑∞
n=1 an diverguje.

D·kaz. (jen pro (i)) Platí�li (2), pak z°ejm¥ také platí

an ≤ qn pro skoro v²echna n ∈ N.

Z p°edpokladu plyne, ºe
∑∞
n=1 q

n je konvergentní a podle srovnávacího kritéria
dostáváme, ºe

∑∞
n=1 an konverguje. �

V¥ta 20 (limitní odmocninové kritérium) Nech´
∑
an je °ada s nezápornými

£leny. Nech´ existuje
L = lim

n→∞
n
√
an.

Pak platí:
(a) Je�li L ∈ 〈0, 1), pak °ada

∑∞
n=1 an konverguje.

(b) Je�li L > 1, pak °ada
∑∞
n=1 an diverguje.

D·kaz. Je�li L ∈ 〈0, 1), pak z de�nice limity posloupnosti existuje q ∈ (L, 1)
takové, ºe pro skoro v²echna n ∈ N platí n

√
an ≤ q. Z v¥ty 19 pak plyne, ºe °ada

konverguje.
Je�li L > 1, pak op¥t z de�nice limity posloupnosti platí n

√
an > 1 pro skoro

v²echna n ∈ N. Pak op¥t z v¥ty 19 plyne, ºe °ada diverguje. �
Dal²ím kritériem je podílové kritérium � d'Alembertovo. Zmíníme pouze

jeho limitní verzi.

V¥ta 21 (limitní podílové kritérium) Nech´
∑
an je °ada s kladnými £leny.

Nech´ existuje
L = lim

n→∞

an+1

an
.

Pak platí:
(a) Je�li L ∈ 〈0, 1), pak °ada

∑∞
n=1 an konverguje.

(b) Je�li L > 1, pak °ada
∑∞
n=1 an diverguje.
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V¥ta 22 (limitní Raabeho kritérium) Nech´
∑
an je °ada s kladnými £leny.

Nech´ existuje

L = lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
.

Pak platí:
(a) Je�li L ∈ 〈0, 1), pak °ada

∑∞
n=1 an diverguje.

(b) Je�li L > 1, pak °ada
∑∞
n=1 an konverguje.

Následující kritérium má p¥kný geometrický význam.

V¥ta 23 (integrální kritérium) Nech´ f je nezáporná nerostoucí reálná funkce
na intervalu 〈1,∞), ozna£me an = f(n) pro kaºdé n ∈ N. Pak °ada

∑∞
n=1 an

konverguje práv¥ tehdy, kdyº konverguje nevlastní integrál∫ ∞
1

f(x) dx.

P°íklad 24 Dokaºte, ºe °ada
∞∑
n=1

1

nα

konverguje pro α > 1 a diverguje pro α ≤ 1.

�e²ení. Je�li α ≤ 0, pak lim
n→∞

1

nα
> 0, tedy není spln¥na nutná podmínka

konvergence. �ada pro α ≤ 0 diverguje. Nyní uvaºujme α > 0. Uvaºujme
funkci f(x) = 1

xα na intervalu 〈1,∞). Platí

f ′(x) = −α 1

xα+1
< 0 x ∈ 〈1,∞)

tzn. f je klesající na 〈1,∞). Navíc platí

f(n) =
1

nα
∀n ∈ N.

Pak podle integrálního kritéria závisí konvergence £i divergence na²í °ady na
integrálu ∫ ∞

1

1

xα
dx.

Pro α = 1 platí ∫ ∞
1

1

x
dx = [lnx]∞1 =∞.

Pro α 6= 1 platí∫ ∞
1

1

xα
dx =

[
1

(1− α)xα−1

]∞
1

=

{
∞ pro α ∈ (0, 1),
1

α−1 pro α > 1.
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4 �ady s libovolnými £leny

4.1 Alternující °ady

De�nice 25 �ada
∑∞
n=1 an se nazývá alternující, jestliºe

sgn an+1 = − sgn an pro kaºdé n ∈ N.

Pro vy²et°ení konvergence alternujících °ad platí toto jednoduché tvrzení.

V¥ta 26 (Leibnizovo kriterium) Nech´ {an}∞n=1 je nerostoucí posloupnost klad-
ných £ísel. Pak alternující °ada

∑
(−1)n−1an konverguje práv¥ tehdy, kdyº

lim
n→∞

an = 0.

4.2 Absolutní a relativní konvergence

V¥ta 27 Nech´
∑∞
n=1 an je °ada. Jestliºe konverguje °ada

∑∞
n=1 |an|, pak kon-

verguje °ada
∑∞
n=1 an.

D·kaz. Pouºijeme Bolzanovu�Cauchyovu podmínku. Z ní a konvergence∑∞
n=1 |an| plyne, ºe pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro kaºdé n, p ∈ N

platí
n ≥ n0 =⇒ ||an+1|+ . . .+ |an+p|| < ε

Protoºe

|an+1 + . . .+ an+p| ≤ |an+1|+ . . .+ |an+p| = ||an+1|+ . . .+ |an+p||

konverguje i °ada
∑∞
n=1 an. �

Poznámka 28 Vy²et°ujeme�li tedy konvergenci °ady s libovolnými £leny
∑∞
n=1 an

m·ºeme místo ní vy²et°ovat °adu
∑∞
n=1 |an|. Pokud tato bude konvergentní, z

p°edchozí v¥ty plyne, ºe bude konvergovat i °ada
∑∞
n=1 an. V²imn¥te si, ºe

°ada
∑∞
n=1 |an| je °ada s nezápornými £leny � m·ºeme na ni pouºít kritéria z

p°edchozí kapitoly (a to je ten d·vod pro£ jsme se nejprve omezili na °ady s
nezápornými £leny).
Pozor: Jestliºe

∑∞
n=1 |an| = ∞, pak z toho neplyne, ºe °ada

∑∞
n=1 an musí

divergovat (p°íp. oscilovat).

De�nice 29 Jestliºe °ada
∑∞
n=1 |an| konverguje, °íkáme, ºe °ada

∑∞
n=1 an kon-

verguje absolutn¥. Jestliºe
∑∞
n=1 |an| =∞ a p°itom °ada

∑∞
n=1 an konverguje,

°íkáme, ºe °ada
∑∞
n=1 an konverguje relativn¥ (neabsolutn¥).

P°íklad 30 �ada
∑∞
n=1(−1)n−1 1

n konverguje relativn¥, protoºe

∞∑
n=1

|(−1)n−1
1

n
| =

∞∑
n=1

1

n
=∞
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a p°itom se dá dokázat, ºe
∞∑
n=1

(−1)n−1
1

n
= ln 2.

Dal²í kritéria pro °ady s libovolnými £leny: Abelovo, Dirichletovo (domácí
úkol).

5 P°erovnávání °ad

De�nice 31 Nech´
∑∞
n=1 an je °ada, k : N→ N je bijekce. Pak °íkáme, ºe °ada∑∞

n=1 ak(n) vznikla p°erovnáním °ady
∑∞
n=1 an.

Poznámka 32 Zobrazení k z p°edchozí de�nice je vlastn¥ posloupnost p°irozených
£ísel. Proto si dovolíme psát kn namísto k(n).

P°íklad 33 Uvaºuje °adu
∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

1

2n
=

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+

1

32
+

1

64
+ . . .

Vezmeme�li
{kn}∞n=1 : 2, 1, 4, 3, 6, 5, 8, 7, 10, 9, . . .

pak p°erovnaná °ada je následující
∞∑
n=1

akn =
1

4
+

1

2
+

1

16
+

1

8
+

1

64
+ . . .

P°irozen¥ vzniká otázka zda p°erovnáním konvergentní °ady vznikne op¥t
konvergentní °ada. A pokud ano, je jejich sou£et shodný? Kdybychom s£ítali
kone£ný po£et £ísel, odpov¥¤ by byla samoz°ejm¥ kladná. Ov²em u nekone£ných
°ad to jiº obecn¥ neplatí. Viz následující dv¥ v¥ty. První °íká, ºe absolutn¥ kon-
vergentní °adu m·ºeme p°erovnat jak chceme a vºdy dostaneme stejný sou£et.
Druhá v¥ta °íká, ºe relativn¥ konvergentní °adu m·ºeme vºdy p°euspo°ádat tak,
aby konvergovala (divergovala) k libovolnému £íslu.

V¥ta 34 Nech´ je °ada
∑∞
n=1 an absolutn¥ konvergentní. Pak kaºdé p°erovnání∑∞

n=1 akn je také absolutn¥ konvergentní a platí

∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

akn .

V¥ta 35 (Riemannova) Nech´ je °ada
∑∞
n=1 an relativn¥ konvergentní, a ∈ R∗.

Pak existuje p°erovnání °ady
∑∞
n=1 akn tak, ºe

∞∑
n=1

akn = a.
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6 Sou£in °ad

Krom¥ s£ítání bychom je²t¥ rádi um¥li °ady násobit. To jiº není tak jednoduché.

Uvaºujme £ísla a1, . . . , am, b1, . . . , bn. Pak

( m∑
i=1

ai

)( n∑
j=1

bj

)
= (a1 + . . .+ am) · (b1 + . . .+ bn)

= a1b1 + a1b2 + . . .+ a1bn + a2b1 + . . .+ ambn.

Sou£in t¥chto dvou sou£t· je roven sou£tu v²ech prvk· tvaru

aibj , pro i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

Podobn¥ budeme postupovat u sou£inu °ad

∞∑
i=1

ai,

∞∑
j=1

bj .

Z p°edchozí úvahy se zdá být rozumné, de�novat jejich sou£in jako sou£et v²ech
£ísel tvaru

aibj pro i = 1, 2, . . . , j = 1, 2, . . . ,

tzn. sou£et £len· �nekone£né matice�

a1b1, a1b2, a1b3, · · ·
a2b1, a2b2, a2b3, · · ·
a3b1, a3b2, a3b3, · · ·
...

...
...

. . .

Prvk· v této �matici� je spo£etn¥ mnoho � lze je tedy uspo°ádat do posloup-
nosti (ozna£íme ji {cn}∞n=1) a se£íst její prvky (tzn. ur£it sou£et

∑∞
n=1 cn).

Jsou�li °ady
∑∞
n=1 an a

∑∞
n=1 bn absolutn¥ konvergentní, platí o£ekávané

tvrzení.

V¥ta 36 Nech´ °ady
∑∞
n=1 an = a,

∑∞
n=1 bn = b konvergují absolutn¥. Pak

libovolný sou£in
∑∞
n=1 cn t¥chto °ad konverguje absolutn¥ a platí

∞∑
n=1

cn = a · b.

D·kaz. viz Do²lá, Novák, str. 33. �

11



Poznámka 37 Absolutní konvergence °ad
∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn je pom¥rn¥ silný

p°edpoklad. P°edchozí v¥ta °íká, ºe a´ se£teme v²echny £ísla aibj jakkoliv (tzn.
v jakémkoliv po°adí � jakkoliv je p°euspo°ádáme - viz kapitolu o p°erovnání
°ad), výsledná °ada bude mít o£ekávanou hodnotu sou£tu.

Tohoto výsledku jsme schopni dosáhnout i bez p°edpokladu absolutní kon-
vergence °ad, ov²em na úkor toho, ºe jiº nem·ºeme °ady s£ítat naprosto libo-
voln¥.

Dirichletovým sou£inem °ad
∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn rozumíme °adu

∑∞
n=1 cn de�-

novanou
cn = a1bn + a2bn + . . .+ anbn + anbn−1 . . .+ anb1.

Cauchyovým sou£inem °ad
∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn rozumíme °adu

∑∞
n=1 cn de�no-

vanou
cn = a1bn + a2bn−1 + . . .+ an−1b2 + anb1.

V¥ta 38 Nech´
∑∞
n=1 an = a,

∑∞
n=1 bn = b jsou konvergentní °ady a

∑∞
n=1 cn

je jejich Dirichlet·v sou£in. Pak
∑∞
n=1 cn je konvergentní a platí

∞∑
n=1

cn = a · b.

D·kaz. Ozna£me {tn}∞n=1, {wn}∞n=1, {sn}∞n=1 posloupnosti £áste£ných sou£t·
°ad

∑∞
n=1 an,

∑∞
n=1 bn,

∑∞
n=1 cn. Snadno se spo£ítá, ºe

sn = tn · wn pro kaºdé n ∈ N.

Z p°edpoklad· lim
n→∞

tn = a a lim
n→∞

wn = b plyne

lim
n→∞

sn = a · b.

�

V¥ta 39 (Mertensenova) Nech´
∑∞
n=1 an = a,

∑∞
n=1 bn = b jsou konvergentní

°ady, alespo¬ jedna z nich je absolutn¥ konvergentní a
∑∞
n=1 cn je jejich Cauchy·v

sou£in. Pak
∑∞
n=1 cn je konvergentní a platí

∞∑
n=1

cn = a · b.
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