Matematickd analyza KMA /MA2I
Posloupnosti funkci

Nagim cilem bude teorie mocninnych a Fourierovych fad. Jsou to fady funkci
— tzn. s¢itdme tam nekoneény pocet funkci. Vzpomeneme-li si na minulou
piednasku, definovali jsme konvergenci (resp. divergenci, oscilaci) ¢iselné fady
prostiednictvim limity posloupnosti jejich ¢aste¢nych soucti. To udélame stejné
i pro fady funkci. Ale k tomu musime nejprve predstavit teorii posloupnosti
funkci.

1 Zakladni definice a znaceni

Méjme danu neprizdnou mnozinu D C R a funkce f, : D — R pro kazdé n € N.
Budeme fikat, Ze na mnoziné D je definovana posloupnost funkci {f,}52 1, coz
také zapisujeme takto

fl,f27f3a"'

Poznamka 1 Pokud si pamatujete na definici posloupnosti ze zac¢atku min-
ulého semestru, lze posloupnost funkci definovat (matematicky korektnégji) takto:
Necht ) # D C R, F je mnozina vSech redlnych funkci definovanych na
mnoziné D. Pak zobrazeni
f:N—=F

nazyvame posloupnosti funkci z F (nebo také — definovanych na mnozing D).
Piiklad 2 Posloupnostmi funkci na R jsou napft.
fu(x) =sin(nz), € R

falz) =2", z€R



2 Bodova konvergence posloupnosti funkci

Definice 3 Necht D C R je neprazdnd mnozina a {f,}72, je posloupnost real-
nych funkei definovanych na mnoziné D.

(1) Rikame, 7e posloupnost {fn}52 konverguje v bodé T € D, jestlize posloup-
nost {f,(Z)}52, konverguje.

(2) Rikame, Ze posloupnost {f,,}5, (bodové) konverguje na mnoziné M C D
jestlize {f,}52; konverguje ve vSech bodech mnoziny M. Funkci f : M —
R definovanou vztahem

lim f,(z) = f(x) pro kazdé x € M (1)

n—oo

nazyvame limitou posloupnosti {f,}>2; na mnoziné M. Pak fikdme, ze
posloupnost {f,}52; konverguje k f bodové na M a zna¢ime ,,f, — f na
M pro n — o0”.

(3) Mnozinu v8ech bodi mnoziny D, ve kterych posloupnost konverguje, nazyvame
oborem konvergence.

Piiklad 4 Uvazujme posloupnost funkei {f,,}°2,, kde f,,(x) = e~na” (defini¢ni
obor t&chto funkci je mnozina v8ech redlnych &isel). Tedy plati

2

filz)=¢e"" pro z € R,
falx) = o2 pro z € R,

fa(z)=e ’ pro x € R,

Nyni nés zajimé otézka, zda tato posloupnost mé limitu (chceme urcit obor
konvergence a funkci f z definice 3). K nalezeni limitni funkce pouZijeme vz-
tah (1). Zvolime pevné &slo z € R a budeme zkoumat hodnoty posloupnosti
{e‘”“Z} (op&t pfipominam, Ze vySetfujeme konvergenci ¢iselné posloupnosti,
coZ jiz ddvno umime) pro n rostouci nade vSechny meze. Z¥ejmé plati

e—n;c2 _ (e—acz)n
z ¢ehoz je vidét, ze pro « = 0 posloupnost konverguje k ¢islu 1 a pro = # 0 jde k

0 (protoze lim, . ¢™ = 0 pro |q| < 1). Tedy posloupnost {f,}>2, konverguje
k funkci

1 pro z=0,
f(x):{() pro z#0

na R.



Piiklad 5 Uvazujme posloupnost funkei {f,}52,, fn(x) = 2™ pro vSechna z €
R, n € N. S vyuzZitim znalosti vlastnosti geometrické posloupnosti zjistime, Ze
posloupnost konverguje pouze pro = € (—1,1]. Limitni funkce mé pfedpis

_J 0 pro ze(—1,1),
f(a:)—{ 1 pro z=1.

Priklad 6 Uvazujme posloupnost funkei { £, 122, fn(x) = n(z= —1) pro viechna
x € (0,00). Pro pevné zvolené z > 0, x # 1 plati

%_1 %lna:_l
fn(x) = z T = c Inz,

X Ling
n n

tedy f(x) = lim, o fn(x) = Inz pro viechna z € (0,1) U (1,00), kde jsme

vyuzili znalosti limity
Coev—1
lim =1.
y—0 Yy

Pro z = 1 plati f,(1) = 0, tedy f(1) = 0 = Inl. Posloupnost {f,} tedy
konverguje k f(z) = Inx pro vSechna x > 0.

3 Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci

Na rozdil od posloupnosti redlnych ¢isel, miZzeme u posloupnosti funkci uvazo-
vat vice typu konvergence. V piikladech 4 a 5 sice byly ¢leny posloupnosti
spojité funkce, ale jejich limita uz spojita nebyla. Jak zajistit, aby se vlastnost
spojitosti zachovala i po limitnim pfechodu? Je vidét, ze k tomu nam obycejnéd
bodova konvergence nesta¢i. Budeme proto definovat mnohem silnéjsi pojem
konvergence.

Definice 7 Necht je dina posloupnost funkei { f, }72; definovanych na neprazdné
mnoziné D C R. Rekneme, Ze posloupnost { f,,}52; je stejnomérné konvergentni
na mnoziné M C D, jestlize existuje funkce f: M — R takovi, Ze

(Ve > 0)(Ing e N)(Vn e N)(Vz € M)(n >ng = |fu(z) — f(z)] <¢).

Poznamka 8 (1) Vsimnéte si, Ze pokud posloupnost stejnomérné konverguje
na néjaké mnoziné, tak na ni i bodové konverguje — pfitom funkce f z
definic 3 a 7 jsou totozné. Pozor! Jestlize posloupnost konverguje bodové
na néjaké mnoziné, neznamend to, ze na ni konverguje i stejnomérné.
Pojem stejnomérné konvergence je mnohem silné;jsi.



(2) Srovname pojem stejnomérné a bodové konvergence. Méjme danu posloup-
nost realnych funkei {f,}52,, definovanych na D C R, f : M — R, kde
M C D. Vgimnéte si, ze tvrzeni f, — f na M se da zapsat jako

(Vz e M) (Ve >0) (Ing €N) (VneN) (n>ng = |fn(z) — f(2)] <e).
Ptitom tvrzeni f, = f na M znamend podle definice
(Ve>0) (Ing € N) (VneN) Vz € M) (n>ng = |fu(z) — f(2)] <¢).

Tyto dvé definice se lisi jen v umisténi vyrazu (Vz € M). Rozdil je v tom,
ze u bodové konvergence muze ptirozené Cislo ng byt pro kazdé = jiné,
ale u stejnomérné konvergence existuje pouze jedno pro vSechna x € M
soudasné. Stejnomérna konvergence se nékdy charakterizuje pravé timto
faktem, tzn. Ze ng zavisi pouze na volbé € a nikoliv na x.

Piiklad 9 Uvazujme posloupnost a jeji limitu z piikladu 5. UkaZeme, Ze tato
posloupnost nekonverguje stejnomérné ke své limité na intervalu (—1,1). Tedy
mame ukazat, 7e existuje takové € > 0, ze pro kazdé ng € N existuji n € N a
x € (—1,1) tak, ze

n>nyg A |falz) = fz)] 2 €

To se da pfeformulovat také tak, 7e mame ukézat existenci € > 0 a posloupnosti
{zm} C (-1,1) tak, ze |fm(zm) — f(@m)| > € pro vSechna m € N. Polozme

¢ = 1 anajdeme z,, € (—1,1) tak, Ze |z — 0| > 1. Stadi vzit z,,, = *K/g Pak
opravdu

1

[ fm(2m) — f(@m)| = ‘(m 2>m - 0’ = % pro viechna m € N.

Véta 10 (Bolzanova—Cauchyova nutnd a postacujici podminka stejnomérné kon-
vergence) Posloupnost { f,,} stejnomérné konverguje na mnoziné M prdvé tehdy,

kdyz pro kazdé € > 0 existuje ny € N tak, Ze pro vSechna n,m € N a vsechna

x € M plati

n>ngAm>ny = |fn(z) = f(z)] <e

Diikaz. Nejprve dokdzeme nutnou podminku. Necht tedy posloupnost {f,}
stejnomérné konverguje k funkci f na M. K libovolnému € > 0 lze tedy nalézt
no € N takové, Ze pro kazdé n € N, n > ng plati

€

) = S@)] < 5

pro v8echna x € M.
Tedy pro kazdou dvojici ¢isel n, m € N takové, ze n > ng a m > ng plati

[fn(2) = fm(@)| < |fu(x) = f(@)] + [f(2) = fm(2)] < 5 +

= €.

DN



Nyni dokdZzeme postacujici podminku. Pfedpokladejme, Ze je splnéna pod-
minka véty 10. Pak ziejmé plati, ze pro kazdé x € M spliiuje posloupnost
{fn(2z)} Bolzano—Cauchyovu podminku pro ¢iselné posloupnosti. Existuje tedy
vlastni limita lim, . f(z) pro v8echna x € M. Tuto limitu oznacime sym-
bolem f(z). Tim je definovana funkce f : M — R, ktera je bodovou limitou
posloupnosti {f,}. Staci tedy jen dokazat, ze konvergence je stejnomérna. Z
nasi podminky plyne, ze k libovolnému € > 0 existuje ng € N tak, Ze pro vSechna
m, n € N, m > ng, n > ng plati

[fn(x) = fin(2)| < ; pro viechna z € M.
Prejdeme-li v této nerovnosti k limité pro m — oo, dostaviame
|fu(z) = f2)] < % <€  pro viechna z € M,
coz jsme chtéli dokazat. O

Véta 11 (Nutnd a postacéujici podminka stejnomérné konvergence) Necht je
ddna posloupnost {fn}51, fn : M C R — R pro vSechna n € N a funkce
f:M — R. Oznacime—li

on = sup |fn(x) — f(2)] pro vSechna v € M, n € N,
reEM

pak
fm=f naM pravé tehdy, kdyz lim o, =0.
n— oo
Véta 10 je nejzndméjsi a nejdilezitéjsi nutnou a postacujici podminkou ste-
jnomérné konvergence. Pouziva se zejména pii ditkazech tvrzeni. Oproti tomu
véta 11 dava prakticky navod, jak zjistit, zda dana posloupnost funkci ste-
jnomérné konverguje nebo ne.

Piiklad 12 Vysetiete stejnomérnou konvergenci posloupnosti funkei {f,}22 ,

kde
2nx

- 1+ n222

()

na
(a) intervalu [0, 1],
(b) intervalu [1, c0).

Reseni: Zfejmé f, — 0 na [0,00) (a oznacime tedy f(z) = 0 pro vSechna
x € [0,00)). Dale si v8imné&me, 7e f,(x) > 0 pro viechna = € (0,00), f, jsou
spojité na [0,00), f,(0) =0 a lim,_ o fr(z) = 0 pro vSechna n € N.



(a)

Uvazujme tedy funkce f,, pouze na intervalu [0, 1]. Abychom mohli pouzit
vétu 11, je nutné urdit o, pro vechnan € N (pro M = [0, 1]). Z vlastnosti
funkci z nasi posloupnosti plyne, ze
0p = max x).
n = Jax fa(2)
Funkce f, zfejmé muze nabyvat svého maxima bud v krajnich bodech
defini¢niho intervalu nebo ve stacionarnich bodech. Stacionarni body jsou

body, ve kterych mé dana funkce nulovou derivaci. Tedy uréime prvni
derivaci

2n(1 — na?
foay = 20,
(1+n2z?)
Ziejmé f(x) = 0 pravé tehdy kdyz 1 — naz? = 0, tedy = = ﬁ (rovnici
totiZ Fe§ime pouze na intervalu (0, 1)). Plati

2n

fn(O):O, fn(i):\/ﬁv fn(l): 12

Z toho vyplyva, ze o, = /n, tedy lim,_,o, 0, = 00 # 0. Tedy {f,} defi-
novana na [0, 1] nekonverguje stejnomérné ke své limitni funkci.

Nyni uvazujme funkce f,, definované pouze na intervalu [1,00). Opét z
vlastnosti funkci na§i posloupnosti dostavame, ze

on = max fp(z).
z€[1,00)
Podobné jako v predchozi ¢asti je nutné uréit pfesnou hodnotu o, pro
kazdé n € N. Lehce se pfesvédéime, ze funkce f,, jsou nerostouci pro
viechna n € N (tfeba tak, Ze spoCitame f! a pozorujeme, Ze [/ jsou
nekladné na intervalu [1,00)). Z toho zfejmé vyplyva, 7e

2n

Tentokrat ovsem lim,,_ o, 0, = 0, z ¢ehoZ vyplyva, Ze posloupnost {f,}
stejnomérné konverguje na [1,c0).



4 Vlastnosti stejnomérné konvergentnich posloup-
nosti funkci

Pojem stejnomérné konvergence se zavadi zejména kvili moznosti zdmény limit
a dalsich vlastnosti. Vlastné v8echny tyto vlastnosti se daji dokazat z nasledujici
véty.

Véta 13 (o limite, Moore—Osgoodova) Necht f,, f : (¢,c+ ) = R, ¢ € R,
0>0, frn = f na(c,c+9). Dile necht existuji vlastni limity

lim f(x)(=: by) pro kazdé n € N.

r—c+
Pak také existuji limy .y f(z) alim,_ o0 by a jsou si rovny, tedy plati

lim lim f,(z) = lim lim f,(z). (2)

r—c+ n—oo n—o0 r—c+

Diikaz. (nebude u zkousky vyzadovan) Podle piedpokladu konverguje posloup-
nost {f,} k funkci f na (¢, ¢+ 9), tedy z B-C podminky plyne, Ze pro vSechna
€ > 0 existuje ng € N tak, ze pro kazdé m, n € N, m > ng, n > ng plati
[fr(z) = fr(2)] < g pro viechna x € (¢, ¢+ 0). (3)
Kdyz v (3) prejdeme k limit& pro © — ¢+, dostaneme
€

b —bm| < = <k,

on — bl < & <
takZe posloupnost {b,} splituje B-C podminku pro ¢iselné posloupnosti, je tedy
konvergentni. Ozna¢me lim,, o, b, = b.

Nyni staci jen dokazat, ze lim, .y f(x) = b, tzn. ukazat, ze

(Ve > 0)(F61 > 0)(Vx € (c,c+0))(c<z<c+d = |f(z)—0b<e).

Zvolme € > 0. Ze stejnomérné konvergence plyne existence Cisla n; € N
takového, ze

|fn(x) — f(z)] < % pro viechna x € (¢,c+ 0), vSechna n > ny.
Dale (protoZe lim,,_,», b, = b) existuje ny € N tak, Ze
|b, — 0] < g pro viechna n > ns.

Zvolme nyni 7 € N tak, 7e plati 7 > max{ny,na}. Pak (z faktu lim, .1 fz(z) =
bn) existuje §; > 0, §; < 0 tak, Ze

|falx) —bs| < g pro viechna x € (¢, c+ d1).



Z poslednich tfech nerovnosti pro n = n vyplyva

|f(z) = bl = [f(x) — fa(®) + fa(x) — ba + bn — b

< If(@) — f2(@)| + |fale) = bal +lbn — bl < S+ £+ = =€

pro kazdé x € (¢,c+ 61). O

Poznamka 14 (dalezitd) Vsimnéte si, 7e vztah (2) vlastng fika, 7e u ste-
jnomérné konvergentni posloupnosti funkci 1ze zaménit potfadi vyhodnocovani
limit pro z — ¢+ a n — oo.

Poznamka 15 Podobné tvrzeni jako je ve vété 13 lze vyslovit pro x — c— i
pro x — ¢. Vyslovte takova tvrzeni a dokazte!

Piiklad 16 UvaZzujme posloupnost {f,} definovanou piedpisem
fn(z) =2 pro kazdé x € (—1,1).

Lehce se miZeme piesvédcCit, ze tato posloupnost mé limitu — tou je funkce
f(z) = 0 definovana pro vechna x € (—1,1). Vypo¢itejme nyni limity

S Sel@) e i lip Sale):
Ziejmé lim, o0 fn(z) = lim, 0o 2™ = 0 pro v8echna z € (—1,1). Z ¢ehoz
vyplyva, ze
lim lim f,(z) =0.

r—1—n—o0

Dale plati, 7e lim,_,1— fr(2) =limy 1 2™ =1" =1 a tedy

lim lim f,(z) =1

n—oo r—1—
V tomto pfipadé tedy neni mozné zdména limit. Duvodem je fakt, Zze posloup-
nost {f,} nekonverguje stejnomérné ke své limité f (o tom se muZete snadno
piesvédeit pouZitim véty 11 — viz piiklad 12) na zadném levém okoli bodu z = 1.
Pokud bychom vySetfovali rovnost limit

SRS iy i )
dosli bychom ke stejnému zavéru (zde dokonce ani neni splnéna podminka exis-
tence vlastni limity lim,, . by, z vty 13). Naopak rovnost
limy fim fo(e) = lim lim fa (@)

jiz splnéna je, protoze f, = f na kazdém uzavieném podintervalu intervalu
(=1,1) (tedy i na n&jakém okoli bodu x = 0).



Dalsi véty nam umoZni pienaset vlastnosti funkci z posloupnosti na limitni
funkci.

Véta 17 (O spojitosti limitni funkce) Necht J C R je neprizdny interval, f, :
J — R jsou spojité funkce a f: J — R. Jestlize f,, = f na J, pak f je spojitd
na J.

Dikaz.  Vezmeme libovolny bod c¢ z intervalu J, ktery neni jeho pravym
hrani¢nim bodem. Ze spojitosti funkei f,, plyne, Ze lim, .+ = fn(c) pro kazdé
n € N. S vyuzitim véty 13 a konvergence posloupnosti {f,,} v bodé ¢ dostavame
A, f(@) = lim i fo(r) = lim lm fo(@) = L fa(c) = £0)-
Podobné muzeme vzit libovolny bod ¢ z intervalu J takovy, Ze neni jeho levym
hrani¢nim bodem. S vyuzitim poznamky 15 dostdvame
Jim f(@) = ().

7 téchto uvah plyne, Ze je-li ¢ vnitinim bodem intervalu J, pak f je spojita v c,
je-li ¢ levym hrani¢nim bodem intervalu J a ¢ € J, pak f je spojitd v ¢ zprava
a je-li ¢ pravym hrani¢nim bodem a ¢ € J, pak f je spojita v c zleva. O

Poznamka 18 Jak jsme vidéli v piikladech ze zacatku textu, pokud posloup-
nost spojitych funkci konverguje k limitni funkci pouze bodové a nikoliv ste-
jnomérné, nemusi se byt limitni funkce spojita.

Véta 19 (O zdmeéné limity a derivace) Necht J C R je neprdzdny kompaktni
interval, funkce f, : J — R magi spojitou derivaci f], definovanou na intervalu
Jt pro kazdé n € N . Necht

(i) posloupnost {fn} konverguje alespori v jednom bodé,
(ii) posloupnost {f]} konverguje stejnomeérné na J.
Pak
(a) posloupnost { f,} konverguje stejnomérné na J, oznaéime lim, o fn = f,

(b) existuje derivace f' na J a plati

f'= lim f} (4)

n—oo

Diikaz. (nebude vyZzadovan u zkousky) Nejprve dokaZeme tvrzeni (a). K tomu
sta¢i dokazat, Ze posloupnost funkei {f,}5; spliuje B-C podminku. Zvolme
libovolné ale pevné € > 0. Z (i) plyne existence ¢ € (a, b) takového, Ze { f,,(¢)}52;
je konvergentni posloupnost, a tedy spliuje B-C podminku pro posloupnosti

IDerivaci v krajnich bodech intervalu J chapeme jednostranou derivaci.



¢isel. Tedy existuje n; € N takové, ze pro vechna m,n € N spliujici nerovnosti
m,n > ny plati
€
|fm(c) - fn(c)‘ < 5 (5)
Z predpokladu (ii) plyne zase existence ny € N takového, Ze pro viechna m,n €
N spliujici m,n > no plati

!/ _ g/ v 12
)= 0] < gy proTande ¢ € (), ©)
Polozime ny = max{ni,na}. Pro kazdé m,n € N a kazdé = € (a,b), x # ¢

existuje £ € (a,b) lezici mezi body x a ¢ takoveé, 7e

(fm(‘r) — fn(x)) _ (fm(c) — fn(c))

r—cC

= f (&) = fa(6)

(vétu o stfedni hodnoté diferencialniho poé¢tu jsme pouzili na funkei f,,, — f,, na
intervalu o hrani¢nich bodech z a ¢). Upravou dostédvame

fm(@) = (@) = fin(c) = fule) + (f1n(€) = fa(E) (@ —c).

Jsou-li m,n > ng pak z (5) a (6) vyplyva

(@)= Fa(@)] < [F(©) = Fn(@)H Fra(O) = Fa(©)l[r—e] < S+57——(b—0a) =<
(b—a)

Z véty 10 plyne, Ze posloupnost {f,}52, je stejnomérné konvergentni na (a, b);
jeji limitu oznac¢ime jako f.

Nyni dokazeme ¢ast (b). Z predpokladu (ii) vyplyva existence funkee g : {(a, b) —
R takové, ze f] = g na {(a,b). Dokazeme, 7e g = f' na (a,b). Nejprve vezmeme
x € [a,b) a dokdzeme rovnost g(x) = f! (x). Plati

o) = g, HEEGEE — ity SOl
w(@+h) = fu N
- nh—{gc hl—i>I(r)l+ f (x * }z f (m) = nll_{rgo(fn)+($) = g(.’L‘),

pfitem?7 jsme pouZili vétu 13 — viz dale. Podobng, vezmeme-li x € (a,b], da se
dokazat rovnost g(x) = f’ (z). Coz bylo tfeba dokazat.

Jesté je potieba ukazat, ze pouziti véty 13 bylo opravnéné! Musime ovéfit, ze
byly splnény predpoklady této véty. Oznacime

pro kazdé n € Na h € (0,6), kde § > 0 a = € [a,b) jsou pevné dan4 Cisla. Ap-
likujeme Moore-Osgoodovu vétu na funkce ¢, ¢ : (0,0) — R. Z¥ejmé existuji
vlastni limity

. _ o _ fal@t+h) — fa(2)
hli{g-&- on(h) = h1—1>r(1)1+ B h

= (fn)y ().

10



Staci tedy jiz ovéfit, ze ¢, konverguje stejnomérné k ¢ na (0,9). K tomu opé&t
pouzijeme v&tu 10. Pro kazdé m,n € N a h lze najit £ € (0, ) lezici mezi body
0 a h tak, Ze plati

om(h) — on(h) = mEE hi)l ~ ful®)  falz+ h}i @)

[(fm(x + 1) = fa(z + 1)) = (fm(2) = fn(2))]
h(f () = f1(8)) = Fru(&) = £2(6)

:*\H?M-‘

Protoze {f} 152, spliuje B-C podminku na (a,b), pak diky t&mto rovnostem ji
spliwuje i posloupnost {n}>2, na (0,6) (proc?). O

Véta 20 (O integraci) Necht a, b € R, a < b, f, : {a,b) C R — R pro kazdé
n € N, existuje Riemanniiv integrdl f: fo(x)dz pro kazdé n € N, f, = [ na
(a,b). Pak ezistuje Riemanniv integrdl f: f(z)dz a plati

n—oo

b b
/f(x)dx: lim fn(z)de. (7)

Diikaz. 7 predpokladu f, = f na {(a,b) plyne, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje
ng € N takové, ze pro kazdé n € N a kazdé = € (a, b) plati

nzng = |falz) = f(2)] <

2(b—a)’
Pak pro vSechna n € N takové, ze n > ng plati

m)dw—/abf(x)dx = / | fn(z) = f(z)|dz

<(b—a) 21<1pb>|fn(fﬂ)—f( )| < (b—a) Q(b_a)

b

7<.
5 €

Tim je ditkaz hotov. O

Poznamka 21 Opét plati, Zze pokud posloupnost funkei nekonverguje stejnomérné
ke své limitni funkci na (a, b), pak nemusi platit (7) — viz nasledujici p¥iklad.

Piiklad 22 UvaZzujme posloupnost funkei {f,}52; definovanych na intervalu
(0, 1) predpisem

0 =0,
fo(x)=qn z€(0,1/n),
0 ze€(1/n,0)

Pak ziejmé

1
/fn(m)dle pro kazdé n € N,
0
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fn — 0mna (0,1). Tedy neplati (7), protoze

1 1
/ fo(z)dz =1 74>/ 0dz = 0.
0 0
Duvodem je pravé fakt, ze f,, & f na (0, 1).
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