
Matematická analýza KMA/MA2I

Posloupnosti funkcí

Na²ím cílem bude teorie mocninných a Fourierových °ad. Jsou to °ady funkcí
� tzn. s£ítáme tam nekone£ný po£et funkcí. Vzpomeneme�li si na minulou
p°edná²ku, de�novali jsme konvergenci (resp. divergenci, oscilaci) £íselné °ady
prost°ednictvím limity posloupnosti jejích £áste£ných sou£t·. To ud¥láme stejn¥
i pro °ady funkcí. Ale k tomu musíme nejprve p°edstavit teorii posloupností
funkcí.

1 Základní de�nice a zna£ení

M¥jme dánu neprázdnou mnoºinu D ⊂ R a funkce fn : D → R pro kaºdé n ∈ N.
Budeme °íkat, ºe na mnoºin¥ D je de�nována posloupnost funkcí {fn}∞n=1, coº
také zapisujeme takto

f1, f2, f3, . . .

Poznámka 1 Pokud si pamatujete na de�nici posloupnosti ze za£átku min-
ulého semestru, lze posloupnost funkcí de�novat (matematicky korektn¥ji) takto:

Nech´ ∅ 6= D ⊂ R, F je mnoºina v²ech reálných funkcí de�novaných na
mnoºin¥ D. Pak zobrazení

f : N→ F

nazýváme posloupností funkcí z F (nebo také � de�novaných na mnoºin¥ D).

P°íklad 2 Posloupnostmi funkcí na R jsou nap°.

fn(x) = sin(nx), x ∈ R

fn(x) = xn, x ∈ R
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2 Bodová konvergence posloupnosti funkcí

De�nice 3 Nech´ D ⊂ R je neprázdná mnoºina a {fn}∞n=1 je posloupnost reál-
ných funkcí de�novaných na mnoºin¥ D.

(1) �íkáme, ºe posloupnost {fn}∞n=1 konverguje v bod¥ x̄ ∈ D, jestliºe posloup-
nost {fn(x̄)}∞n=1 konverguje.

(2) �íkáme, ºe posloupnost {fn}∞n=1 (bodov¥) konverguje na mnoºin¥M ⊂ D
jestliºe {fn}∞n=1 konverguje ve v²ech bodech mnoºinyM . Funkci f : M →
R de�novanou vztahem

lim
n→∞

fn(x) = f(x) pro kaºdé x ∈M (1)

nazýváme limitou posloupnosti {fn}∞n=1 na mnoºin¥ M . Pak °íkáme, ºe
posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k f bodov¥ na M a zna£íme �fn → f na
M pro n→∞�.

(3) Mnoºinu v²ech bod· mnoºinyD, ve kterých posloupnost konverguje, nazýváme
oborem konvergence.

P°íklad 4 Uvaºujme posloupnost funkcí {fn}∞n=1, kde fn(x) = e−nx
2

(de�ni£ní
obor t¥chto funkcí je mnoºina v²ech reálných £ísel). Tedy platí

f1(x) = e−x
2

pro x ∈ R,

f2(x) = e−2x2

pro x ∈ R,

f3(x) = e−3x2

pro x ∈ R,
. . .

Nyní nás zajímá otázka, zda tato posloupnost má limitu (chceme ur£it obor
konvergence a funkci f z de�nice 3). K nalezení limitní funkce pouºijeme vz-
tah (1). Zvolíme pevn¥ £íslo x ∈ R a budeme zkoumat hodnoty posloupnosti
{e−nx2} (op¥t p°ipomínám, ºe vy²et°ujeme konvergenci £íselné posloupnosti,
coº jiº dávno umíme) pro n rostoucí nade v²echny meze. Z°ejm¥ platí

e−nx
2

= (e−x
2

)n

z £ehoº je vid¥t, ºe pro x = 0 posloupnost konverguje k £íslu 1 a pro x 6= 0 jde k
0 (protoºe limn→∞ qn = 0 pro |q| < 1). Tedy posloupnost {fn}∞n=1 konverguje
k funkci

f(x) =

{
1 pro x = 0,
0 pro x 6= 0

na R.
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P°íklad 5 Uvaºujme posloupnost funkcí {fn}∞n=1, fn(x) = xn pro v²echna x ∈
R, n ∈ N. S vyuºitím znalosti vlastností geometrické posloupnosti zjistíme, ºe
posloupnost konverguje pouze pro x ∈ (−1, 1]. Limitní funkce má p°edpis

f(x) =

{
0 pro x ∈ (−1, 1),
1 pro x = 1.

P°íklad 6 Uvaºujme posloupnost funkcí {fn}∞n=1, fn(x) = n(x
1
n−1) pro v²echna

x ∈ (0,∞). Pro pevn¥ zvolené x > 0, x 6= 1 platí

fn(x) =
x

1
n − 1

1
n

=
e

1
n ln x − 1

1
n lnx

lnx,

tedy f(x) = limn→∞ fn(x) = lnx pro v²echna x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞), kde jsme
vyuºili znalosti limity

lim
y→0

ey − 1

y
= 1.

Pro x = 1 platí fn(1) = 0, tedy f(1) = 0 = ln 1. Posloupnost {fn} tedy
konverguje k f(x) = lnx pro v²echna x > 0.

3 Stejnom¥rná konvergence posloupností funkcí

Na rozdíl od posloupností reálných £ísel, m·ºeme u posloupností funkcí uvaºo-
vat více typ· konvergence. V p°íkladech 4 a 5 sice byly £leny posloupností
spojité funkce, ale jejich limita uº spojitá nebyla. Jak zajistit, aby se vlastnost
spojitosti zachovala i po limitním p°echodu? Je vid¥t, ºe k tomu nám oby£ejná
bodová konvergence nesta£í. Budeme proto de�novat mnohem siln¥j²í pojem
konvergence.

De�nice 7 Nech´ je dána posloupnost funkcí {fn}∞n=1 de�novaných na neprázdné
mnoºin¥ D ⊂ R. �ekneme, ºe posloupnost {fn}∞n=1 je stejnom¥rn¥ konvergentní
na mnoºin¥ M ⊂ D, jestliºe existuje funkce f : M → R taková, ºe

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(∀x ∈M)(n ≥ n0 =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε).

Poznámka 8 (1) V²imn¥te si, ºe pokud posloupnost stejnom¥rn¥ konverguje
na n¥jaké mnoºin¥, tak na ní i bodov¥ konverguje � p°itom funkce f z
de�nic 3 a 7 jsou totoºné. Pozor! Jestliºe posloupnost konverguje bodov¥
na n¥jaké mnoºin¥, neznamená to, ºe na ní konverguje i stejnom¥rn¥.
Pojem stejnom¥rné konvergence je mnohem siln¥j²í.
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(2) Srovnáme pojem stejnom¥rné a bodové konvergence. M¥jme dánu posloup-
nost reálných funkcí {fn}∞n=1, de�novaných na D ⊂ R, f : M → R, kde
M ⊂ D. V²imn¥te si, ºe tvrzení fn → f na M se dá zapsat jako

(∀x ∈M) (∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀n ∈ N) (n ≥ n0 =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε).

P°itom tvrzení fn ⇒ f na M znamená podle de�nice

(∀ε > 0) (∃n0 ∈ N) (∀n ∈ N) (∀x ∈M) (n ≥ n0 =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε).

Tyto dv¥ de�nice se li²í jen v umíst¥ní výrazu (∀x ∈M). Rozdíl je v tom,
ºe u bodové konvergence m·ºe p°irozené £íslo n0 být pro kaºdé x jiné,
ale u stejnom¥rné konvergence existuje pouze jedno pro v²echna x ∈ M
sou£asn¥. Stejnom¥rná konvergence se n¥kdy charakterizuje práv¥ tímto
faktem, tzn. ºe n0 závisí pouze na volb¥ ε a nikoliv na x.

P°íklad 9 Uvaºujme posloupnost a její limitu z p°íkladu 5. Ukáºeme, ºe tato
posloupnost nekonverguje stejnom¥rn¥ ke své limit¥ na intervalu (−1, 1). Tedy
máme ukázat, ºe existuje takové ε > 0, ºe pro kaºdé n0 ∈ N existují n ∈ N a
x ∈ (−1, 1) tak, ºe

n ≥ n0 ∧ |fn(x)− f(x)| ≥ ε.

To se dá p°eformulovat také tak, ºe máme ukázat existenci ε > 0 a posloupnosti
{xm} ⊂ (−1, 1) tak, ºe |fm(xm) − f(xm)| ≥ ε pro v²echna m ∈ N. Poloºme

ε = 1
2 a najdeme xm ∈ (−1, 1) tak, ºe |xmm − 0| ≥ 1

2 . Sta£í vzít xm = m

√
1
2 . Pak

opravdu

|fm(xm)− f(xm)| =
∣∣∣∣( m

√
1

2

)m

− 0

∣∣∣∣ =
1

2
pro v²echna m ∈ N.

V¥ta 10 (Bolzanova�Cauchyova nutná a posta£ující podmínka stejnom¥rné kon-
vergence) Posloupnost {fn} stejnom¥rn¥ konverguje na mnoºin¥ M práv¥ tehdy,
kdyº pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro v²echna n,m ∈ N a v²echna
x ∈M platí

n ≥ n0 ∧m ≥ n0 =⇒ |fn(x)− fm(x)| < ε.

D·kaz. Nejprve dokáºeme nutnou podmínku. Nech´ tedy posloupnost {fn}
stejnom¥rn¥ konverguje k funkci f na M . K libovolnému ε > 0 lze tedy nalézt
n0 ∈ N takové, ºe pro kaºdé n ∈ N, n ≥ n0 platí

|fn(x)− f(x)| < ε

2
pro v²echna x ∈M.

Tedy pro kaºdou dvojici £ísel n, m ∈ N takové, ºe n ≥ n0 a m ≥ n0 platí

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |f(x)− fm(x)| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.
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Nyní dokáºeme posta£ující podmínku. P°edpokládejme, ºe je spln¥na pod-
mínka v¥ty 10. Pak z°ejm¥ platí, ºe pro kaºdé x ∈ M spl¬uje posloupnost
{fn(x)} Bolzano�Cauchyovu podmínku pro £íselné posloupnosti. Existuje tedy
vlastní limita limn→∞ f(x) pro v²echna x ∈ M . Tuto limitu ozna£íme sym-
bolem f(x). Tím je de�nována funkce f : M → R, která je bodovou limitou
posloupnosti {fn}. Sta£í tedy jen dokázat, ºe konvergence je stejnom¥rná. Z
na²í podmínky plyne, ºe k libovolnému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro v²echna
m, n ∈ N, m ≥ n0, n ≥ n0 platí

|fn(x)− fm(x)| < ε

2
pro v²echna x ∈M.

P°ejdeme�li v této nerovnosti k limit¥ pro m→∞, dostáváme

|fn(x)− f(x)| ≤ ε

2
< ε pro v²echna x ∈M,

coº jsme cht¥li dokázat. �

V¥ta 11 (Nutná a posta£ující podmínka stejnom¥rné konvergence) Nech´ je
dána posloupnost {fn}∞n=1, fn : M ⊂ R → R pro v²echna n ∈ N a funkce
f : M → R. Ozna£íme�li

σn = sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| pro v²echna x ∈M, n ∈ N,

pak
fn ⇒ f na M práv¥ tehdy, kdyº lim

n→∞
σn = 0.

V¥ta 10 je nejznám¥j²í a nejd·leºit¥j²í nutnou a posta£ující podmínkou ste-
jnom¥rné konvergence. Pouºívá se zejména p°i d·kazech tvrzení. Oproti tomu
v¥ta 11 dává praktický návod, jak zjistit, zda daná posloupnost funkcí ste-
jnom¥rn¥ konverguje nebo ne.

P°íklad 12 Vy²et°ete stejnom¥rnou konvergenci posloupnosti funkcí {fn}∞n=1,
kde

fn(x) =
2nx

1 + n2x2

na

(a) intervalu [0, 1],

(b) intervalu [1,∞).

�e²ení: Z°ejm¥ fn → 0 na [0,∞) (a ozna£íme tedy f(x) = 0 pro v²echna
x ∈ [0,∞)). Dále si v²imn¥me, ºe fn(x) > 0 pro v²echna x ∈ (0,∞), fn jsou
spojité na [0,∞), fn(0) = 0 a limx→∞ fn(x) = 0 pro v²echna n ∈ N.
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(a) Uvaºujme tedy funkce fn pouze na intervalu [0, 1]. Abychom mohli pouºít
v¥tu 11, je nutné ur£it σn pro v²echna n ∈ N (proM = [0, 1]). Z vlastností
funkcí z na²í posloupnosti plyne, ºe

σn = max
x∈[0,1]

fn(x).

Funkce fn z°ejm¥ m·ºe nabývat svého maxima bu¤ v krajních bodech
de�ni£ního intervalu nebo ve stacionárních bodech. Stacionární body jsou
body, ve kterých má daná funkce nulovou derivaci. Tedy ur£íme první
derivaci

f ′n(x) =
2n(1− nx2)

(1 + n2x2)2
.

Z°ejm¥ f ′n(x) = 0 práv¥ tehdy kdyº 1 − nx2 = 0, tedy x = 1√
n
(rovnici

totiº °e²íme pouze na intervalu (0, 1)). Platí

fn(0) = 0, fn(
1√
n

) =
√
n, fn(1) =

2n

1 + n2
.

Z toho vyplývá, ºe σn =
√
n, tedy limn→∞ σn = ∞ 6= 0. Tedy {fn} de�-

novaná na [0, 1] nekonverguje stejnom¥rn¥ ke své limitní funkci.

(b) Nyní uvaºujme funkce fn de�nované pouze na intervalu [1,∞). Op¥t z
vlastností funkcí na²í posloupnosti dostáváme, ºe

σn = max
x∈[1,∞)

fn(x).

Podobn¥ jako v p°edchozí £ásti je nutné ur£it p°esnou hodnotu σn pro
kaºdé n ∈ N. Lehce se p°esv¥d£íme, ºe funkce fn jsou nerostoucí pro
v²echna n ∈ N (t°eba tak, ºe spo£ítáme f ′n a pozorujeme, ºe f ′n jsou
nekladné na intervalu [1,∞)). Z toho z°ejm¥ vyplývá, ºe

σn = fn(1) =
2n

1 + n2
.

Tentokrát ov²em limn→∞ σn = 0, z £ehoº vyplývá, ºe posloupnost {fn}
stejnom¥rn¥ konverguje na [1,∞).
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4 Vlastnosti stejnom¥rn¥ konvergentních posloup-

ností funkcí

Pojem stejnom¥rné konvergence se zavádí zejména kv·li moºnosti zám¥ny limit
a dal²ích vlastností. Vlastn¥ v²echny tyto vlastnosti se dají dokázat z následující
v¥ty.

V¥ta 13 (o limit¥, Moore�Osgoodova) Nech´ fn, f : (c, c + δ) → R, c ∈ R,
δ > 0, fn ⇒ f na (c, c+ δ). Dále nech´ existují vlastní limity

lim
x→c+

fn(x)(=: bn) pro kaºdé n ∈ N.

Pak také existují limx→c+ f(x) a limn→∞ bn a jsou si rovny, tedy platí

lim
x→c+

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→c+

fn(x). (2)

D·kaz. (nebude u zkou²ky vyºadován) Podle p°edpokladu konverguje posloup-
nost {fn} k funkci f na (c, c+ δ), tedy z B�C podmínky plyne, ºe pro v²echna
ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, ºe pro kaºdé m, n ∈ N, m ≥ n0, n ≥ n0 platí

|fn(x)− fm(x)| < ε

3
pro v²echna x ∈ (c, c+ δ). (3)

Kdyº v (3) p°ejdeme k limit¥ pro x→ c+, dostaneme

|bn − bm| ≤
ε

3
< ε,

takºe posloupnost {bn} spl¬uje B�C podmínku pro £íselné posloupnosti, je tedy
konvergentní. Ozna£me limn→∞ bn = b.

Nyní sta£í jen dokázat, ºe limx→c+ f(x) = b, tzn. ukázat, ºe

(∀ε > 0)(∃δ1 > 0)(∀x ∈ (c, c+ δ))(c < x < c+ δ1 =⇒ |f(x)− b| < ε).

Zvolme ε > 0. Ze stejnom¥rné konvergence plyne existence £ísla n1 ∈ N
takového, ºe

|fn(x)− f(x)| < ε

3
pro v²echna x ∈ (c, c+ δ), v²echna n ≥ n1.

Dále (protoºe limn→∞ bn = b) existuje n2 ∈ N tak, ºe

|bn − b| <
ε

3
pro v²echna n ≥ n2.

Zvolme nyní n̄ ∈ N tak, ºe platí n̄ ≥ max{n1, n2}. Pak (z faktu limx→c+ fn̄(x) =
bn̄) existuje δ1 > 0, δ1 ≤ δ tak, ºe

|fn̄(x)− bn̄| <
ε

3
pro v²echna x ∈ (c, c+ δ1).
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Z posledních t°ech nerovností pro n = n̄ vyplývá

|f(x)− b| = |f(x)− fn̄(x) + fn̄(x)− bn̄ + bn̄ − b|

≤ |f(x)− fn̄(x)|+ |fn̄(x)− bn̄|+ |bn̄ − b| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

pro kaºdé x ∈ (c, c+ δ1). �

Poznámka 14 (d·leºitá) V²imn¥te si, ºe vztah (2) vlastn¥ °íká, ºe u ste-
jnom¥rn¥ konvergentní posloupnosti funkcí lze zam¥nit po°adí vyhodnocování
limit pro x→ c+ a n→∞.

Poznámka 15 Podobné tvrzení jako je ve v¥t¥ 13 lze vyslovit pro x → c− i
pro x→ c. Vyslovte taková tvrzení a dokaºte!

P°íklad 16 Uvaºujme posloupnost {fn} de�novanou p°edpisem

fn(x) = xn pro kaºdé x ∈ (−1, 1).

Lehce se m·ºeme p°esv¥d£it, ºe tato posloupnost má limitu � tou je funkce
f(x) = 0 de�novaná pro v²echna x ∈ (−1, 1). Vypo£ítejme nyní limity

lim
x→1−

lim
n→∞

fn(x) a lim
n→∞

lim
x→1−

fn(x).

Z°ejm¥ limn→∞ fn(x) = limn→∞ xn = 0 pro v²echna x ∈ (−1, 1). Z £ehoº
vyplývá, ºe

lim
x→1−

lim
n→∞

fn(x) = 0.

Dále platí, ºe limx→1− fn(x) = limx→1− x
n = 1n = 1 a tedy

lim
n→∞

lim
x→1−

fn(x) = 1.

V tomto p°ípad¥ tedy není moºná zám¥na limit. D·vodem je fakt, ºe posloup-
nost {fn} nekonverguje stejnom¥rn¥ ke své limit¥ f (o tom se m·ºete snadno
p°esv¥d£it pouºitím v¥ty 11 � viz p°íklad 12) na ºádném levém okolí bodu x = 1.
Pokud bychom vy²et°ovali rovnost limit

lim
x→−1+

lim
n→∞

fn(x) a lim
n→∞

lim
x→−1+

fn(x)

do²li bychom ke stejnému záv¥ru (zde dokonce ani není spln¥na podmínka exis-
tence vlastní limity limn→∞ bn z v¥ty 13). Naopak rovnost

lim
x→0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→0

fn(x).

jiº spln¥na je, protoºe fn ⇒ f na kaºdém uzav°eném podintervalu intervalu
(−1, 1) (tedy i na n¥jakém okolí bodu x = 0).
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Dal²í v¥ty nám umoºní p°ená²et vlastnosti funkcí z posloupnosti na limitní
funkci.

V¥ta 17 (O spojitosti limitní funkce) Nech´ J ⊂ R je neprázdný interval, fn :
J → R jsou spojité funkce a f : J → R. Jestliºe fn ⇒ f na J , pak f je spojitá
na J .

D·kaz. Vezmeme libovolný bod c z intervalu J , který není jeho pravým
hrani£ním bodem. Ze spojitosti funkcí fn plyne, ºe limx→c+ = fn(c) pro kaºdé
n ∈ N. S vyuºitím v¥ty 13 a konvergence posloupnosti {fn} v bod¥ c dostáváme

lim
x→c+

f(x) = lim
x→c+

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→c+

fn(x) = lim
n→∞

fn(c) = f(c).

Podobn¥ m·ºeme vzít libovolný bod c z intervalu J takový, ºe není jeho levým
hrani£ním bodem. S vyuºitím poznámky 15 dostáváme

lim
x→c−

f(x) = f(c).

Z t¥chto úvah plyne, ºe je�li c vnit°ním bodem intervalu J , pak f je spojitá v c,
je�li c levým hrani£ním bodem intervalu J a c ∈ J , pak f je spojitá v c zprava
a je�li c pravým hrani£ním bodem a c ∈ J , pak f je spojitá v c zleva. �

Poznámka 18 Jak jsme vid¥li v p°íkladech ze za£átku textu, pokud posloup-
nost spojitých funkcí konverguje k limitní funkci pouze bodov¥ a nikoliv ste-
jnom¥rn¥, nemusí se být limitní funkce spojitá.

V¥ta 19 (O zám¥n¥ limity a derivace) Nech´ J ⊂ R je neprázdný kompaktní
interval, funkce fn : J → R mají spojitou derivaci f ′n de�novanou na intervalu
J1 pro kaºdé n ∈ N . Nech´

(i) posloupnost {fn} konverguje alespo¬ v jednom bod¥,

(ii) posloupnost {f ′n} konverguje stejnom¥rn¥ na J .

Pak

(a) posloupnost {fn} konverguje stejnom¥rn¥ na J , ozna£íme limn→∞ fn = f ,

(b) existuje derivace f ′ na J a platí

f ′ = lim
n→∞

f ′n (4)

D·kaz. (nebude vyºadován u zkou²ky) Nejprve dokáºeme tvrzení (a). K tomu
sta£í dokázat, ºe posloupnost funkcí {fn}∞n=1 spl¬uje B�C podmínku. Zvolme
libovoln¥ ale pevn¥ ε > 0. Z (i) plyne existence c ∈ 〈a, b〉 takového, ºe {fn(c)}∞n=1

je konvergentní posloupnost, a tedy spl¬uje B�C podmínku pro posloupnosti

1Derivací v krajních bodech intervalu J chápeme jednostranou derivaci.
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£ísel. Tedy existuje n1 ∈ N takové, ºe pro v²echna m,n ∈ N spl¬ující nerovnosti
m,n ≥ n1 platí

|fm(c)− fn(c)| < ε

2
. (5)

Z p°edpokladu (ii) plyne zase existence n2 ∈ N takového, ºe pro v²echna m,n ∈
N spl¬ující m,n ≥ n2 platí

|f ′m(t)− f ′n(t)| < ε

2(b− a)
pro kaºdé t ∈ 〈a, b〉. (6)

Poloºíme n0 = max{n1, n2}. Pro kaºdé m,n ∈ N a kaºdé x ∈ 〈a, b〉, x 6= c
existuje ξ ∈ 〈a, b〉 leºící mezi body x a c takové, ºe

(fm(x)− fn(x))− (fm(c)− fn(c))

x− c
= f ′m(ξ)− f ′n(ξ)

(v¥tu o st°ední hodnot¥ diferenciálního po£tu jsme pouºili na funkci fm− fn na
intervalu o hrani£ních bodech x a c). Úpravou dostáváme

fm(x)− fn(x) = fm(c)− fn(c) + (f ′m(ξ)− f ′n(ξ))(x− c).

Jsou�li m,n ≥ n0 pak z (5) a (6) vyplývá

|fm(x)−fn(x)| ≤ |fm(c)−fn(c)|+|f ′m(ξ)−f ′n(ξ)||x−c| ≤ ε

2
+

ε

2(b− a)
(b−a) = ε.

Z v¥ty 10 plyne, ºe posloupnost {fn}∞n=1 je stejnom¥rn¥ konvergentní na 〈a, b〉;
její limitu ozna£íme jako f .
Nyní dokáºeme £ást (b). Z p°edpokladu (ii) vyplývá existence funkce g : 〈a, b〉 →
R takové, ºe f ′n ⇒ g na 〈a, b〉. Dokáºeme, ºe g = f ′ na 〈a, b〉. Nejprve vezmeme
x ∈ [a, b) a dokáºeme rovnost g(x) = f ′+(x). Platí

f ′+(x) = lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0+
lim

n→∞

fn(x+ h)− fn(x)

h

= lim
n→∞

lim
h→0+

fn(x+ h)− fn(x)

h
= lim

n→∞
(fn)′+(x) = g(x),

p°i£emº jsme pouºili v¥tu 13 � viz dále. Podobn¥, vezmeme�li x ∈ (a, b], dá se
dokázat rovnost g(x) = f ′−(x). Coº bylo t°eba dokázat.
Je²t¥ je pot°eba ukázat, ºe pouºití v¥ty 13 bylo oprávn¥né! Musíme ov¥°it, ºe
byly spln¥ny p°edpoklady této v¥ty. Ozna£íme

ϕn(h) =
fn(x+ h)− fn(x)

h
a ϕn(h) =

f(x+ h)− f(x)

h

pro kaºdé n ∈ N a h ∈ (0, δ), kde δ > 0 a x ∈ [a, b) jsou pevn¥ daná £ísla. Ap-
likujeme Moore�Osgoodovu v¥tu na funkce ϕn, ϕ : (0, δ) → R. Z°ejm¥ existují
vlastní limity

lim
h→0+

ϕn(h) = lim
h→0+

=
fn(x+ h)− fn(x)

h
= (fn)′+(x).
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Sta£í tedy jiº ov¥°it, ºe ϕn konverguje stejnom¥rn¥ k ϕ na (0, δ). K tomu op¥t
pouºijeme v¥tu 10. Pro kaºdé m,n ∈ N a h lze najít ξ ∈ (0, δ) leºící mezi body
0 a h tak, ºe platí

ϕm(h)− ϕn(h) =
fm(x+ h)− fm(x)

h
− fn(x+ h)− fn(x)

h

=
1

h
[(fm(x+ h)− fn(x+ h))− (fm(x)− fn(x))]

=
1

h
h(f ′m(ξ)− f ′n(ξ)) = f ′m(ξ)− f ′n(ξ)

Protoºe {f ′n}∞n=1 spl¬uje B�C podmínku na 〈a, b〉, pak díky t¥mto rovnostem ji
spl¬uje i posloupnost {ϕn}∞n=1 na (0, δ) (pro£?). �

V¥ta 20 (O integraci) Nech´ a, b ∈ R, a < b, fn : 〈a, b〉 ⊂ R → R pro kaºdé
n ∈ N, existuje Riemann·v integrál

∫ b

a
fn(x) dx pro kaºdé n ∈ N, fn ⇒ f na

(a, b). Pak existuje Riemann·v integrál
∫ b

a
f(x) dx a platí∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx. (7)

D·kaz. Z p°edpokladu fn ⇒ f na 〈a, b〉 plyne, ºe pro kaºdé ε > 0 existuje
n0 ∈ N takové, ºe pro kaºdé n ∈ N a kaºdé x ∈ 〈a, b〉 platí

n ≥ n0 =⇒ |fn(x)− f(x)| < ε

2(b− a)
.

Pak pro v²echna n ∈ N taková, ºe n ≥ n0 platí∣∣∣∣∫ b

a

fn(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

(fn(x)− f(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|fn(x)− f(x)|dx

≤ (b− a) sup
x∈〈a,b〉

|fn(x)− f(x)| ≤ (b− a)
ε

2(b− a)
=
ε

2
< ε.

Tím je d·kaz hotov. �

Poznámka 21 Op¥t platí, ºe pokud posloupnost funkcí nekonverguje stejnom¥rn¥
ke své limitní funkci na 〈a, b〉, pak nemusí platit (7) � viz následující p°íklad.

P°íklad 22 Uvaºujme posloupnost funkcí {fn}∞n=1 de�novaných na intervalu
〈0, 1〉 p°edpisem

fn(x) =


0 x = 0,

n x ∈ (0, 1/n),

0 x ∈ 〈1/n, 0〉

Pak z°ejm¥ ∫ 1

0

fn(x) dx = 1 pro kaºdé n ∈ N,
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fn → 0 na 〈0, 1〉. Tedy neplatí (7), protoºe∫ 1

0

fn(x) dx = 1 6→
∫ 1

0

0 dx = 0.

D·vodem je práv¥ fakt, ºe fn 6⇒ f na 〈0, 1〉.
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