Matematickd analyza KMA /MA2I
Mocninné rady, Taylorovy rady

Minulou pfednasku jsme si povidali o teorii fad funkci obecné. Nyni se
podividme na dva specidlni typy fad — mocninné a Fourierovy. Lze ocekavat,
ze pro specialni typy fad budeme schopni toho tict vice nez o fadach obecné a
budou mit jiz n&jaké praktické vyuziti.

1 Mocninné rady

Mocninnou fadou budeme rozumét fadu funkci
o0
ch(x—a)”:co—i—cl(x—a)—l—cZ(x—a)Q—l—..., (1)
n=0

kde ¢, € R pro n € Ny, a € R. Tyto fady maji velky vyznam pii aproxi-
maci funkci — napt pii urcovani pfibliznych hodnot funkci, pfibliZzném feSeni
diferencialnich rovnic (viz Dosl4, Novék), atd...

Poznamka 1 Vsimnéte si, Ze n-ty Clen i ¢asteény soucet mocninné fady je
polynom. Tedy je to funkce spojitd, kterou muzeme libovolné derivovat a na
libovolném intervalu («, 8) ma takova funkce Riemanniv integral. Vyborné se
tedy hodi k aproximaci funkei — viz kapitolu o Taylorovych fadach. Jak dale
uvidime, budeme schopni i lecos fict o stejnomérné konvergenci — bez které by
nam frady funkci moc k ni¢emu nebyly.

Definice 2 Mocninou fadou o stiedu a rozumime funkéni fadu ve tvaru (1).
Cislo a nazyvame stfed mocninné fady (1), ¢, nazyvame koeficienty rady (1)
pro n € Ny a ¢g nazyvame absolutni ¢len.



1.1 Obor konvergence mocninné rady

Nejprve se podivejme na mnozinu, na které mocninna fada (bodové) konverguje.
Poznamka 3 Rada (1) konverguje vidy pro = = a (soufet je roven cg).

Véta 4 Necht Fada (1) konverguje pro x = T (¢ # a). Pak Fada absolutné
konverguje v kaZdém bodé x € R, pro ktery plati

|z —af <z —al,
tzn. pro x € (a — |Z —al,a + |Z — al).

Dikaz. Piedpokladejme, Ze (1) konverguje v bodé = = z, pfitemz T # a. Z
nutné podminky konvergence ¢iselné fady plyne, Ze
lim ¢, (Z —a)" =0,
n—oo
to znamena, Ze (Ciselna) posloupnost {c,(Z — a)™} je ohranitena, tedy existuje
K > 0 tak, ze
len(Z —a)"| < K pro kazdé n € Ny.

Vezmeme z € R takové, Ze | — a| < |T — a| a dokdzeme, Ze v ném fada (1)
konverguje absolutné. Pro takové x ziejmé plati

r—a
< 1. 2
Fa— (2)
Pak n n
r—a r—a
n - "= n_* " <K
enle = a)"| = fea( — )| 22| < K| E—

Z (2) plyne, ze fada ) K|Z=2|" je konvergentni, a tedy i fada ) [cn(2 — a)"|
konverguje. (]

Dausledek 5 Jeslize existuje bod & € R takovy, Ze fada (1) v & diverguje, pak
fada diverguje ve vSech bodech x € R takovych, Ze |x — a| > |T — a| (tedy na
intervaly (—oo,a —|Z — a|) U (a + |Z — al, 00) ).

Diikaz. Kdyby tada (1) konvergovala v nékterém bodé = € R takovém, Ze
|z —a| > |Z — al, pak z v&ty 4 vyplyva, ze by musela konvergovat i v bodé Z,

coZ je ve sporu s piredpokladem. O

Poznamka 6 Kreslete si obrazky — umisténi boda Z, & vzhledem k a.



Vé&ta 7 K mocninné Fadé (1) lze pfiFadit jednoznacné &islo p € [0,00) nebo
p = oo tak, Ze fada ve vsech bodech x spliiujicich |x—a| < p absolutné konverguje
a ve vsech bodech x € R spliiujicich |x — a| > p diverguje.

Poznamka 8 Véta 7 tedy ik, Ze pro konvergenci mocninné fady muZe nastat
pouze jeden z nésledujicich t¥ech piipadi:

1. Rada (1) absolutné konverguje pro z = a a diverguje na R\ {a} (p¥ipad
p=0).

2. Rada (1) absolutné konverguje na celém R (p¥ipad p = o).

3. Rada (1) absolutné konverguje na intervalu (a — p,a + p), diverguje na
intervalech (—oo,a—p) a (a+ p, 00), pFitemz o konvergenci fady v bodech
x =a—pazx=a+ pnic véta 7 nefiki - viz pfiklady 12 — 16 (pFipad
0<p<o0).

Je vidét, Ze ¢islo p z véty 7 obsahuje zasadni informaci o oboru konvergence
mocninné rady, takze si ho néjak pojmenujeme.

Definice 9 Cislo p z predchozi véty nazgvame polomér konvergence fady (1).

Poznamka 10 Pii vySetfovani konvergence mocninné fady tedy staci pouze
ur¢it polomér konvergence a vySetfit body na hranici oboru konvergence (v
piipadé, ze 0 < p < 00).

Nésledujici véta nam da navod, jak polomér konvergence efektivné vypocitat.

Véta 11 Pro polomeér konvergence plati:

(a) p !

limsup,, o V/]cnl '

(b) ewistuje-1i lim,, o0 V/|cn| = A, pak p = T,

(c) ezistuje-Ti lim, o |2
»

=, pakp:%.

Jestlize A = oo, pak pokldidame p = 0 a pokud A = 0, pak pokldddme p = oco.

1.2 Priiklady
Priklad 12 Je déna fada

Vysetiete konvergenci této rady!



Resend: Konvergenci fady miZzeme vySetfovat postupy z kapitoly Posloupnosti
a Tady funkci, nebo muzeme vyuzit specidlnich vlastnosti mocninnych rfad. V
nasem piipadé jde o mocninnou fadu o stfedu a = 0 s koeficienty

1
Cp = on pro kazdé n € Ny.

Jak bylo fe¢eno, pro vySetifovani oboru konvergence mocninné fady bude pro nés
mit vyznam polomér konvergence. Ten vypocitame podle véty 11. Pouzijeme
tfeba druhy vztah ve zminéné vété, to znamené spocitame limitu

1 1 1
lim {/|c,| = lim {/— = lim - = —.

n—00 n—00 2n n—o0 2 2

Podle véty 11 dostavame p = 2 a z poznamky 8 vyplyva, ze uvedend mocninng
fada konverguje absolutné pro vSechna x € (—2,2), diverguje pro viechna x €
(=00, —2) U (2,00). Zbyva vysetfit konvergenci v bodech z = —2 a x = 2. Pro

r = —2 dostavame
o0

1
S =Yy
n=0 n=0
coz je divergentni fada. Pro x = 2 dostavame tadu, jejiz ¢leny jsou rovny 1,
tedy rovnéz divergentni ¢iselnou fadu.
Zdveér: Rada absolutng konverguje na intervalu (—2,2) a diverguje na
(—o0, —2] U [2, 00).

Priklad 13 Je déna fada
oo 1 "
> 52
n=1

Vysetiete konvergenci této rady!

Reseni: Stred fady je roven a = 2 a snadno se da spocitat, Ze polomér této
fady p = 1. Rada tedy absolutné konverguje na (2 — 1,2 + 1) a diverguje na
(=00,2—-1)U(2+1,00). Pro z =1 a = = 3 jde o absolutné konvergentni fady.
Zdver: Rada absolutné konverguje na intervalu [1,3] a diverguje na (—oc,1) U
(3, 00).

Priklad 14 Je déna fada

o0

Znil(:v—&—l)”

n=0

Vysetiete konvergenci této rfady!

Reseni: Stied fady je roven a = —1 a snadno se da spocitat, Ze polomeér této rady
je roven p = 1. Rada tedy absolutné konverguje na (—1 —1,—1+1) a diverguje
na (—oo,—1 — 1)U (=1 + 1,00). Pro x = —2 fada relativné (neabsolutné)

konverguje a pro x = 0 rada diverguje.
Zavér: Rada absolutné konverguje na intervalu (-2, 0), relativné konverguje pro
x = —2 a diverguje na (—oo, —2) U [0, 00).



Priklad 15 Je déna rada
o0 1 N
> (w+3)
= nl

Vysetiete konvergenci této rady!

Resent: Stied fady je roven a = —3 a snadno se da spocitat, ze polomér této
fady je roven p = oo.
Zaveér: Rada absolutné konverguje na R.

Priklad 16 Je dana fada

o0

Z nl(x —1)"

n=0

Vysetiete konvergenci této rady!

Reseni: Stied Fady je roven a = 1 a snadno se dé spocitat, ze polomér této Fady
je roven p = 0.

Zavér: Rada absolutné konverguje pro x = 1 a diverguje na (—oo, 1) U (1, 00).
1.3 Operace s mocninnymi Ffadami

Uvazujme dvé mocninné fady

Z bp(x —a)” s polomérem konvergence p; > 0, (3)
n=0
Z en(x—a)” s polomérem konvergence ps > 0. (4)
n=0

Definice 17 Mgjme dany fady (3) a (4). Souftem (rozdilem) fad (3) a (4)
rozumime fadu

S (Se )

n=0 n=0

Pro k € R rozumime k—nésobkem fady (3) fadu

i kb, (x —a)™.
n=0

Souc¢inem (Cauchyovym) fad (3) a (4) rozumime Fadu

Z dp(z —a)"
n=0

kde d,, = agb,, + a1b,_1 + ...+ a,by pro kazdé n € Ny.



Véta 18 Méjme ddiny Fady (3) a (4). Pak jejich soucet a rozdil jsou mocninné
Fady s polomérem konvergence p > min{p1, p2} a plati

o0

Z(bn:tcn x—a) Zb T —a) :I:chzfa

n=0

pro kaZdé x € (a — p,a+ p). Je-li k € R, k # 0, pak k—-ndsobek Fady (3) md
stejny polomér konvergence jako Fada (3) a plati

Z kb, (x —a)" = kz bp(z —a)” pro kazdé x € (a — p1,a+ p1).
n=0 n=0

Soucin Tad (3) a (4) md polomér konvergence roven p > min{pi, p2} a plati

S doo - )" (}:bapﬂz> <§:%x_a )

n=0

pro kaZdé x € (a — p,a+ p), kde d,, jsou koeficinty z definice 17.

Priklad 19 Je déana funkce

1

fla) = 22422 —3°

Urcete mocninnou fadu se stfedem a = —1, jejiz soucet je funkce f (na n&jakém
okoli bodu —1 — urcete toto okoli).

Regeni. K tomu abychom ji mohli uréit, provedeme rozklad funkce f (z) na
parcialni zlomky. Jednoduse se d& vypocitat, ze

1 1 1 1

M) =321 1ors

pro kazdé x € R\ {1, —3}. Ziejmé plati
1 1 11 I /z+1\" 1< 1

= — = —— = —— = — = —_— 1”
t—1 2-(z+1) 21-zH 2Z< 2 > 2¥2n(x+)
pro |(z+1)/2|<1a

1 1 11 I [z+1\" I (-1)"
= — _— = —— = — — 1”
x+3 —2—(x+1) 21—9’%'“21 2n_0( ) Z (z-+1)

pro |(z +1)/(=2)| < 1. Z piedchozi véty tedy plati

BE= 1 1°° ” °°—1+(—1)n .
n=0

n=0 n=0




pro viechna |z + 1| < 2, tzn. z € (—3,1).
Nyni spocitame polomér konvergence takové fady. Ziejmé

1

m pro kazdé m € NO.

Com =0 a Com41 = —

Z toho je vidst, Ze sice lim,, o {/|cn| neexistuje, ale

limsup V/|c,| = hm 8 lcomyl| = =

n— oo
tzn. p = 2.
Zavér. Plati
—_ = n-, kazdé z € (—3,1).
1:2+2x— = - 8.2n 2” z+1) pro kazdé x € ( )



1.4 LokAlni stejnomérna konvergence a jeji disledky

Véta 20 Necht md Fada (1) kladny polomér konvergence, tzn. p > 0 (p tedy
miZe byt rovno oo). Pak Fada (1) konverguje stejnomérné na intervalu [a —
r,a + 1] pro viechna 0 < r < p.

Dikaz. Vezmeme r € R takové, ze 0 < r < p. Ziejmé
len(z—a)"| < ep|r™ pro v8echna z € [a — r,a + r] a vSechna n € Ny.

Podle pfedpokladu mocninna fada absolutné konverguje v bodé = = r, tzn.

o0

Z len|r™ < oo.

n=0

Podle Weierstrassovy véty pak fada (1) konverguje stejnomérné na mnoZiné
[a =71 a4+ 7] O

Poznamka 21 Zavedeme-li pojem tzv. lokdlné stejnomérné konvergence —
fekneme, Ze fada funkci ZZOZI fn lokdlné stejnomérné konverguje na intervalu
J jestlize Y | fn stejnomérné konverguje na kazdém intervalu (o, 8) C J —lze
Vétu 20 vyslovit takto:

Mocninnd Fada lokdlné stejnomeéerné konverguje na (a — p,a + p).

Poznamka 22 Je-li polomér konvergence kladny, pak lze ziejmé definovat funkci
f:(a—p,a+ p) — R predpisem

f@)=) eale—a)"  prokardé s € (a—p,a+tp).
n=0

V dalsim se budeme zabyvat vlastnostmi této funkce (souctu fady).

Disledek 23 Soucet mocninné fady (1) je spojitd funkce na intervalu (a —
pya+p).

Dikaz. Vezmeme-li libovolny bod z € (a— p, a+ p), pak zfejmé existuje r > 0
takové, 7e r < pa x € (a —r,a + ). ProtoZe ¢leny fady (1) jsou spojité funkce
na R, pak jeji soucet je spojita funkce na intervalu [a — r,a + r], specilné i v
bodg zx. O

Diky lokalné stejnomérné konvergenci muzeme fadu derivovat i integrovat
¢len po ¢lenu — to mé velky prakticky vyznam.

Véta 24 (o derivovdni a integrovini mocninné Fady) Md—li mocninnd fada (1)

polomeér konvergence p > 0 a funkce f : (a — p,a + p) = R je jeji soucet. Pak
funkce f md na intervalu (a — p,a + p) derivaci a primitivni funkci a plati

f(z)= Z nep(z —a)™ ! pro kaZdé x € (a — p,a+ p) (5)
n=1



a)"tt pro kazdé x € (a — p,a+p). (6)

INCEE M=

Uvedené mocninné fady maji polomér konvergence roven p.

Dausledek 25 Soucet f mocninné fady (1) s kladngm polomérem konvergence
p md spojité derivace viech Fadi na intervalu (a — p,a + p) a plati

F®(z) i (n—1)(n—2)-(n—k+1)cy(x —a)" "

pro kazdé x € (a — p,a+ p).



2 Taylorovy rady
Uvazujme nésledujici problém:

Je dana realna funkce f definované na néjakém okoli bodu a.
Existuje mocninn4 fada o stfedu a konvergujici na n&jakém okoli (7)
bodu a k funkci f?

Tato otazka by mohla byt motivovana nésledujicim piikladem.

Piiklad 26 Vypocitejte piibliznou hodnotu ¢isla %01

setinnych mist.

s presnosti na 5 de-

Reseni: Da se spocitat, ze

& n
x
e’ = E — pro kazdé r € R
n!
n=0

(ur€enim této rovnosti se budeme zabyvat pravé v této kapitole). Tedy funkce
e” je souctem mocninné Fady

2 28

x
s polomérem konvergence p = oo (spocitejte ho uzitim véty 11). Pak také ziejmé
0,01  (0,01)2 (0,01)3
0,01 __ 9 ) 9
e =1+ 1 + o + 3] +

Oznalme s, (x) n—ty Castetny soucet této mocninné fady. Pak plati s1(0,01) =
1, 52(0,01) = 1,01, s3(0,01) = 1,01005, s4(0,01) = 1,01005016, atd. Je tedy
jasné, ze e%01 je s piesnosti na 5 desetinnych mist rovno &islu 1,01005.

K odpovédi na na$i na otédzku (7) dojdeme nasledujicim zptasobem. Ne-
jprve zjistime, jakym zptisobem by hledand mocninné fada méla vypadat. Pak
budeme zkoumat, za jakych pfedpoklada bude funkce f souctem této rady.

Poznamka 27 Pokud je odpovéd na otazku (7) kladna, budeme fikat, Ze funkci
f lze rozvinout v mocninnou fadu se stfedem v bodé a. V nésledujici vété
odvodime koeficienty takové fady.

Véta 28 (o Taylorove rozvoji) Jestlize lze redlnou funkci f rozvinout v mocnin-
nou Tadu (1) se stiedem v bod€ a, pak pro jeji koeficienty plati

_ /()

n!

Cn pro kazdé n € NU {0}, (8)

kde pokldddme f©(a) = f(a).

10



Diikaz. Piedpokladejme, ze takova fada existuje, tzn. Ze existuje 6 > 0 takové,
7e plati

fx)=co+eci(x—a)+er—a)+es(x—a) +elz—a)+... (9

pro kazdé x € (a — 0,a + §). Specidlné dosazenim z = a dostavame f(a) = co.
Protoze § je mensi nebo rovno poloméru konvergence této mocninné fady, z
dusledku 25 plyne

f'(x) = e1 +2e2(z — a) + 3c3(x — a)? +dea(z —a)’ + ..
pro x € (a —8,a +0) a tedy f'(a) = c¢;. Opét pouzitim disledku 25 dostavame
f(x) :202+3'203($_a)+4'3C4(x—a)2+.__

prozx € (a—9d,a+0) atedy f'(a) = 2¢o. Z dusledku 25 tedy vyplyva (8). Tedy
plati

n!

% ¢(n)(g
foy =3 L@ gy (10)
n=0

pro viechna x € (a — d,a + 9). O

Disledek 29 Existuje nejvyse jedna mocninna fada se stfedem v bodé a, kterd
na néjakém okoli tohoto bodu konverguje k funkci f. Jeji koeficienty jsou ve
tvaru (8).

Priiklad 30 Uvazujme funkci

f(x)Z{ 8_72 pro z € R\ {0}.

pro z=0.
Da se vypotitat (pokuste se o to), Ze plati
f™0)=0  pro kazdé n € N.

7 predchozi véty plyne, Ze jestli by se dala funkce f rozvinout v mocninnou
fadu o stfedu 0 na néjakém okoli tohoto bodu, pak jsou vSechny jeji koeficienty
¢, nulové. Takova fada oviem konverguje na R k nulové funkci, tzn. ze k funkci
f nekonverguje na zadném okoli bodu 0. Z tohoto piikladu lze vidét, ze ikdyz
ma funkce spojité derivace v8ech fadu na celém R, neznamena to jesté, ze ji lze
rozvinout v mocninnou fadu v libovolném bodé jejiho defini¢niho oboru.

Priiklad 31 Uvazujme nyni funkci

1
_J e =2 pro x>0.
hilz) = { 0 pro x <0.

Podobné jako u predchoziho piikladu méa funkce spojité derivace vSech fadu na
R. Jestlize by se dala funkce f; rozvinout v mocninnou fadu o stfedu 0, pak
by to opét musela byt fada, jejiz vSechny koeficienty jsou nulové. Na rozdil
od minulého ptikladu, zde by tato fada konvergovala k funkci f; na intervalu
(—00,0]. Ale ani v tomto p¥ipadé nelze funkei f; rozvinout v mocninnou fadu
o stfedu 0.

11



Definice 32 Je-li déna redlna funkce f definovand na okoli bodu a, a € R,
majici v bodé a derivace vSech fadu, pak fadu ve tvaru

> £(n)(q
Zf '( )(x—a)"

n!

n=0

nazyvame Taylorovou fadou funkce f se stfedem a, jeji koeficienty nazyvame
Taylorovymi koeficienty a jeji n—ty ¢astecny soucet nazyvame Taylorovym poly-
nomem a znac¢ime 7T;,. Jestlize plati @ = 0, pak tuto fadu nazyvame Maclauri-
novou fadou.

Piiklad 33 Uvazujme funkci

f(x) pro kazdé x € R\ {1}.

:1—96

Ze vzorce pro soucet geometrické fady

> 1
1 L
(|q|< - X 1_q)

vyplyva, ze

1 = o
1_36:21 pro kazdé x € (—1,1).

n=0
Tedy funkci f lze na intervalu (—1, 1) rozvinout v mocninnou fadu se stfedem
v bodé 0. Jak se da snadno spocitat (ikdyz i tak je to zfejmé), je polomér
konvergence této fady roven p = 1. 7 dusledku 29 vyplyva, Ze tato fada je
Taylorova fada. V tomto pfipadé tedy nebylo nutné pocitat vSechny derivace
funkce f v bodé 0. Tento postup s vyhodou vyuzijeme i u jinych rozvoji, u
kterych je pocitat vyraz £ (a) obtiznéjsi.

Poznamka 34 ProtoZe ¢astecné soucty Taylorovy fady jsou polynomy (Tay-
lorovy polynomy), je tuloha (7) vlastné problémem aproximace funkce f poly-
nomem stupné nejvyse n v néjakém okoli bodu a. Jak je vidét z piikladi 30 a 31,
neni vzdy zaruceno, ze Taylorova fada konverguje na n&jakém okoli k funkci f
(tedy neni zaruceno, ze T,,(x) konverguje k funkci f(z) pro vSechna x z n&jakého
okoli bodu a).

Definice 35 Pro danou redlnou funkci f, kterd mé derivace v bodé a az do
n—tého fadu definujeme &islo R,41(x) vatahem

f(x) = To(2) + Rnia(2)

pro kazdé z € D(f) (tedy Rpt1(x) = f(x) — Ty (x)), nazveme ji n—tym zbytkem
v Taylorové vzorci.

Nésleduje nutné a postacujici podminka k tomu, aby Taylorova fada kon-
vergovala k funkci f v bodé z.

12



Véta 36 Taylorova Fada funkce f konverguje k funkci f v bodé x € D(f) prdvé
kdyz
lim R,1(xz) =0. (11)

n—roo

Dikaz. Fakt, ze Taylorova fada konverguje k funkci f v bodé x znamené, Ze
To(x) = f(2),
COZ znamena
Roi1(z) =Th(z) — f(x) = 0 pro n — oo.

O

Nase pozornost se tedy zaméii na otazku, za jakych podminek je splnéna
podminka (11). K FeSeni tohoto problému muZeme vyuZit Taylorovu vétu. Ne-
jprve si zavedeme potiebné oznaceni.

Oznaéeni: Pro a, b € R budeme symbolem I,; rozumét interval (a,b), je-li
a < b a interval (b,a), je-li b < a.

Véta 37 (O zbytku) Necht f md na J = (a — d,a+ 9), § > 0 derivace vSech
radi a necht © md na J derivaci, ¢ # 0 na J. Pak pro kazdé n e N, z € J
existuje £ € I, , tak, Ze

(z = &)" p(x) — ¥(a)

R, = (n+1)(¢).
1(z) - 7@ 6
Jeslize polozime ¢(t) = (x —t)" ! pak dostdvime tzv. Lagrangetiv tvar zbytku
(x —a)™t!
R, = 7 rlntD)

a pro p(t) =t dostdvame tzv. Cauchyiv tvar zbytku
(z —&)"(x—a)

n!

R () = FrDE).

Véta o zbytku nam umozni pro konkrétni funkci f zjistit konkrétni tvar
zbytku R,y1, diky éemuz mizeme dokazat, jak je to s konvergenci Taylorovy
fady k funkci f. Dukaz nasledujici véty je zaloZen pravé na pouZiti véty o
zbytku a dava nam jednodussi (na pouziti) kriterium konvergence Taylorovy
fady k funkci f

Vé&ta 38 Necht redlnd funkce f md spojité derivace vSech 7ddi na (a—0,a+9),
x € (a—0,a+9). Jestlize existuje M > 0 tak, Ze pro kazdé n € N plati

|f(n)(t)| <M pro kazdé t € I, ;.

Pak Taylorova tada konverguje k funkci f v bodé x.
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Diikaz. Stagi dokazat, ze je splnéna podminka (11). Vezmeme si Lagrangetav
tvar zbytku R, 1(z). Pro né&j plati

f V@)
(n+1)!

M|x _ a|n+1

_ n+1<
o= al™ = =)

| R ()] =

kde ¢ € I, . Vyraz nalevo ziejmé konverguje k nule pro n — co. Tedy (11)
plati. O

Piiklad 39 Rozvineme funkci f(x) = e® do Maclaurinovy fady. Protoze plati
(e®)) = ¢® pro viechna z € R,

pak po dosazeni x = 0 dostavame Taylorovy koeficienty ve tvaru ¢, = 1/n! a
Maclaurinovu fadu

o0
>
n!’
n=0

Nyni nas bude zajimat, pro jakd z € R tato fada konverguje k e*. V bodé x = 0
tato fada samoziejmé konverguje k € (Maclaurinova ¥ada je mocninnou fadou
o stfedu v bodé 0). Vezmeme x # 0. Pak zfejmé plati

lef] < el”!
pro kazdé t € Iy ,. 7 véty 38 dostavame, ze Maclaurinova fada konverguje k

funkci f v bodé z. Protoze x bylo libovolné, plati

pro kazdé =z € R.

Vezmeme-li Lagrangetuv tvaru zbytku R,,1(z), plati pro kazdé n € N

2 3 n ¢
T x xT T e

T =1 — - n+1
e TR IR e el ey T

kde f € IO,I'

Podobné lze vypocitat rozvoje jinych elementérnich funkei. Viz napt. Matem-
atickd analyza I (Brabec,Martan,Rozensky).
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