
Matematická analýza KMA/MA2I

Mocninné °ady, Taylorovy °ady

Minulou p°edná²ku jsme si povídali o teorii °ad funkcí obecn¥. Nyní se
podíváme na dva speciální typy °ad � mocninné a Fourierovy. Lze o£ekávat,
ºe pro speciální typy °ad budeme schopni toho °íct více neº o °adách obecn¥ a
budou mít jiº n¥jaké praktické vyuºití.

1 Mocninné °ady

Mocninnou °adou budeme rozum¥t °adu funkcí

∞∑
n=0

cn(x− a)n = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . . , (1)

kde cn ∈ R pro n ∈ N0, a ∈ R. Tyto °ady mají velký význam p°i aproxi-
maci funkcí � nap° p°i ur£ování p°ibliºných hodnot funkcí, p°ibliºném °e²ení
diferenciálních rovnic (viz Do²lá, Novák), atd...

Poznámka 1 V²imn¥te si, ºe n�tý £len i £áste£ný sou£et mocninné °ady je
polynom. Tedy je to funkce spojitá, kterou m·ºeme libovoln¥ derivovat a na
libovolném intervalu 〈α, β〉 má taková funkce Riemann·v integrál. Výborn¥ se
tedy hodí k aproximaci funkcí � viz kapitolu o Taylorových °adách. Jak dále
uvidíme, budeme schopni i lecos °íct o stejnom¥rné konvergenci � bez které by
nám °ady funkcí moc k ni£emu nebyly.

De�nice 2 Mocninou °adou o st°edu a rozumíme funk£ní °adu ve tvaru (1).
�íslo a nazýváme st°ed mocninné °ady (1), cn nazýváme koe�cienty °ady (1)
pro n ∈ N0 a c0 nazýváme absolutní £len.
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1.1 Obor konvergence mocninné °ady

Nejprve se podívejme na mnoºinu, na které mocninná °ada (bodov¥) konverguje.

Poznámka 3 �ada (1) konverguje vºdy pro x = a (sou£et je roven c0).

V¥ta 4 Nech´ °ada (1) konverguje pro x = x̄ (x̄ 6= a). Pak °ada absolutn¥
konverguje v kaºdém bod¥ x ∈ R, pro který platí

|x− a| < |x̄− a|,

tzn. pro x ∈ (a− |x̄− a|, a+ |x̄− a|).

D·kaz. P°edpokládejme, ºe (1) konverguje v bod¥ x = x̄, p°i£emº x̄ 6= a. Z
nutné podmínky konvergence £íselné °ady plyne, ºe

lim
n→∞

cn(x̄− a)n = 0,

to znamená, ºe (£íselná) posloupnost {cn(x̄− a)n} je ohrani£ená, tedy existuje
K > 0 tak, ºe

|cn(x̄− a)n| ≤ K pro kaºdé n ∈ N0.

Vezmeme x ∈ R takové, ºe |x − a| < |x̄ − a| a dokáºeme, ºe v n¥m °ada (1)
konverguje absolutn¥. Pro takové x z°ejm¥ platí∣∣∣∣x− ax̄− a

∣∣∣∣ < 1. (2)

Pak

|cn(x− a)n| = |cn(x̄− a)n|
∣∣∣∣x− ax̄− a

∣∣∣∣n ≤ K∣∣∣∣x− ax̄− a

∣∣∣∣n.
Z (2) plyne, ºe °ada

∑
K|x−ax̄−a |

n je konvergentní, a tedy i °ada
∑
|cn(x − a)n|

konverguje. �

D·sledek 5 Jesliºe existuje bod x̃ ∈ R takový, ºe °ada (1) v x̃ diverguje, pak
°ada diverguje ve v²ech bodech x ∈ R takových, ºe |x − a| > |x̃ − a| (tedy na
intervalu (−∞, a− |x̃− a|) ∪ (a+ |x̃− a|,∞)).

D·kaz. Kdyby °ada (1) konvergovala v n¥kterém bod¥ x ∈ R takovém, ºe
|x − a| > |x̃ − a|, pak z v¥ty 4 vyplývá, ºe by musela konvergovat i v bod¥ x̃,
coº je ve sporu s p°edpokladem. �

Poznámka 6 Kreslete si obrázky � umíst¥ní bod· x̄, x̃ vzhledem k a.
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V¥ta 7 K mocninné °ad¥ (1) lze p°i°adit jednozna£n¥ £íslo ρ ∈ [0,∞) nebo
ρ =∞ tak, ºe °ada ve v²ech bodech x spl¬ujících |x−a| < ρ absolutn¥ konverguje
a ve v²ech bodech x ∈ R spl¬ujících |x− a| > ρ diverguje.

Poznámka 8 V¥ta 7 tedy °íká, ºe pro konvergenci mocninné °ady m·ºe nastat
pouze jeden z následujících t°ech p°ípad·:

1. �ada (1) absolutn¥ konverguje pro x = a a diverguje na R \ {a} (p°ípad
ρ = 0).

2. �ada (1) absolutn¥ konverguje na celém R (p°ípad ρ =∞).

3. �ada (1) absolutn¥ konverguje na intervalu (a − ρ, a + ρ), diverguje na
intervalech (−∞, a−ρ) a (a+ρ,∞), p°i£emº o konvergenci °ady v bodech
x = a − ρ a x = a + ρ nic v¥ta 7 ne°íká - viz p°íklady 12 � 16 (p°ípad
0 < ρ <∞).

Je vid¥t, ºe £íslo ρ z v¥ty 7 obsahuje zásadní informaci o oboru konvergence
mocninné °ády, takºe si ho n¥jak pojmenujeme.

De�nice 9 �íslo ρ z p°edchozí v¥ty nazýváme polom¥r konvergence °ady (1).

Poznámka 10 P°i vy²et°ování konvergence mocninné °ady tedy sta£í pouze
ur£it polom¥r konvergence a vy²et°it body na hranici oboru konvergence (v
p°ípad¥, ºe 0 < ρ <∞).

Následující v¥ta nám dá návod, jak polom¥r konvergence efektivn¥ vypo£ítat.

V¥ta 11 Pro polom¥r konvergence platí:

(a) ρ =
1

lim supn→∞
n
√
|cn|

.

(b) existuje�li limn→∞
n
√
|cn| = λ, pak ρ = 1

λ ,

(c) existuje�li limn→∞

∣∣∣ cn+1

cn

∣∣∣ = λ, pak ρ = 1
λ .

Jestliºe λ =∞, pak pokládáme ρ = 0 a pokud λ = 0, pak pokládáme ρ =∞.

1.2 P°íklady

P°íklad 12 Je dána °ada
∞∑
n=0

1

2n
xn

Vy²et°ete konvergenci této °ady!
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�e²ení: Konvergenci °ady m·ºeme vy²et°ovat postupy z kapitoly Posloupnosti
a °ady funkcí, nebo m·ºeme vyuºít speciálních vlastností mocninných °ad. V
na²em p°ípad¥ jde o mocninnou °adu o st°edu a = 0 s koe�cienty

cn =
1

2n
pro kaºdé n ∈ N0.

Jak bylo °e£eno, pro vy²et°ování oboru konvergence mocninné °ady bude pro nás
mít význam polom¥r konvergence. Ten vypo£ítáme podle v¥ty 11. Pouºijeme
t°eba druhý vztah ve zmín¥né v¥t¥, to znamená spo£ítáme limitu

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞
n

√
1

2n
= lim
n→∞

1

2
=

1

2
.

Podle v¥ty 11 dostáváme ρ = 2 a z poznámky 8 vyplývá, ºe uvedená mocninná
°ada konverguje absolutn¥ pro v²echna x ∈ (−2, 2), diverguje pro v²echna x ∈
(−∞,−2) ∪ (2,∞). Zbývá vy²et°it konvergenci v bodech x = −2 a x = 2. Pro
x = −2 dostáváme

∞∑
n=0

1

2n
(−2)n =

∞∑
n=0

(−1)n

coº je divergentní °ada. Pro x = 2 dostáváme °adu, jejíº £leny jsou rovny 1,
tedy rovn¥º divergentní £íselnou °adu.
Záv¥r: �ada absolutn¥ konverguje na intervalu (−2, 2) a diverguje na
(−∞,−2] ∪ [2,∞).

P°íklad 13 Je dána °ada
∞∑
n=1

1

n2
(x− 2)n

Vy²et°ete konvergenci této °ady!

�e²ení: St°ed °ady je roven a = 2 a snadno se dá spo£ítat, ºe polom¥r této
°ady ρ = 1. �ada tedy absolutn¥ konverguje na (2 − 1, 2 + 1) a diverguje na
(−∞, 2− 1)∪ (2 + 1,∞). Pro x = 1 a x = 3 jde o absolutn¥ konvergentní °ady.
Záv¥r: �ada absolutn¥ konverguje na intervalu [1, 3] a diverguje na (−∞, 1) ∪
(3,∞).

P°íklad 14 Je dána °ada
∞∑
n=0

1

n+ 1
(x+ 1)n

Vy²et°ete konvergenci této °ady!

�e²ení: St°ed °ady je roven a = −1 a snadno se dá spo£ítat, ºe polom¥r této °ady
je roven ρ = 1. �ada tedy absolutn¥ konverguje na (−1− 1,−1 + 1) a diverguje
na (−∞,−1 − 1) ∪ (−1 + 1,∞). Pro x = −2 °ada relativn¥ (neabsolutn¥)
konverguje a pro x = 0 °ada diverguje.
Záv¥r: �ada absolutn¥ konverguje na intervalu (−2, 0), relativn¥ konverguje pro
x = −2 a diverguje na (−∞,−2) ∪ [0,∞).
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P°íklad 15 Je dána °ada
∞∑
n=0

1

n!
(x+ 3)n

Vy²et°ete konvergenci této °ady!

�e²ení: St°ed °ady je roven a = −3 a snadno se dá spo£ítat, ºe polom¥r této
°ady je roven ρ =∞.
Záv¥r: �ada absolutn¥ konverguje na R.

P°íklad 16 Je dána °ada
∞∑
n=0

n!(x− 1)n

Vy²et°ete konvergenci této °ady!

�e²ení: St°ed °ady je roven a = 1 a snadno se dá spo£ítat, ºe polom¥r této °ady
je roven ρ = 0.
Záv¥r: �ada absolutn¥ konverguje pro x = 1 a diverguje na (−∞, 1) ∪ (1,∞).

1.3 Operace s mocninnými °adami

Uvaºujme dv¥ mocninné °ady

∞∑
n=0

bn(x− a)n s polom¥rem konvergence ρ1 > 0, (3)

∞∑
n=0

cn(x− a)n s polom¥rem konvergence ρ2 > 0. (4)

De�nice 17 M¥jme dány °ady (3) a (4). Sou£tem (rozdílem) °ad (3) a (4)
rozumíme °adu

∞∑
n=0

(bn + cn)(x− a)n
( ∞∑
n=0

(bn − cn)(x− a)n
)
.

Pro k ∈ R rozumíme k�násobkem °ady (3) °adu

∞∑
n=0

kbn(x− a)n.

Sou£inem (Cauchyovým) °ad (3) a (4) rozumíme °adu

∞∑
n=0

dn(x− a)n

kde dn = a0bn + a1bn−1 + . . .+ anb0 pro kaºdé n ∈ N0.
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V¥ta 18 M¥jme dány °ady (3) a (4). Pak jejich sou£et a rozdíl jsou mocninné
°ady s polom¥rem konvergence ρ ≥ min{ρ1, ρ2} a platí

∞∑
n=0

(bn ± cn)(x− a)n =

∞∑
n=0

bn(x− a)n ±
∞∑
n=0

cn(x− a)n

pro kaºdé x ∈ (a − ρ, a + ρ). Je�li k ∈ R, k 6= 0, pak k�násobek °ady (3) má
stejný polom¥r konvergence jako °ada (3) a platí

∞∑
n=0

kbn(x− a)n = k

∞∑
n=0

bn(x− a)n pro kaºdé x ∈ (a− ρ1, a+ ρ1).

Sou£in °ad (3) a (4) má polom¥r konvergence roven ρ ≥ min{ρ1, ρ2} a platí

∞∑
n=0

dn(x− a)n =

( ∞∑
n=0

bn(x− a)n
)
·
( ∞∑
n=0

cn(x− a)n
)

pro kaºdé x ∈ (a− ρ, a+ ρ), kde dn jsou koe�cinty z de�nice 17.

P°íklad 19 Je dána funkce

f(x) =
1

x2 + 2x− 3
.

Ur£ete mocninnou °adu se st°edem a = −1, jejíº sou£et je funkce f (na n¥jakém
okolí bodu −1 � ur£ete toto okolí).
�e²ení. K tomu abychom ji mohli ur£it, provedeme rozklad funkce f(x) na
parciální zlomky. Jednodu²e se dá vypo£ítat, ºe

f(x) =
1

4

1

x− 1
− 1

4

1

x+ 3

pro kaºdé x ∈ R \ {1,−3}. Z°ejm¥ platí

1

x− 1
= − 1

2− (x+ 1)
= −1

2

1

1− x+1
2

= −1

2

∞∑
n=0

(
x+ 1

2

)n
= −1

2

∞∑
n=0

1

2n
(x+1)n

pro |(x+ 1)/2| < 1 a

1

x+ 3
= − 1

−2− (x+ 1)
= −1

2

1

1− x+1
−2

= −1

2

∞∑
n=0

(
x+ 1

−2

)n
= −1

2

∞∑
n=0

(−1)n

2n
(x+1)n

pro |(x+ 1)/(−2)| < 1. Z p°edchozí v¥ty tedy platí

f(x) = −1

8

∞∑
n=0

1

2n
(x+ 1)n +

1

8

∞∑
n=0

(−1)n

2n
(x+ 1)n =

∞∑
n=0

−1 + (−1)n

8 · 2n
(x+ 1)n
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pro v²echna |x+ 1| < 2, tzn. x ∈ (−3, 1).
Nyní spo£ítáme polom¥r konvergence takové °ady. Z°ejm¥

c2m = 0 a c2m+1 = − 1

4 · 22m+1
pro kaºdé m ∈ N0.

Z toho je vid¥t, ºe sice limn→∞
n
√
|cn| neexistuje, ale

lim sup
n→∞

n
√
|cn| = lim

m→∞
2m+1
√
|c2m+1| =

1

2
,

tzn. ρ = 2.
Záv¥r. Platí

1

x2 + 2x− 3
=

∞∑
n=0

−1 + (−1)n

8 · 2n
(x+ 1)n, pro kaºdé x ∈ (−3, 1).
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1.4 Lokální stejnom¥rná konvergence a její d·sledky

V¥ta 20 Nech´ má °ada (1) kladný polom¥r konvergence, tzn. ρ > 0 (ρ tedy
m·ºe být rovno ∞). Pak °ada (1) konverguje stejnom¥rn¥ na intervalu [a −
r, a+ r] pro v²echna 0 < r < ρ.

D·kaz. Vezmeme r ∈ R takové, ºe 0 < r < ρ. Z°ejm¥

|cn(x− a)n| ≤ |cn|rn pro v²echna x ∈ [a− r, a+ r] a v²echna n ∈ N0.

Podle p°edpokladu mocninná °ada absolutn¥ konverguje v bod¥ x = r, tzn.

∞∑
n=0

|cn|rn <∞.

Podle Weierstrassovy v¥ty pak °ada (1) konverguje stejnom¥rn¥ na mnoºin¥
[a− r, a+ r]. �

Poznámka 21 Zavedeme�li pojem tzv. lokáln¥ stejnom¥rné konvergence �
°ekneme, ºe °ada funkcí

∑∞
n=1 fn lokáln¥ stejnom¥rn¥ konverguje na intervalu

J jestliºe
∑∞
n=1 fn stejnom¥rn¥ konverguje na kaºdém intervalu 〈α, β〉 ⊂ J � lze

V¥tu 20 vyslovit takto:
Mocninná °ada lokáln¥ stejnom¥rn¥ konverguje na (a− ρ, a+ ρ).

Poznámka 22 Je�li polom¥r konvergence kladný, pak lze z°ejm¥ de�novat funkci
f : (a− ρ, a+ ρ)→ R p°edpisem

f(x) =

∞∑
n=0

cn(x− a)n pro kaºdé x ∈ (a− ρ, a+ ρ).

V dal²ím se budeme zabývat vlastnostmi této funkce (sou£tu °ady).

D·sledek 23 Sou£et mocninné °ady (1) je spojitá funkce na intervalu (a −
ρ, a+ ρ).

D·kaz. Vezmeme�li libovolný bod x ∈ (a−ρ, a+ρ), pak z°ejm¥ existuje r > 0
takové, ºe r < ρ a x ∈ (a− r, a+ r). Protoºe £leny °ady (1) jsou spojité funkce
na R, pak její sou£et je spojitá funkce na intervalu [a − r, a + r], speciáln¥ i v
bod¥ x. �

Díky lokáln¥ stejnom¥rné konvergenci m·ºeme °adu derivovat i integrovat
£len po £lenu � to má velký praktický význam.

V¥ta 24 (o derivování a integrování mocninné °ady) Má�li mocninná °ada (1)
polom¥r konvergence ρ > 0 a funkce f : (a − ρ, a + ρ) → R je její sou£et. Pak
funkce f má na intervalu (a− ρ, a+ ρ) derivaci a primitivní funkci a platí

f ′(x) =

∞∑
n=1

ncn(x− a)n−1 pro kaºdé x ∈ (a− ρ, a+ ρ) (5)
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a ∫ x

a

f(t) dt =

∞∑
n=0

cn
n+ 1

(x− a)n+1 pro kaºdé x ∈ (a− ρ, a+ ρ). (6)

Uvedené mocninné °ady mají polom¥r konvergence roven ρ.

D·sledek 25 Sou£et f mocninné °ady (1) s kladným polom¥rem konvergence
ρ má spojité derivace v²ech °ád· na intervalu (a− ρ, a+ ρ) a platí

f (k)(x) =

∞∑
n=k

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)cn(x− a)n−k

pro kaºdé x ∈ (a− ρ, a+ ρ).
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2 Taylorovy °ady

Uvaºujme následující problém:

Je dána reálná funkce f de�novaná na n¥jakém okolí bodu a.
Existuje mocninná °ada o st°edu a konvergující na n¥jakém okolí
bodu a k funkci f?

 (7)

Tato otázka by mohla být motivována následujícím p°íkladem.

P°íklad 26 Vypo£ítejte p°ibliºnou hodnotu £ísla e0,01 s p°esností na 5 de-
setinných míst.

�e²ení: Dá se spo£ítat, ºe

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
pro kaºdé x ∈ R

(ur£ením této rovnosti se budeme zabývat práv¥ v této kapitole). Tedy funkce
ex je sou£tem mocninné °ady

1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

s polom¥rem konvergence ρ =∞ (spo£ítejte ho uºitím v¥ty 11). Pak také z°ejm¥

e0,01 = 1 +
0, 01

1!
+

(0, 01)2

2!
+

(0, 01)3

3!
+ . . .

Ozna£me sn(x) n�tý £áste£ný sou£et této mocninné °ady. Pak platí s1(0, 01) =
1, s2(0, 01) = 1, 01, s3(0, 01) = 1, 01005, s4(0, 01) = 1, 01005016̄, atd. Je tedy
jasné, ºe e0,01 je s p°esností na 5 desetinných míst rovno £íslu 1, 01005.

K odpov¥di na na²i na otázku (7) dojdeme následujícím zp·sobem. Ne-
jprve zjistíme, jakým zp·sobem by hledaná mocninná °ada m¥la vypadat. Pak
budeme zkoumat, za jakých p°edpoklad· bude funkce f sou£tem této °ady.

Poznámka 27 Pokud je odpov¥¤ na otázku (7) kladná, budeme °íkat, ºe funkci
f lze rozvinout v mocninnou °adu se st°edem v bod¥ a. V následující v¥t¥
odvodíme koe�cienty takové °ady.

V¥ta 28 (o Taylorov¥ rozvoji) Jestliºe lze reálnou funkci f rozvinout v mocnin-
nou °adu (1) se st°edem v bod¥ a, pak pro její koe�cienty platí

cn =
f (n)(a)

n!
pro kaºdé n ∈ N ∪ {0}, (8)

kde pokládáme f (0)(a) = f(a).
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D·kaz. P°edpokládejme, ºe taková °ada existuje, tzn. ºe existuje δ > 0 takové,
ºe platí

f(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + c3(x− a)3 + c4(x− a)4 + . . . (9)

pro kaºdé x ∈ (a − δ, a + δ). Speciáln¥ dosazením x = a dostáváme f(a) = c0.
Protoºe δ je men²í nebo rovno polom¥ru konvergence této mocninné °ady, z
d·sledku 25 plyne

f ′(x) = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + 4c4(x− a)3 + . . .

pro x ∈ (a− δ, a+ δ) a tedy f ′(a) = c1. Op¥t pouºitím d·sledku 25 dostáváme

f ′′(x) = 2c2 + 3 · 2c3(x− a) + 4 · 3c4(x− a)2 + . . .

pro x ∈ (a− δ, a+ δ) a tedy f ′(a) = 2c2. Z d·sledku 25 tedy vyplývá (8). Tedy
platí

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n (10)

pro v²echna x ∈ (a− δ, a+ δ). �

D·sledek 29 Existuje nejvý²e jedna mocninná °ada se st°edem v bod¥ a, která
na n¥jakém okolí tohoto bodu konverguje k funkci f . Její koe�cienty jsou ve
tvaru (8).

P°íklad 30 Uvaºujme funkci

f(x) =

{
e−

1
x2 pro x ∈ R \ {0}.

0 pro x = 0.

Dá se vypo£ítat (pokuste se o to), ºe platí

f (n)(0) = 0 pro kaºdé n ∈ N0.

Z p°edchozí v¥ty plyne, ºe jestli by se dala funkce f rozvinout v mocninnou
°adu o st°edu 0 na n¥jakém okolí tohoto bodu, pak jsou v²echny její koe�cienty
cn nulové. Taková °ada ov²em konverguje na R k nulové funkci, tzn. ºe k funkci
f nekonverguje na ºádném okolí bodu 0. Z tohoto p°íkladu lze vid¥t, ºe ikdyº
má funkce spojité derivace v²ech °ád· na celém R, neznamená to je²t¥, ºe ji lze
rozvinout v mocninnou °adu v libovolném bod¥ jejího de�ni£ního oboru.

P°íklad 31 Uvaºujme nyní funkci

f1(x) =

{
e−

1
x2 pro x > 0.

0 pro x ≤ 0.

Podobn¥ jako u p°edchozího p°íkladu má funkce spojité derivace v²ech °ád· na
R. Jestliºe by se dala funkce f1 rozvinout v mocninnou °adu o st°edu 0, pak
by to op¥t musela být °ada, jejíº v²echny koe�cienty jsou nulové. Na rozdíl
od minulého p°íkladu, zde by tato °ada konvergovala k funkci f1 na intervalu
(−∞, 0]. Ale ani v tomto p°ípad¥ nelze funkci f1 rozvinout v mocninnou °adu
o st°edu 0.
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De�nice 32 Je�li dána reálná funkce f de�novaná na okolí bodu a, a ∈ R,
mající v bod¥ a derivace v²ech °ád·, pak °adu ve tvaru

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

nazýváme Taylorovou °adou funkce f se st°edem a, její koe�cienty nazýváme
Taylorovými koe�cienty a její n�tý £áste£ný sou£et nazýváme Taylorovým poly-
nomem a zna£íme Tn. Jestliºe platí a = 0, pak tuto °adu nazýváme Maclauri-
novou °adou.

P°íklad 33 Uvaºujme funkci

f(x) =
1

1− x
pro kaºdé x ∈ R \ {1}.

Ze vzorce pro sou£et geometrické °ady(
|q| < 1 =⇒

∞∑
n=0

qn =
1

1− q

)
vyplývá, ºe

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn pro kaºdé x ∈ (−1, 1).

Tedy funkci f lze na intervalu (−1, 1) rozvinout v mocninnou °adu se st°edem
v bod¥ 0. Jak se dá snadno spo£ítat (ikdyº i tak je to z°ejmé), je polom¥r
konvergence této °ady roven ρ = 1. Z d·sledku 29 vyplývá, ºe tato °ada je
Taylorova °ada. V tomto p°ípad¥ tedy nebylo nutné po£ítat v²echny derivace
funkce f v bod¥ 0. Tento postup s výhodou vyuºijeme i u jiných rozvoj·, u
kterých je po£ítat výraz f (n)(a) obtíºn¥j²í.

Poznámka 34 Protoºe £áste£né sou£ty Taylorovy °ady jsou polynomy (Tay-
lorovy polynomy), je úloha (7) vlastn¥ problémem aproximace funkce f poly-
nomem stupn¥ nejvý²e n v n¥jakém okolí bodu a. Jak je vid¥t z p°íklad· 30 a 31,
není vºdy zaru£eno, ºe Taylorova °ada konverguje na n¥jakém okolí k funkci f
(tedy není zaru£eno, ºe Tn(x) konverguje k funkci f(x) pro v²echna x z n¥jakého
okolí bodu a).

De�nice 35 Pro danou reálnou funkci f , která má derivace v bod¥ a aº do
n�tého °ádu de�nujeme £íslo Rn+1(x) vztahem

f(x) = Tn(x) +Rn+1(x)

pro kaºdé x ∈ D(f) (tedy Rn+1(x) = f(x)−Tn(x)), nazveme ji n�tým zbytkem
v Taylorov¥ vzorci.

Následuje nutná a posta£ující podmínka k tomu, aby Taylorova °ada kon-
vergovala k funkci f v bod¥ x.
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V¥ta 36 Taylorova °ada funkce f konverguje k funkci f v bod¥ x ∈ D(f) práv¥
kdyº

lim
n→∞

Rn+1(x) = 0. (11)

D·kaz. Fakt, ºe Taylorova °ada konverguje k funkci f v bod¥ x znamená, ºe

Tn(x)→ f(x),

coº znamená

Rn+1(x) = Tn(x)− f(x)→ 0 pro n→∞.

�

Na²e pozornost se tedy zam¥°í na otázku, za jakých podmínek je spln¥na
podmínka (11). K °e²ení tohoto problému m·ºeme vyuºít Taylorovu v¥tu. Ne-
jprve si zavedeme pot°ebné ozna£ení.

Ozna£ení: Pro a, b ∈ R budeme symbolem Ia,b rozum¥t interval (a, b), je�li
a < b a interval (b, a), je�li b < a.

V¥ta 37 (O zbytku) Nech´ f má na J = (a − δ, a + δ), δ > 0 derivace v²ech
°ád· a nech´ ϕ má na J derivaci, ϕ′ 6= 0 na J . Pak pro kaºdé n ∈ N, x ∈ J
existuje ξ ∈ Ia,x tak, ºe

Rn+1(x) =
(x− ξ)n

n!

ϕ(x)− ϕ(a)

ϕ′(ξ)
f (n+1)(ξ).

Jesliºe poloºíme ϕ(t) = (x− t)n+1 pak dostáváme tzv. Lagrange·v tvar zbytku

Rn+1(x) =
(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

a pro ϕ(t) = t dostáváme tzv. Cauchy·v tvar zbytku

Rn+1(x) =
(x− ξ)n(x− a)

n!
f (n+1)(ξ).

V¥ta o zbytku nám umoºní pro konkrétní funkci f zjistit konkrétní tvar
zbytku Rn+1, díky £emuº m·ºeme dokázat, jak je to s konvergencí Taylorovy
°ady k funkci f . D·kaz následující v¥ty je zaloºen práv¥ na pouºití v¥ty o
zbytku a dává nám jednodu²²í (na pouºití) kriterium konvergence Taylorovy
°ady k funkci f

V¥ta 38 Nech´ reálná funkce f má spojité derivace v²ech °ád· na (a−δ, a+δ),
x ∈ (a− δ, a+ δ). Jestliºe existuje M > 0 tak, ºe pro kaºdé n ∈ N platí

|f (n)(t)| ≤M pro kaºdé t ∈ Ia,x.

Pak Taylorova °ada konverguje k funkci f v bod¥ x.
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D·kaz. Sta£í dokázat, ºe je spln¥na podmínka (11). Vezmeme si Lagrange·v
tvar zbytku Rn+1(x). Pro n¥j platí

|Rn+1(x)| = |f
(n+1)(ξ)|
(n+ 1)!

|x− a|n+1 ≤ M |x− a|n+1

(n+ 1)!

kde ξ ∈ Ia,x. Výraz nalevo z°ejm¥ konverguje k nule pro n → ∞. Tedy (11)
platí. �

P°íklad 39 Rozvineme funkci f(x) = ex do Maclaurinovy °ady. Protoºe platí

(ex)(n) = ex pro v²echna x ∈ R,

pak po dosazení x = 0 dostáváme Taylorovy koe�cienty ve tvaru cn = 1/n! a
Maclaurinovu °adu

∞∑
n=0

xn

n!
.

Nyní nás bude zajímat, pro jaká x ∈ R tato °ada konverguje k ex. V bod¥ x = 0
tato °ada samoz°ejm¥ konverguje k e0 (Maclaurinova °ada je mocninnou °adou
o st°edu v bod¥ 0). Vezmeme x 6= 0. Pak z°ejm¥ platí

|et| ≤ e|x|

pro kaºdé t ∈ I0,x. Z v¥ty 38 dostáváme, ºe Maclaurinova °ada konverguje k
funkci f v bod¥ x. Protoºe x bylo libovolné, platí

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
pro kaºdé x ∈ R.

Vezmeme�li Lagrange·v tvaru zbytku Rn+1(x), platí pro kaºdé n ∈ N

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+

eξ

(n+ 1)!
xn+1,

kde ξ ∈ I0,x.

Podobn¥ lze vypo£ítat rozvoje jiných elementárních funkcí. Viz nap°. Matem-
atická analýza I (Brabec,Martan,Rozenský).
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