
Matematická analýza KMA/MA2I

Fourierovy °ady

Poznámka 1 V minulé p°edná²ce jsme se bavili o mocninných °adách, tj. o
°adách ve tvaru

∞∑
n=0

cnϕn(x),

kde ϕn(x) = (x−a)n pro n ∈ N\{0}. D·vod, pro£ jsme se o nich bavili byl ten, ºe
práv¥ tyto °ady mají mnohé p¥kné vlastnosti (lokáln¥ stejnom¥rná konvergence
a z ní vyplývající vlastnosti). Navíc umíme efektivn¥ ur£it mocninné °ady,
jejichº sou£tem jsou nap°. elementární funkce (tzv. Taylorovy °ady). Dal²ím
velmi pouºívaným typem funk£ních °ad jsou tzv. trigonometrické °ady, tj. °ady
ve tvaru

a0 +

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx), (1)

které se pouºívají k aproximaci 2π�periodických funkcí, nebo obecn¥ji pro l > 0
°ady ve tvaru

a0 +

∞∑
n=1

(an cos
πn

l
x+ bn sin

πn

l
x) (2)

ur£ené k aproximaci 2l�periodických funkcí.
Fourierovou °adou budeme rozum¥t °adu (1) (resp. (2)) se speciálními koe-

�cienty an, bn.
Neº se budeme zabývat vlastnostmi °ady (1) (resp. (2)), podíváme se na

obecnou teorii Fourierových °ad.
Nejprve je t°eba p°edstavit si n¥které d·leºité struktury pouºívající se v

matematické a funkcionální analýze � n¥které z nich jiº znáte z p°edchozích
p°edná²ek.
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1 Prostory se skalárním sou£inem, normované lineární

prostory

De�nice 2 Nech´ (V,+, ·) je reálný vektorový prostor. Zobrazení

(·, ·) : V × V → R

nazýváme skalární sou£in na prostoru V , jestliºe platí:

(i) ∀f ∈ V : (f, f) ≥ 0 a (f, f) = 0 ⇐⇒ f = 0,

(ii) ∀f, g ∈ V , c ∈ R : (cf, g) = c(f, g),

(iii) ∀f, g, h ∈ V : (f + g, h) = (f, h) + (g, h),

(iv) ∀f, g ∈ V : (f, g) = (g, f)

Poznámka 3 Z vlastností (ii) a (iii) vyplývá tento d·leºitý fakt

(c1f1 + . . .+ cnfn, g) = c1(f1, g) + . . .+ cn(fn, g).

Pomocí skalárního sou£inu zavádíme pojem ortogonality (kolmosti) funkcí.

De�nice 4 �ekneme, ºe f, g ∈ V jsou ortogonální (kolmé), jestliºe

(f, g) = 0.

P°íklad 5 Nech´ V = R2, skalární sou£in de�nujeme takto

∀(x1, x2), (y1, y2) ∈ R2 : ((x1, x2), (y1, y2)) = x1y1 + x2y2.

Snadno lze ov¥°it, ºe takto de�nované zobrazení (·, ·) je opravdu skalárním
sou£inem v uvedeném smyslu (navíc tento skalární sou£in znáte ze st°ední ²koly).
Následující dvojice vektor· jsou kolmé (nakreslete si je):

{(1, 0), (0,−5)}, {(1,−3), (3, 1)}, . . .

P°íklad 6 Nech´ V = C0(〈a, b〉) je mnoºina v²ech spojitých funkcí na intervalu
〈a, b〉, vybavená s£ítáním funkcí a násobeném skaláry � ov¥°te, ºe jde o reálný
vektorový prostor. Na V de�nujme skalární sou£in

∀f, g ∈ C0(〈a, b〉) : (f, g) =
∫ b

a

f(x)g(x) dx. (3)

Dokaºte, ºe toto zobrazení je dob°e de�nováno a jde o skalární sou£in.

P°íklad 7 Uvaºujme (R(〈a, b〉),+, ·) prostor v²ech riemannovsky integrovatel-
ných funkcí na intervalu 〈a, b〉. Pak (3) uº není skalárním sou£in ve vý²e uve-
deném smyslu. Je�li nap°íklad

f(x) =

{
1 x = a,
0 x ∈ (a, b〉,
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pak
(f, f) = 0 a p°itom f 6= 0.

Ostatní vlastnosti ov²em platí � budeme symbol (·, ·) pouºívat i pro takové
funkce (nebude to ov²em jiº skalární sou£in).

Tuto obtíº m·ºeme vy°e²it tak, ºe na mnoºin¥ R(〈a, b〉) de�nujeme relaci ∼
následujícím zp·sobem:

∀f, g ∈ R(〈a, b〉) : f ∼ g ⇐⇒
∫ b

a

(f(x)− g(x))2 dx = 0.

Dá se dokázat, ºe tato relace je relací ekvivalence na R(〈a, b〉). Z algebry
je známo, ºe relace ekvivalence indukuje rozklad této mnoºiny, ozna£uje se
R(〈a, b〉)/ ∼ (tzv. faktorová mnoºina R(〈a, b〉) podle ∼ - prvky této mnoºiny
nazýváme t°ídy a ozna£ujeme je [f ] ∈ R(〈a, b〉)/ ∼, kde f ∈ R(〈a, b〉)). Dá se na
této mnoºin¥ de�novat s£ítání a násobení skalárem tak, ºe p°íslu²ná uspo°ádaná
trojice tvo°í vektorový prostor. A co je nejd·leºitej²í: na této mnoºin¥ jiº lze
de�novat skalární sou£in takovýmto zp·sobem:

∀[f ], [g] ∈ R(〈a, b〉)/ ∼: ([f ], [g]) =

∫ b

a

f(x)g(x) dx

Tento skalární sou£in pak p°irozeným zp·sobem indukuje normu (viz dále) a
ta pak p°irozeným zp·sobem de�nuje metriku na R(〈a, b〉)/ ∼ (tzv. st°ední
kvadratická vzdálenost).

Krom¥ skalárního sou£inu je²t¥ nade�nujeme normu vektoru.

De�nice 8 Nech´ (V,+, ·) je reálný vektorový prostor. Zobrazení

‖ · ‖ : V → R

nazýváme normou na V jestliºe platí

(i) ∀f ∈ V : ‖f‖ ≥ 0 a ‖f‖ = 0 ⇐⇒ f = 0,

(ii) ∀f ∈ V ∀c ∈ R : ‖cf‖ = |c|‖f‖,

(iii) ∀f, g ∈ V : ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖.

P°íklad 9 Je�li V prostor se skalárním sou£inem (·, ·), pak zobrazení ‖ · ‖ :
V → R de�nované vztahem

∀f ∈ V : ‖f‖ =
√

(f, f)

je norma na V . Dokaºte!
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P°íklad 10 Nech´ V = R2. Normu de�nujeme takto

∀(x1, x2) ∈ R2 : ‖(x1, x2)‖ =
√

((x1, x2), (x1, x2)) =
√
x21 + x22.

Z p°edchozí poznámky plyne, ºe jde opravdu o normu. Navíc toto zobrazení
znáte ze st°ední ²koly � ‖(x1, x2)‖ je velikost vektoru (x1, x2).

P°íklad 11 Nech´ V = C0(〈a, b〉). Op¥t podle p°edchozí poznámky m·ºeme
normu de�novat t°eba takto

∀f ∈ C0(〈a, b〉) : ‖f‖ =

√∫ b

a

f2(x) dx.

P°íklad 12 Podobn¥ jako v jednom z p°edchozích p°íklad· platí pro funkci
f ∈ R(〈a, b〉) de�novanou vztahem

f(x) =

{
1 x = a,
0 x ∈ (a, b〉,

ºe
‖f‖ = 0 a p°itom f 6= 0.

Tedy ‖ · ‖ nem·ºe být na R(〈a, b〉) normou, nicmén¥ budeme toto zna£ení dále
pouºívat (tato obtíº byla vy°e²ena v p°íkladu 7).

De�nice 13 Posloupnost {ϕn}∞n=1 v prostoru se skalárním sou£inem nazveme
ortogonální jestliºe

(ϕi, ϕj) = 0 ∀i 6= j, ‖ϕn‖ > 0 ∀n ∈ N.

Poznámka 14 Ortogonální posloupnost lze de�novat i v R(〈a, b〉).

P°íklad 15 Uvaºujme následující posloupnost funkcí ϕn de�novaných na 〈0, 2π〉
takto:

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, . . .

Tuto posloupnost budeme zkrácen¥ zna£it symbolem {cosnx, sinnx}. Dá se
dokázat, ºe tato posloupnost je ortogonální v C0(〈a, b〉) � dokaºte to!

2 Fourierovy °ady

Uvaºujme v celé této £ásti ortogonální posloupnost {ϕn}∞n=1 ⊂ R(〈a, b〉).

V¥ta 16 Nech´ {ϕn}∞n=1 ⊂ R(〈a, b〉) je ortogonální posloupnost, {cn}∞n=1 ⊂ R.
Jestliºe °ada

∞∑
n=1

cnϕn

stejnom¥rn¥ konverguje k funkci f ∈ R(〈a, b〉) na 〈a, b〉, pak platí

cn =
(f, ϕn)

‖ϕn‖2
.
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D·kaz. Platí

f(x) =

∞∑
n=1

cnϕn(x), x ∈ 〈a, b〉.

Vynásobíme�li tuto rovnici funkcemi ϕk, k ∈ N, pak

f(x)ϕk(x) =

∞∑
n=1

cnϕn(x)ϕk(x), x ∈ 〈a, b〉.

Z p°edpokladu stejnom¥rné konvergence plyne, ºe i °ada
∑
cnϕnϕk stejnom¥rn¥

konverguje k fϕk na 〈a, b〉 a tedy

(f, ϕk) =

∫ b

a

f(x)ϕk(x) dx =

∞∑
n=1

cn

∫ b

a

ϕn(x)ϕk(x) dx =

∞∑
n=1

cn(ϕn, ϕk).

Z ortogonality plyne

(f, ϕk) = ck(ϕk, ϕk) pro k ∈ N.

�

De�nice 17 Nech´ {ϕn}∞n=1 ⊂ R(〈a, b〉) je ortogonální posloupnost funkcí, f ∈
R(〈a, b〉). Pak £ísla

cn =
(f, ϕn)

‖ϕn‖2

nazýváme Fourierovy koe�cienty funkce f vzhledem k {ϕn}∞n=1.

Poznámka 18 Z de�nice je vid¥t, ºe Fourierova °ada je jakousi analogií Tay-
lorovy °ady (také k dané funkci f konstruujeme °adu

∑
cnϕn).

Poznámka 19 Z de�nice nevyplývá, ºe by m¥lo platit

f(x) =

∞∑
n=1

cnϕn(x).

(podobn¥ jako u Taylorových °ad). Dokonce tomu tak v mnoha p°ípadech není.
Dá se ov²em dokázat, ºe °ada

∑∞
n=1 cnϕn(x) konverguje k f jiným zp·sobem

neº bodov¥ nebo stejnom¥rn¥. V následujících dvou de�nicích si p°estavíme
dal²í typ konvergence posloupností funkcí, resp. funk£ních °ad.

De�nice 20 Nech´ f, g ∈ R(〈a, b〉). De�nujeme

‖f − g‖ =

√∫ b

a

(f(x)− g(x))2 dx

tzv. st°ední kvadratickou odchylku funkcí f a g.
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Poznámka 21 Platí tento nep¥kná vlastnost

fn, f ∈ R(〈a, b〉), (‖fn − f‖ → 0 6⇒ fn → f na 〈a, b〉),

tzn. ºe pokud posloupnost {fn}∞n=1 konverguje k funkci f st°edn¥ kvadraticky,
neplyne z toho, ºe {fn}∞n=1 konverguje k f bodov¥ � p°íklad ukazující platnost
tohoto tvrzení byl ukázán na p°edná²ce.

De�nice 22 �ekneme, ºe posloupnost {fn}∞n=1 ⊂ R(〈a, b〉) konverguje k f ∈
R(〈a, b〉) st°edn¥ kvadraticky (podle st°edu) na 〈a, b〉 jestliºe

lim
n→∞

‖fn − f‖ = 0.

V¥ta 23 Nech´ {ϕn}∞n=1 je ortogonální posloupnost funkcí z R(〈a, b〉), f ∈
R(〈a, b〉). Fourierova °ada konverguje k f st°edn¥ kvadraticky na 〈a, b〉 práv¥
tehdy, kdyº pro funkci f platí tzv. Parsevalova rovnost

∞∑
n=1

c2n‖ϕn‖2 = ‖f‖2.

Poznámka 24 Pro ortogonální posloupnost {ϕn}∞n=1 ⊂ R(〈a, b〉) a f ∈ R(〈a, b〉)
vºdy platí tzv. Besselova nerovnost

∞∑
n=1

c2n‖ϕn‖2 ≤ ‖f‖2.

Pro detaily viz doporu£ená skripta.

6



3 Fourierovy °ady vzhledem k systému {cosnx, sinnx}
V této kapitole se budeme zabývat Fourierovými °adami vzhledem k ortogonál-
nímu systému {cosnx, sinnx} tzn. systému

{1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, . . .} (4)

Jak uº bylo °e£eno na za£átku, sou£et Fourierovy °ady vzhledem k tomuto
systému bude 2π�periodická funkce.

Lemma 25 Nech´ f je 2π�periodická funkce integrovatelná na intervalu 〈0, 2π〉.
Pak pro kaºdé a ∈ R platí∫ a+2π

a

f(x) dx =

∫ π

−π
f(x) dx.

Poznámka 26 P°edchozí lemma (zkuste ho dokázat) nám vlastn¥ °íká, ºe celou
teorii m·ºeme provést na jednom konkrétním intervalu délky 2π, nap°. na
intervalu 〈−π, π〉 � Fourierovy koe�cienty budou po°ád stejné � viz následující
v¥ta....

V¥ta 27 Fourierova °ada libovolné integrovatelné funkce f na intervalu 〈−π, π〉
má vzhledem k systému (4) tvar

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

kde an, bn jsou Fourierovy koe�cienty funkce f rovné

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx, n ∈ N ∪ {0},

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx, n ∈ N.

D·kaz. Sta£í si uv¥domit, ºe

an =
(f, cosnx)

(cosnx, cosnx)
=

∫ π
−π f(x) cosnx dx∫ π
−π cos

2 nx dx
=

1

π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx, n ∈ N,

a0 =
(f, 1)

(1, 1)
=

∫ π
−π f(x) dx∫ π
−π dx

=
1

2π

∫ π

−π
f(x) dx =

1

2

1

π

∫ π

−π
f(x) cos(0 · x) dx.

Z d·vodu jednotnosti vzorce pro an a a0 budeme psát

a0 =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(0 · x) dx

coº se ve výsledném vzorci projeví tak, ºe místo a0 bude a0/2. Podobn¥ vy-
po£ítáme bn. �

7



Poznámka 28 V²imn¥te si co bude pro koe�cienty an, pop°. bn znamenat fakt,
ºe funkce f je lichá (pop°. sudá) na intervalu 〈−π, π〉. O tom mluví následující
v¥ta.

V¥ta 29 Nech´ f je integrovatelná na intervalu 〈−π, π〉. Je�li f sudá funkce,
pak

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnx dx, pro n ∈ N ∪ {0}, bn = 0, pro n ∈ N. (5)

Je�li f lichá funkce, pak

an = 0, pro n ∈ N ∪ {0}, bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnx dx pro n ∈ N. (6)

D·kaz. D·kaz je snadný. Sta£í si uv¥domit, ºe sou£in sudé funkce a liché
funkce je lichá funkce (sou£in dvou lichých funkcí je sudá funkce; sou£in dvou
sudých funkcí je sudá funkce) a fakt, ºe integrál z liché funkce p°es interval
〈−π, π〉 je nulový a integrál ze sudé funkce p°es interval 〈−π, π〉 je roven dvo-
jnásobku integrálu stejné funkce p°es interval 〈0, π〉. �

Je�li funkce f sudá nebo lichá na intervalu 〈−π, π〉 znamená to, ºe její
Fourierova °ada bude mít jednodu²²í tvar � p·jde o tzv. °adu kosinovou, tzn.

a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx,

nebo o °adu sinovou, tzn.
∞∑
n=1

bn sinnx.

Toho se dá vyuºít následujícím zp·sobem:

(a) Uvaºujme integrovatelnou funkci f na intervalu 〈0, π〉. Roz²í°íme ji na
interval 〈−π, π〉 sud¥, tzn. dode�nujeme

f(x) = f(−x) pro kaºdé x ∈ 〈−π, 0).

Fourierovu °adu této dode�nované funkce nazýváme rozvoj funkce f (tzn.
té p·vodní funkce f) v kosinovou °adu na 〈0, π〉.

(b) Uvaºujme integrovatelnou funkci f na intervalu 〈0, π〉. Roz²í°íme funkci
f na interval 〈−π, π〉 li²e, tzn. p°ede�nujeme f(0) = 0 a de�nujeme

f(x) = −f(−x) pro kaºdé x ∈ 〈−π, 0).

Fourierovu °adu této funkce nazýváme rozvoj funkce f v sinovou °adu na
〈0, π〉.
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Poznámka 30 �asto chceme rozvíjet funkci na jiném intervalu neº je interval
délky 2π. Uvaºujme funkci 2l�periodickou (l > 0). Pak platí: Fourierova °ada
libovolné integrovatelné funkce f na intervalu 〈−l, l〉 má vzhledem k systému

{1, cos π
l
x, sin

π

l
x, cos

2π

l
x, sin

2π

l
x, . . .}

tvar
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cos
nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x),

kde an, bn jsou Fourierovy koe�cienty funkce f rovné

an =
1

l

∫ l

−l
f(x) cos

nπ

l
xdx, n ∈ N ∪ {0},

bn =
1

l

∫ π

−π
f(x) sin

nπ

l
xdx, n ∈ N.

3.1 Konvergence Fourierovy °ady

Doposud jsme se zabývali pouze konstrukcí Fourierovy °ady vzhledem k systému
(4). Nyní se podíváme na samotnou konvergenci °ady k funkci f . Jak uº víme z
jedné z p°edhozích kapitol, Fourierova °ada konverguje k f st°edn¥ kvadraticky
za p°edpokladu, ºe je spln¥na Parsevalova rovnost. Tento výsledek není ov²em
ur£en k praktickému pouºití, a to ze dvou d·vod·: (1.) £asto pot°ebujeme více
neº jen st°edn¥ kvadratickou konvergenci, (2.) ur£it zda je spln¥na Parsevalova
rovnost dá hodn¥ práce � £asto to ani nelze.
Následující dv¥ v¥ty nám dávají návod, jak efektivn¥ zjistit bodovou a ste-
jnom¥rnou konvergenci Fourierovy °ady vzhledem k systému (4) k funkci f .

V¥ta 31 (Dirichletova) Nech´ f je po £ástech spojitá a po £ástech monotonní na
intervalu 〈−π, π〉. Pak její Fourierova °ada konverguje na 〈−π, π〉 a její sou£et
je roven

(a)
1

2
[ lim
x→x0−

f(x) + lim
x→x0+

f(x)] je�li x0 ∈ (−π, π),

(b)
1

2
[ lim
x→π−

f(x) + lim
x→−π+

f(x)] je�li x0 = π nebo x0 = π

Poznámka 32 Je�li x0 ∈ (−π, π) a f je v x0 spojitá, pak Fourierova °ada
konverguje k f(x0).

Poznámka 33 Jak uº víme, pouhá bodová konvergence nám £asto nesta£í.
Rádi bychom v¥d¥li, jestli pro jisté �hez£í� funkce f je konvergence dokonce
stejnom¥rná. Tato otázka bude zodpov¥zena kladn¥.

V¥ta 34 Nech´ 2π�periodická funkce f je na 〈−π, π〉 spojitá a má po £ástech
spojitou derivaci. Pak její Fourierova °ada konverguje k funkci f stejnom¥rn¥
na (−∞,∞).
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