Matematickd analyza KMA /MA2I
Fourierovy rady

Poznamka 1 V minulé pfednasce jsme se bavili o mocninnych fadach, tj. o

fadach ve tvaru
oo
Z CnPn (x )7
n=0

kde ¢, (2) = (x—a)™ pron € N\{0}. Duavod, pro¢ jsme se o nich bavili byl ten, 7e
pravé tyto fady maji mnohé p&kné vlastnosti (lokalné stejnomérné konvergence
a z ni vyplyvajici vlastnosti). Navic umime efektivné urcit mocninné rady,
jejichz souctem jsou napf¥. elementarni funkce (tzv. Taylorovy fady). Dalsim
velmi pouzivanym typem funkénich fad jsou tzv. trigonometrické fady, tj. fady
ve tvaru

(o)
ap + Z(an cos nx + by, sinnx), (1)
n=1
které se pouzivaji k aproximaci 2r—periodickych funkci, nebo obecnéji pro ! > 0
fady ve tvaru
o0
ag + Z(an cos ?x + by, sin Z—nx) (2)

n=1

urcené k aproximaci 2/-periodickych funkei.

Fourierovou fadou budeme rozumét fadu (1) (resp. (2)) se specidlnimi koe-
ficienty a.,, by,-

Nez se budeme zabyvat vlastnostmi fady (1) (resp. (2)), podivame se na
obecnou teorii Fourierovych fad.

Nejprve je tieba predstavit si nékteré dilezité struktury pouzivajici se v
matematické a funkcionalni analyze — nékteré z nich jiz znéte z predchozich
prednések.



1 Prostory se skalarnim soucinem, normované linearni
prostory
Definice 2 Necht (V,+,-) je redlny vektorovy prostor. Zobrazeni
(,):VxV SR
nazyvame skalarni soucin na prostoru V, jestlize plati:
(i) VieV:(f,f)z0a(f,f)=0+= f=0,
(ii) Vfig eV, ceR: (cf,g9) =c(f,9),
(i) Vf,g.h €V 2 (f +g,h) = (f,h) + (g, D),
(iv) VfigeV: (f.9) = (9, f)
Poznamka 3 Z vlastnosti (ii) a (iii) vyplyva tento dulezity fakt
(cifi+. tenfn,g) =ca(fr,9) + ..+ cnl(fn, 9)-
Pomoci skalarniho soudinu zavidime pojem ortogonality (kolmosti) funkei.
Definice 4 f{ekneme, ze f,g € V jsou ortogonalni (kolmé), jestlize
(f,9) =0.
Piiklad 5 Nechf V = R2, skalarni sou¢in definujeme takto
V(z1,m2), (y1,52) € R?: ((z1,22), (y1,92)) = 2191 + T2y

Snadno lze ovéfit, ze takto definované zobrazeni (-,-) je opravdu skalarnim
sou¢inem v uvedeném smyslu (navic tento skalarni souc¢in znéate ze stfedni skoly).
Nasledujici dvojice vektora jsou kolmé (nakreslete si je):

{(1’ O)a (07 _5)}’ {(1’ _3)7 (3’ 1)}? s

P#iklad 6 Necht V = C°({(a,b)) je mnozina viech spojitych funkei na intervalu
(a, by, vybavena s¢itanim funkci a nasobeném skalary — ovéite, 7e jde o redlny
vektorovy prostor. Na V definujme skalarni soucin

b
V1.9 € ) s (f.9) = [ Flalg(o) . 3)
Dokazte, 7e toto zobrazeni je dobfe definovano a jde o skalarni soudin.

Piiklad 7 Uvazujme (R({a,b)),+,-) prostor viech riemannovsky integrovatel-
nych funkei na intervalu (a,b). Pak (3) uz neni skalarnim soucin ve vy3e uve-
deném smyslu. Je-li napiiklad



pak
(f,f)=0  apfitom  f#0.

Ostatni vlastnosti ovSem plati — budeme symbol (-,-) pouZivat i pro takové
funkce (nebude to ovSem jiz skalarni soudin).

Tuto obtiz muzeme vyFesit tak, Ze na mnoziné R((a, b)) definujeme relaci ~
nésledujicim zpusobem:

b
Vg eR(ab): f~g / (f(z) - g(2)?dz = 0.

D4 se dokazat, Zze tato relace je relaci ekvivalence na R({a,b)). Z algebry
je zndmo, ze relace ekvivalence indukuje rozklad této mnoziny, oznacuje se
R({a,b))/ ~ (tzv. faktorova mnozina R({a,b)) podle ~ - prvky této mnoziny
nazyvame t¥idy a oznacujeme je [f] € R({a, b))/ ~, kde f € R({a,b))). D4 se na
této mnoziné definovat s¢itani a nasobeni skalarem tak, ze pfislusna usporadana
trojice tvori vektorovy prostor. A co je nejdulezitejsi: na této mnoZing jiz lze
definovat skalarni soucin takovymto zpiisobem:

b
VI l9l € R({a, b))/~ (], 19]) =/ f(z)g(x) dz

Tento skalarni soucin pak pfirozenym zptsobem indukuje normu (viz dale) a
ta pak pfirozenym zptsobem definuje metriku na R({a,b))/ ~ (tzv. stfedni
kvadraticka vzdalenost).

Kromé skalarniho souc¢inu jesté nadefinujeme normu vektoru.
Definice 8 Necht (V,+,-) je redlny vektorovy prostor. Zobrazeni
-1V —=R
nazyvame normou na V jestlize plati
) VeV lfl=z0alfl=0+ f=0,
(ii) VS eV Ve eR: cfll =l f],
(iii) Vfig € Ve If +gll < 111+ llgll-

Piiklad 9 Je-li V prostor se skalarnim soutinem (-,-), pak zobrazeni | - || :
V — R definované vztahem

VeV :lfl=v(ff)

je norma na V. DokaZte!



Piiklad 10 Necht V = R2. Normu definujeme takto

V(x1,2) € R? ¢ [|(21, 22)[| = v/ (21, 22), (w1, 22)) = \/ 2} + 23

Z piedchozi poznamky plyne, Ze jde opravdu o normu. Navic toto zobrazeni
znéte ze stiedni 8koly — ||(x1,x2)]| je velikost vektoru (z1, z3).

Piiklad 11 Necht V = C°({a,b)). Opét podle pfedchozi poznamky miiZzeme
normu definovat tieba takto

b
v e Colat)s Ifl =/ [ Fode
Piiklad 12 Podobné jako v jednom z pfedchozich piiklada plati pro funkci
f € R({a, b)) definovanou vztahem

1 rx=a,

f(x){ 0 € (ab),

Ifll=0 a pfitom f#0.
Tedy || - || nemize byt na R(({a, b)) normou, nicméné budeme toto znaceni dale
pouZzivat (tato obtiZ byla vyfeSena v p¥ikladu 7).

Definice 13 Posloupnost {¢,}52; v prostoru se skalarnim sou¢inem nazveme
ortogonalni jestlize

(i, pj) =0 Vi#j, lonll >0 VneN.
Poznamka 14 Ortogonalni posloupnost 1ze definovat i v R({(a, b}).

Priklad 15 Uvazujme nasledujici posloupnost funkci ¢,, definovanych na (0, 27)
takto:
1, cosz, sin z, cos 2z, sin 2, cos 3z, sin 3z, . . .

Tuto posloupnost budeme zkracené znacit symbolem {cosnz,sinnz}. DA se
dokazat, e tato posloupnost je ortogonalni v C°((a, b)) — dokazte to!

2 Fourierovy rady

UvaZujme v celé této ¢asti ortogonalni posloupnost {¢,}22; C R({a,b)).

Véta 16 Necht {¢,}22, C R({a,b)) je ortogondlni posloupnost, {c,}5>; C R.

Jestlize rada
o0
> cnn

n=1

stejnomerné konverguje k funkci f € R({a,b)) na {(a,b), pak plati

_ (fron)
lnll*

n



Diikaz.  Plati -
fz) = chgan(x), x € (a,b).
n=1

Vynasobime-li tuto rovnici funkcemi ¢y, k € N, pak
F@)pr(@) = cnpn(@)pr(@), € (a,b).
n=1

Z predpokladu stejnomérné konvergence plyne, 7e i fada Y ¢, n 0k stejnomérné
konverguje k for, na (a,b) a tedy

b [e’e} b o
(f 1) = / f(@)pr(x) dw = ch/ on(@) k(@) dz =Y calpn, ok)-

Z ortogonality plyne
(fior) = ck(or, o)  prok €N
O

Definice 17 Necht {¢,}22; C R({a,b)) je ortogonalni posloupnost funkei, f €
R({a,b)). Pak ¢isla
_ (fron)

 llenl?
nazyvame Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k {p,}52 .

n

Poznamka 18 7 definice je vidét, ze Fourierova fada je jakousi analogii Tay-
lorovy fady (také k dané funkci f konstruujeme fadu Y ¢, pn).

Poznamka 19 Z definice nevyplyva, Ze by mé&lo platit
flz) = Z Cnon ().
n=1

(podobneg jako u Taylorovych Fad). Dokonce tomu tak v mnoha p¥ipadech neni.
Da se oviem dokazat, ze fada Y., ¢,¢n(z) konverguje k f jinym zpusobem
nez bodové nebo stejnomérné. V nésledujicich dvou definicich si pfestavime
dalsi typ konvergence posloupnosti funkei, resp. funkénich fad.

Definice 20 Necht f,g € R({a,b)). Definujeme

I —gll = \/ / (f(2) — gla))? da

tzv. stfedni kvadratickou odchylku funkeci f a g.




Poznamka 21 Plati tento nepékné vlastnost

fns f € R((a,0), ([fa—fIl=0 # fo— [fnaab)),
tzn. Ze pokud posloupnost {f,}52; konverguje k funkci f stiedné kvadraticky,
neplyne z toho, ze {f,}>2, konverguje k f bodové — piiklad ukazujici platnost

tohoto tvrzeni byl ukdzan na prednésce.

Definice 22 Rekneme, Ze posloupnost {f,}22, € R({a,b)) konverguje k f €
R({a,b)) stfedné kvadraticky (podle stfedu) na (a,b) jestlize

Véta 23 Necht {p,}52, je ortogondlni posloupnost funkci z R({a,b)), f €
R({a,b)). Fourierova fada konverguje k f stiedné kvadraticky na {(a,b) privé
tehdy, kdyz pro funkci f plati tzv. Parsevalova rovnost

oo
> alleall® = lIF1I>.
n=1

Poznamka 24 Pro ortogonalni posloupnost {¢, }22; C R((a,b)) a f € R({a,b))
vzdy plati tzv. Besselova nerovnost

[eS)
> allenl® < IF1%
n=1

Pro detaily viz doporucené skripta.



3 Fourierovy fady vzhledem k systému {cosnzx, sin nx}

V této kapitole se budeme zabyvat Fourierovymi fadami vzhledem k ortogonél-
nimu systému {cosnz,sinnz} tzn. systému

{1, cos x, sin x, cos 2z, sin 2z, cos 3z, sin 3z, . . .} (4)

Jak uz bylo feceno na zacatku, soucet Fourierovy fady vzhledem k tomuto
systému bude 27—periodicka funkce.

Lemma 25 Necht f je 2m—periodickd funkce integrovatelnd na intervalu (0, 27).
Pak pro kazdé a € R plati

a+2m T
/ flx)da = 3 f(z)da.

Poznamka 26 Predchozi lemma (zkuste ho dokézat) nam vlastné ¥ika, Ze celou
teorii mizeme provést na jednom konkrétnim intervalu délky 2w, napf. na
intervalu (—m, 7) — Fourierovy koeficienty budou potad stejné — viz nasledujici
véta....

Vé&ta 27 Fourierova tada libovolné integrovatelné funkce f na intervalu (—m, )
md vzhledem k systému (4) tvar
a o0
?0 + Zl(an cosnx + by, sinnx),
n—

kde an, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f rovné

ap = — f(z)cosnzdr, neNU{0},
7

—T

1 T
by, = — f(z)sinnzdz, neN.
m —T

Diikaz.  Stadi si uvédomit, ze

" f(x)cosnxzdx g
an = (fycosmz) f_”,rf( ) _ ! f(z)cosnxdz, n €N,
(cosnw, cos nx) J7_ cos?nzdx T J_n
_ (S f@de /’T _11/“
ap = - [ =% ) fz)dx = o7 ) f(z)cos(0 - z) d.
Z duavodu jednotnosti vzorce pro a, a ag budeme psat
ap = 1 f(z)cos(0 - x)dx
T

—T

coz se ve vysledném vzorci projevi tak, ze misto ag bude ag/2. Podobné vy-
pocitame b,,. O



Poznamka 28 Vsimnéte si co bude pro koeficienty a,,, popf. b, znamenat fakt,
7e funkce f je lich4 (popf. suda) na intervalu (—m, 7). O tom mluvi nasledujici
véta.

Vé&ta 29 Necht f je integrovatelnd na intervalu (—m,m). Je—li f sudd funkce,
pak

2 us
apn, = f/ f(z)cosnzdzx, pron e NU{0}, b,=0, poneN. (5)
™ Jo
Je=li f lichd funkce, pak
an =0, pron € NU{0}, bnzg/ f(z)sinnxz dz pro n € N. (6)
T Jo

Diikaz. Dikaz je snadny. Staci si uvédomit, Ze soucin sudé funkce a liché
funkce je licha funkce (soucin dvou lichych funkei je suda funkce; sou¢in dvou
sudych funkei je suda funkce) a fakt, Ze integral z liché funkce p¥es interval
(—m,7) je nulovy a integral ze sudé funkce pfes interval (—m, ) je roven dvo-
jnasobku integralu stejné funkce pies interval (0, x). O

Je-li funkce f suda nebo lichd na intervalu (—m,7) znamena to, Ze jeji
Fourierova rada bude mit jednodussi tvar — pujde o tzv. fadu kosinovou, tzn.

o0
ag
o5 + E a, COSNT,
n=1
nebo o fadu sinovou, tzn.

o
g b, sinnz.
n=1

Toho se d& vyuzit nasledujicim zptusobem:

(a) Uvazujme integrovatelnou funkci f na intervalu (0,7). Rozsifime ji na
interval (—m, 7) sudg, tzn. dodefinujeme

f(x) = f(—x) prokazdé x € {(—x,0).

Fourierovu fadu této dodefinované funkce nazyvame rozvoj funkce f (tzn.
té pivodni funkce f) v kosinovou Fadu na (0, ).

(b) Uvazujme integrovatelnou funkci f na intervalu (0, 7). Rozsifime funkci
f na interval (—m, ) liSe, tzn. piedefinujeme f(0) = 0 a definujeme

f(z) = —f(—z) prokazdé z € (—,0).

Fourierovu fadu této funkce nazyvame rozvoj funkce f v sinovou fadu na
0, ).



Poznamka 30 Casto chceme rozvijet funkci na jiném intervalu nez je interval

délky 27. Uvazujme funkci 2/-periodickou (I > 0). Pak plati: Fourierova fada

libovolné integrovatelné funkce f na intervalu (—I,1) ma vzhledem k systému
2

m™T.m 2 .
{1, cos —x,sin —x, cos —x,sin —ux, ...}
) l ) l ) l ) l )

tvar

% + nz::l(an cos ?m + by, sin ?m),

kde a,, b, jsou Fourierovy koeficienty funkce f rovné

nm

1 l
anzj/ f(x) cos Zxdx, n € NU{0},
-1

by, = % f(z)sin nTdeam n e N.

—T

3.1 Konvergence Fourierovy rady

Doposud jsme se zabyvali pouze konstrukei Fourierovy fady vzhledem k systému
(4). Nyni se podivame na samotnou konvergenci fady k funkci f. Jak uz vime z
jedné z predhozich kapitol, Fourierova fada konverguje k f stiedné kvadraticky
za predpokladu, Ze je splnéna Parsevalova rovnost. Tento vysledek neni oviem
urcen k praktickému pouziti, a to ze dvou divodi: (1.) Casto potiebujeme vice
nez jen stiedné kvadratickou konvergenci, (2.) uréit zda je splnéna Parsevalova
rovnost da hodné prace — ¢asto to ani nelze.

Nésledujici dvé véty nam davaji navod, jak efektivné zjistit bodovou a ste-
jnomérnou konvergenci Fourierovy fady vzhledem k systému (4) k funkci f.

Véta 31 (Dirichletova) Necht f je po éastech spojitd a po éastech monotonni na
intervalu (—m, ). Pak jeji Fourierova fada konverguje na (—m,m) a jeji soucet
je roven

(@ 5[l f)+ lm f()] jeliz € (~mm),

Tr—x0

1. .. _ o
(b) sLlm @)+ lim  f(@)] je-lizo =7 nebo zo = =

Poznamka 32 Je-li zy € (—7,7) a f je v xo spojita, pak Fourierova fada
konverguje k f(xo).

Poznamka 33 Jak uz vime, pouhd bodovd konvergence nadm casto nestaci.
Radi bychom védéli, jestli pro jisté ,hezci funkce f je konvergence dokonce
stejnomérné. Tato otdzka bude zodpovézena kladné.

Véta 34 Necht 2m—periodickd funkce [ je na (—m, ) spojitd a md po cdstech
spojitou derivaci. Pak jeji Fourierova fada konverguje k funkci f stejnomérné
na (—o00, 00).
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